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Dienger,  Vorstand  der  hohem  Bürgerschule 
zn  Ettenheim m. 

.  Deber  eine  durch  zerslrenles  Lii^t  bewirkte 
Interferenxerscheinnng.  V^on Herrn  L.  Schlaf  I  i, 
FritaCdocenteo  der  Mathematik  zu  Bern  .  .  III. 
XXX.  Theoriede«  Condcnsators.  VonHcrrn  A.Weiss, 
Lehrer  der  Mathematik,  Phjsik  und  Chemie 
an  der  Königlichen  Landwirlhachaft-  und  Ge- 
werbschulel.KlassezuFürth  in  Mittel  franken    HL 

,  Ueber  die  Bewegung  eine»  galvanischen  Drah- 
tes nnter  dem  tinfluss  des  Erdmagnetismus.  — 
Kednktion  einiger  Integrale  auf  elliptische 
Funktionen.  Von  dem  Herrn  Dr.  J,  Dienger, 
Vatst.  der  hSbeio  Bürgerschule  in  Etlenfaeim     IV. 


2 

^^^^^ 

^ 

h.  e.  „,.. 

6«-ac<0,  6'a 

-oV^O; 

oder,  da  6^  und  6'^  positiv  aind,    es  müe$en  a,   c  d 
reichen   haben,  eben  so  «',  c',  und  zugleich  mues 

isselbe  Ve 

sein.     Zugleich  ist 

, 

a  +  M.  +  ..^_"■-+»-'"+<'"-"'>-^ 

also  müssen  a  -{  '2!>w  4-  ca^^  und  «f ,    roiglich  auch  c,  d 
zeichen  haben,  und  eben  sn  die  Grössen  o'  +  '>A'x  + 
Df  aber  a-t-ibx+ac''  und  a'+2A'jF+c'a:2  dasselb« 
(positiv  oder  negatii-)  haben,  so  haben  folglich  aucli 
dasselbe  Vorzeii-lien;  -zugleich  darf  x  itoimer  nur  so  g 
den,  dass  die  Grössen  a+26a7+cj^2,   a'+26'.r+c'.Tä 
halb  der  Gränzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen 
a,    c,  a',  c".     Es  ist  leicht  einzusehen,    dass  man  d 
Grössen  immer  als  imsitiv  betrachten  kann,  da  ja 

a..eJbe  V« 

HS 

nimer  Ina« 
hsben,  wl 
ese  letzt« 

(— «+2Aa:— er")  (—a'+ib'x-c'ie^  = 

a—2bx+cx^(a'- 

,             und  wir  wollen  also  dies  annehmen 
lion  darnach  bestimmen.    Setzen  wi 

und   die  tiränzen 

lier  lotegg 

so  findet  sich 

'     c — c 

+  \^2 

worin:                   :.i-lMt.i(>«..<. 

• 

Z=(J_S'=')«-(«- 

«'i-Xc-o'.') 

Demnacli 

S  +  <-i-(J'+f'..). 

=±Vz- 

' 

Da  aber 

(a'  l-Wxic'j:-^,'= 

n+2/>:r  +  c.t'. 

■  lit'i 

sa  ergielit  sich: 

■'')=£='+"■ 

■■  i»t* 

(4'+.:'i).H(»'+24':c+ 

^ 

Bz  ■'J-l     Ü'jill.     v)>-'.        .■.!■  ■■ 

6^.ca;_(6'+c'*)i«=(a'+26'a:+c'a:>)z g^  =  ±  VZ 


a.  h. 


Nun  ist 


V9>(a:). 

dz 

'  Sx~ 

:V^. 

•t« 

-i 

a/'i^/^\ 

ßz 

."j;- 


J>  ■  ■  ■  ■  I    it       2b         i 


Bx 


und  da  Z  von  d^r  Form  dm*  i&  §•  13.  betnushteten  Ausdrücke  ist, 
80  kann  unsere  Aufgabe  als  gelöst  angesehen  werden.  ,,»;,.. 

n.  Die  6Mchni^*^(i-)^BsO  habe  iswei  roelle  und  zwei  ima- 
99Sre  Wurzeln.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  ungleich,  n 
Mii^';  md  -ftWttlr  sei  fi>n';  der  reelle  Fäktor.d^i^-z^äteti' ClVä- 
te'««l'iiH^2Adr.-f^iit^  WdHn  al«o  <tc>6<  sein  mtaä.  lEneMth 
sieht  man,  Jiass:  it+26a^4^c^^  '«>  <^  dasselbe  YoniMcheil  haben 
mfissen,  das  man,  wie  oben,  immer  als  positiv  voraussetzejl. kann. 
Hierbei  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

II.  1.  Die  tntegrationsgränzen  seien  so  gewählt,  dasa  x  immer 
twischen  n'  und  n  sei,  zugleich  sei 


J  VtpXx) 


§  — =r=     , 

1      ■  ' 

Roll  (tlr  a?=n'.    Alsdann  muss 


g)  (x)  =  (a:  —  f»')  (li — ar)  (a + 2Äar  +  c^*) 
iflbV'dtdiU  fp(r)i.positMr  sei..  Setart  man 


•I  bildet  sich  das  vorliegende  Integral   in  ein  anderes  von  der 
ffm  in  $,  13«  um. 

n.  2.  Es  8fl|'.^<ii\  das  Integral  aber  wieder  Null  fär  dx=ft^ 
k  diesem  Falle  muss 


'  r  '         •     •>  ; 


sein.    Setzt  man  hier 


. » i 


2*= 9 


n — a^ 

so  Erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

IL  3.  Endlich  sei  a;>9i,  und  das  Integral  sei  Null  für  :r  =  n. 
Alsdann  ist 

g>  (o?)  =  (x^v!)  (x—n)  (a  +  2bx + co:*) , 

und  man  setze 

X — n 

um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten. 

in.  Die  Gleichung  0(;r)=O  habe  vier  reelle  Wurzeln  a,  ft, 
Cy  df  welohe  so  bescnanen  seien ,  dass  d^c^b^^a.  Nun  ist 
entweder  ^ 

ip{x)^=^ix^-a){x — 6)(d?— c)(jf — d),    ..'  "    ;. 

oder  ■'■  ■  ■■  .-..,:. 

9  (or)  =--«  (o:— n)  (^i>-^)  (^r-!-c)  (i>--^ . 

Im  ersten  Falle  ist  tpipD)  nur  positiv^  wenn  x  zwischen:  6  imdi^ 
öder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweiteu  dage^ 
gen  nur,  wenn  x  zwischen  a  und  6,  oder  c  und  d  liegt,  ...     .    ",. 

IIL  1.  Sei 

j  *  ■         -r 

■  •     ■  •    i      ■      •    • 

9(ar)=+(a:— a)(ir— Ä)(;r— c)(ar — d), 

...   I  •.."...:■■ 

und  zwar  ^    '• 

tt)  die  Integrationsgränzen  so  gewählt ,  dass  o:  zwischen  6  und 
c  liege,  während  dar  '~^      "'  ^^  "  ~''  ^*~  '     '~  ^"" 

sem  Falle  setze  man 

X — b    a — b 


'—-—^  —— -■»■Q- —■..-— - — .^g--.-.—— —  — —  ^.--  — -,  — ^-. —  —  —  -— . — . —  —  — 
c  liege,  während  das  IntegrAl  Null  sei  fär  x:=b.    In  die- 

Fi" 


x«= 


c— ^a:    a — c 


ß)  X  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  di  uqd  das  Integral  .irei 
Null  für  x=^d.    Alsdann  setze  man 


2«  = 


X — d  c  —  a 
X — a  '  d — c 


.(. 


m.  2.  Es  sei  .  i 

«)  d;  zwischen  a  und  b,   das  Inte^I  Null  fSr  ;r=:cr.    Man 
setze    i  v.-i  J  .\V-        .  .   ■^•.  .  •      '\- 


»«: 


b — X  Ay^-b 
ß)    X  zwischen   c  und  d,  das  Integral  Mull  för  a;  =  c.    Man 


»etsie  . 

*    '  •  •  •       #      ♦ 

X — c    c — a 


d — X    d — a 


§.18. 

Wie  in  §.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
leiten,  die  nach  Art  des  §.  13.  »igewandt  iirerden  Tonnen. 

Setst  man  nämlich 

■ '     ■  ■  ■.-'■.'  ■     I  ■       ... 

worin  f(v)  eine  Modnlarfunktion  von  t^  ist,  so  ergiebt  sich: 
2/t».-5-— .  g- =1,    ateo  »= 


P_Ba 


U  ako  z.  B. 

L  /(v)=sn(o),  d.  h.  (snv)^==ar9  so  ist: 

■        •    .  .'j  •  •         .     ■  ,        ■  .  \ 

•      '■■  •  <      ■  .  .  .■.'".  .  •  '.  ■         .  .:.•.■  .  .... 

•^2  y     SDV.cnv .dn«  "'i^     V"ar(l— «)(l-MÄr) ' 

II.  /(t))=cnv,  d.  h.  (cne)*=«,  «0  ist: 

9d?  I 


1  Y*i         « 

~2j     Va;(l-a;) 


■'I.  1, 


:)(m'^+m^x) 

m 

III»  f(fi)=tav9  d.  h.  (tnt^)^=;r,  so  ist: 

^1    P' Bx 

^^^Yo     V^(l  +  Är)(l+i»'«a?) ' 

IV, /^(t))=ctn»,  d.  h.  (ctnt?)*=a?,  so  ist: 

1    /*•  dx   

""2J       Va?(l+ar)(m'a+a?) 

V.  f(v)i=  dnt,  d«  h.  <dBi^)^=;;r«  so  istt. 


X 


VI.   f(v)z:ztang.l^amv),  d.  h.  (tang.2am»)^=^*/ «o  wt: 


^  J   ^^x 


8jc 


W>l- 


1  /»,.     .     a« . 

VIIl.  /'(r)=cn(üf.^),  d.  h.  (cn(M-v)y^^ä:;»oUi:'"    '"' 


'r  »;• 


0.   8.   W.  '».".       "X 


'% 


tMV;     ..    ^      -  '^^"'    •^■-   ^  ;•     .     ••^^■- 


Schreiten   wir  weiter    zu  Integralformeln ,  welche  Moäular 

funktioiien  einscbli^ssen.    Di«  ej^fachsten  ^ind  f^feen^e: 

Man  fcfit,^(§;.?0        ..  i--  •  \  '■    "' 

8«  am  9      , 


also  auch  •  •  *  v     * 

)  ^g^-^-^  =  dn(a+r). 


folglich 


/ 

o 

/ 


dn  fa  -^  t^  9»  =  a«n(/i '+'»)  — ^^m  a , 


V     (.  :-v     l  ^  i    ,     '    :  -•        ^'    ^ 


.•V.        •-■     •    .;l 


«       1 


Oa 


amv=arc(slikzr'amv)r^ave(cb«=3tciir)  tiii«.  f^»  \  ./ 


80  kann  man  in  diesen  Formeln  die  zweiten  Glieder  auch  nodt 
anders  ausdrucken,  wozu  übrigens  die  Formeln  in  §.  5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M — a  statt  a,  so  ergiebt  sich  (§.  6.): 


J    'S^(i[^—^ 


m 

o 


=arc(sio==j5;j^-arc(sm^j-j^^-^;,^   (2). 
,  P^       So  ,  ,        cn(a — v)\  ,  ,        cn  a\ 


} 

"  1 

V 

oder  auch: 


•     i 


o 

l 

/8p  ,.  cto(«— r)^         ,^  ct»(a)\ 

MS=;)  =arc(tang=— ^-J-arc(tang=  —r)  ■ 


m 


Setzt  man  in  (1)  statt  des  Modulus  m  den  lüodului»  mi  ($,  id.)' 
und  zugleich  ma ,  mv  statt  a  und  v ,  ßo  findet  sich : 

■    T  ■■     '•  •    ■    '''  ■•■■   •        •  \    f. 

»y    cti(alt?)8p=arc(tang=m^^ ^^^^)^~arc (tang=m j^-J|.  (3) 


^.. 


'  'V'cftrtawseM'tnafrlti  (3)  die  MocMb  m  «nd  m^,  s«tzt  td,  ttf  ^tt 
a,  0,  so  findet  sich  (§.  11.):  '        ' 

(4) 

_ .       A  /  /dn(a-ft?)-|-m^8n(g+t?)     dnai^^^sntfS 
""'    ®*V  \dn(a-J-i?)T;;-m'sn(a+t?)  *  ^na-jtm'snaj' 

Bekanntlich  ist  "^  ■    •      -        /    . 

I  ■ 

ae  ^l-<*'  3m        "~        dn^tt    • 

Setzt  man  also  <=:msn(i)lf— (a-f-t?)),  so  erhält  man: 

«.,    A/l+msii(Är-»-»)_  P__Ji____ 
''+|»8\  1— i?»sn(il!f— rt-p)  ~y  l-m«8n(ilf— a-»)« 


/ 


(5) 
dna  +  fii 


(    dD_(B  +  0)j- 


■Ma+^ 


daa—mcaa  dn(af  o) +wicn(o+ t!)j 
Da  f  nicht  =^1  sein  darf,    so  darf  an ch  hier  nicht  a=Q  sein. 

Vertauscht   maa    in    (S)  die  Moduln   in  und    m',    setzt  a 
statt  a,  IS  so  ergiebt  sich    (g.  II.): 

Macht  man  hier  v  negativ    und  setzt  itf — a  statt  a,  so  erl 
man  (ß,  6.): 

Vertauscht  man    hier   m  mit  m',    ai,    vi  eeeen  ti,  v,    so  et 

Aus  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  einelVIenge  anderer  durd 
Zusammensetzung  ab.  Beispielsweise  mag  eine  einzige  gebildi 
werden. 


'  "  2  ~  1— m^sn^aso^ö ' 

so  folgt  aus  (5) : 

li     ./•/Jn(.+.)+».cii(a+r)   Jii(a-t)-»ici.fn-i.)- 
Ji,       \  V'la(a+D)-mcti(o+i>)'dD(a— i')+j»cn{a+p; 


§.17. 


Ehe  wir  weiter   gehen,    mtissen  wir  der  Legend re'^chen  Bi 
ingeweise   kurz  gedenken.    Legendre   bezeichnet  nämlif 


0 


/"vi^ä^-^  ^(*>- 


so  daA^V'iiadl  msärev  Sezeiehnungswei«^»  fU|.  .:.  .    »r. 

=arg .  (sn=  sing))  9 
F(qp) = arg. (sn=  sing?).  - 

Das  Legendre'sche  F(q))  ist  also  das  in  §.  8.  zu  q>  verlangte  v, 
und  da  Legendre  theil weise  Tafeln  fär  Ftw)  berechnet  hat,  so 
ist  also  das  dort  Verlangte  in  gewisser  Beziehung  schon  ge- 
schehen. 

Es  ist  nicht  schwer ,  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Lesendre'sche  Bezeichnungsweise  überzutragen.  Wir  wählen  als 
Beispiel  das  Resultat  in  §.  13. 


Dort  ist 


= arg(cn=  ^q^J  =arg  (cn=cosg))  =^F((p) , 


wenn 


.Bezeiehnet  man  den  Modulus  mit  m,  und  setzt  also 

*9  dq> 


f 


=.F(g),ift), 


VI  — m«sin«9 
80  ist  demnach  das  dortige 

Ist  also 

1)  snv=k,  so  ist  t?  =  arg(sn=Ä)=:F(9,m),sing)=4 

2)  cnr=*,    „    „   tJ=:arg(cn=Ä)=:F(9,m),cosg)=Ä, 

3)  tntj=ife,    „    „   t?=arg(tn=A)  =  F(g),m),tangg)=:*, 

4)  ctni>=Ä,   „    „   i;=arg(ctn=A)=F(g),m),cotgg)=Ä, 

5)  dn9=A,   „    „    t)=arg(dn=Ä)=F(9,m),  sin9= — ^ — 


10 


Die  oben  gebrauchle  GHtose  Jlf  iatF.(^»m). 

".  ••.-'•.     ?  .# 

Die  Formeln  des  §.  16«  kOnoen:  auch  durch  tyklbuhe.  FuiA^ 
tionen  ausgedrückt  werden.    So  ist,  wenn  q>^=am.v,  a=am.a: 

«n  /^  Li.  «\ — ^^  *»cos  9VI— ni^»*igp  +  sia  9  cosftV^l  —  iw^sjn^a 
ii  1 — m*sin*asin*g> 


>;«:♦■»■/    •  J 1 


5.»  -        ». 


J 


/   ■  !     ' 


'     '»  1  .*  ■••,  ••  y  '»  ,.'.        •;,    ,,if 


■•-  M»:     ";   ■ 


■::.|. 


..     •  ■ '  tii  • 


'»  .)     .1. 
?..     .    ,- 


•  .  .  %      , 


■  1 


V 


•  /  •  '.      .•«■■■■.■.        •       :  ■  «       ■     "ii  j*".'»! 


'  '>      .-       ;  * 


/-■ 


l.  .. 


.•  » 


•  ;'> 


•• . 


•■■     \    ■     ■:.«•;■  .:»• 


■  :  ,   «1 


I-.-    .      ■•  •    i      ;■ 


.»;;"i.i.;»    -iJi   :  •;;.Mi"!ti)  Ivsi    u4 


-.,:■>   '■ 


li 


.  »  .        I  .      ,    .    .. .  ^  •. 


•    '  •     '.     iit 


-      .- .plJ,..    .  l^i     ^^;    \      .    I       ;   .-  •    •    .ij-,, 


'  tf\       'i  i*    '. 
.  .      ...    I    I  .        ^    . 


'.  .'*>      fÄ  .1 


■J.  .. 


:  >ri.'n:  r.i 


r'.    -.-' 


12      ^ 

'S.     ^ 


$.  18. 


Das  lotegral 


« ,_ 


r 


Avt^vbv\^\    '         (1) 


soll  durch  E(v),  oder»  wenn  man  will,  «plüer  auch  durch  E(v,m) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaa|it,  zu  grösserer  Deut- 
lichkeit, die  Modularfn))ktionen  durch    .- 

aa(v,m),  co*(p,fn),  ta^,fn),  clQ(tMtt)>  dn(v»m) 

bezeichnen  konnte.  IHe  gebrauchte  Bezßichnungs weise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lauge  die ,  Deutlichkiiit  nicht  darunter  leidet, 
mag  sie  beibehalten  werden,  ^o  wie  iauch  die  Bezeichnung  E(9) 
gebraucht  werden  soll.    Ist 

. .       *-  s      •- 

SO   ist  _      ,  T       *. 

-    '*  '■'-  ,    r 

^       -      Vrr-m«sinV 


also  Ist  dann 


E (v)==JfVl  -m^ Hin^q>  9q>,    (p= 


amv 


Legendre  bezricbnet  dieses  Inteffrftl  durch  E((p)  oder  £(9,111), 
80  dass  das  hier  gebrauchte  E{v)  und  da^  Legendre*sche  £(9)  ähn- 
liche Bedeutung  haben' und  für  aiüv=^'^  s^hsammenfallen. 

Ehen  so  sei  :"" 


f 


dn'acao=JB'(»); 
0 


Hiernach  ist 


eH-v)=z-E(v),  JB(!0)=O.  (2) 


Da 


^■'^ 


l-^idn*r                      m«*+dn«p. 
sn«c  =  — j^— .  cn»r= -^ ;  (§.  2.) 


tot 


\' 


tt 


/v  1 

cn«t?8D  =  -5-  (— iii'«t>+JB(t>)) . 
,©.'  •.■■■«    "..!'        •.:'.lr^    '■•■    .  -,  I?'    -  •!  ■ 

;  man  in  (1)  Mrrl?  §(tatt  prso  erhält  oiji^i*()6.  6.) 


(3) 


1. 


/ 


V    „l'2 


US  leicht: 


3^^.3».=^-^.(^-t^,  >^ 


#  •  »   ■ 


I 


J        *!> 


o 


•>\ 


findet  leicht: 


l        ^  ^   ^        . 

US,    we^ir,0)aiif  i|it^trt4   und  die  vorstehenden  Formeln  be- 

it:  .  -       '  '        .  •  •'    .. 

■  •         .  I  !••  ^' .    --  ."  ,     t  •        • 


'S-;.      .-.S-.-^..        J 


8o;  i^_iMLvAnv  +  m'^V'-*E(v) 


(S) 


'..i.l  f    ■>.::■ 


cn*» 


t- ;; 


rhl^lt.DfuEm 


.  •  • . 


!.!  »■,•.'*'..  . 


.'   "-    ;..     I-I    / 


> 


'  •'   i   ■•;'!^     ■  ••-  liiM-M    ;•  .ilili^^4'     '!'  .».< 


I  ••    .  •  •■     ^'•.-     ■  *  i  .  ^t;.  -.  v>.; 


u 


I         .  .      '  V 

•  •■  ■>   .\  ■  .-     ....'.,  \-  .  -        • 

§.  19. 
Setzt  man  a±v  statt r,  so  erhält  man  leicht:  ' 


•     «• 


0 


o 

hieraus 


»!      •   :• 


r^"  J[.^dn^at-v)+fh^'^)]di^^^^^ 


Aus  $.  5.  folgt  leicht: 

dn«(a— 1>)  — dn*  (a+c)=(dn(a— t?)  +  dn  (a+r))  (dn(a  ~  t?)— in  (a^r 


*■'  t  :  i  «l  ^' 


4wi^  sn  acnainasnntnvi  dfiv 


•  '.  j  •  r 


=2ctnadDa. 


'^Vl— «^n^Ä«W 


dv 
also 


>  ;      ■  ■  • 


/• 


(d„«(a-„)-dna(a  +  r)ap=j:^^^^a^^^p^-2ctnadiia 

2m'sii.iicna.dnasn^r 


..(I 


""      1 — m^sn'asn*«      * 
alsa  endlich 

or/x      r/        \'     IV    I   ^      2m*snacncdnasn*t? 

i'/    I    \  I   r/        \      or/  \      Sm^snacoadoasn»» 
E(a+v)  +  E(a^)=2E(a) i,^.^tfi^i^-' 

Vertauscht  man  hier  a  und  «i,  so  ergiebt  sich  (2.   des  §.  17.): 

'  /  -  ■ 

_,,    .   .      „,        X     or/  V      2m«sn«acn»8ncdn» 
£(a+„^_£(«_.)=2£(r) j--^-^--^ . 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

E(a+v)=E(a)  +  jE(i?)-— m^sna  snt?  sn(a+v) .  (l) 


^ 


.  l'.        .'■■  ...  f 
i 


Setzt  man  bw  «=*=^t?,>BO  Ist:  :     }^        .  •     »! 

'^'    r  ■;  ......    •  /      \  -r.      .  ■,  •    . 

E(M) =E  (M-^)  +'E(v)  -  mHü(M-v)  snt? 
=  E(M-v)  +  E(v)-m^^-^ . 

E(:flf^)^§Km-^£(f^)-hPi!'^^>  (2) 

Setzt  man  in   (4)  M^v  statt  vi.  .  o      .  > 

*^  •^i:(2üf+t?)=;=JB(t?)+2JB(ilf);      '* 


woiaos  leicht: 


E(2ftM+ v)=^E(v)  f  2nE(M), 
e&nM--  V)  t=  -^  E(^  +  Ö«  Ä(ilf) . 


(5) 


Setzt  man  hier  Id+v  statt  v,  so  ergiebt  sich,   mit  Berücksich 
figung  von  (3): 

£((2»+l)  üf+c)  =  E(v) + (2n  + 1)  E(itf)  -  '"'T  °"  *" , 

'*''■•■'■         "'•:.•"•»       .  V »    ■    -      , ' ;  *  ^gjg^  Ann  t*ntt    ■•>■'" 


I'» 


■    I . .  1  -  • 


wmduTch  Ist  die  Funktion  E(v),    so  lange  v  reell  bleibt ,  bekannt 
wenn  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


' . . .  *' . 


§.  20. 

Setzt  «all:  in ^(I>:4e^.§.  18.  «i  f tatt  v,  so.  findet  sich: 

« 

NLb. 


♦  . 


■  -  K :      \^    ^  .'v. 


r'M*v        E(t>i)   ..j^Y  n^    .^tiüJ  ■'■■ 


.0 


woraus^  mit  Beacjl^tu^  der  Formeln  des  §.  18.: 

Eti>i)  =  i[vS'(v)+tn'  vin'v].  (1) 

Setzt  man  hier  v^%iM\  so  erhält  man,  wenn  man  (5)  cle(G^'$li6 
beachtet: 

JB(2nilPf)z==ipnJlr~«iiJB'(ill^], . 
also,  wenn  man  in  (1)  §.  19.  u=2nld'i  setzt  und  §.  11.  beac^tjst: 

E(a+2nJirt)=zE(a)+2ni(M'-^E'(M')) .  (2) 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezeichnet  maii;  wie  in  J.  i2.;  deii  Wertk  von  E(v)  filr  den 
1 
Modulus  —  durch  Ei(v),  so  ist: 


m 


Eli«)  =^%»»  9p  =^'cn«0)  8 1 , 


El  (mv)  = 


m 


mEl'A'-rm'H 

aW= z;^ • 


^ 

m^ 


(3) 


6.  21. 

!      .. 

I 

Zwiacfaen  den  Grossen  M,   M',  E(M),  E'{M')  besteht  eine 
Gleichung  y  die  nun  aufgesucht  werden  soU. 

Es,  ist,  wie  sich  aus  g.  18.  und  $•  3.  ergiebt: 


m 


E(M)=zr^^  l-^w^sin^^ag). 


e 

71 


E'(M'}=   C^S  1— ro'^sinVa?)  =  £(ilf',m') 

0 

nach  def  in  $.18:  noch  erwähnten  Bezeichnung.    Ferner: 
y     Vl.^-w*sin>'  t/     V  l—m'Vm^tp ' 


ff3 


Hieraus  folgt: 


17 


>  n 


-,1  /*^  8p       M      E(M)M 


also 


£(ilf)=m'«(ilf+m^.  (1) 

Ganz  eben  so  findet  sich  durch  Differenziation  von  E{M): 

d.E(ld) 


M=E(M)'-'m 


dm 


(2) 


ffienos: 


£'(ilf')=:«.«(ilf+n»'^). 


Didwr  allgemeio 


8R_8R  3m _     aß  W 

^'~  8f»"aia' — auf"  m  ' 


Im  ist 


£'(Jir)  =  m«üf — Ji»»'«^ 


M'=E'(M')  + 


jn'»a.£;'(ii!r) 


(3) 


J>naHii  folgt: 


otn 


90Z 


^+^  ^^=5^^^^  =  i«rÄ'(m«-^'«)+J!f'£(ilf)-»^^ 


dn: 


/  ■ 


a[irjg(iif)+ ME'{M')  ]    8 .  (jgf jf 0  __Q 

Cfti  flm       "" 


rkeii  un. 


P 


18 

ME(M)  +  ME'(M')-MSP=Comk. 

Vm  ^^9   Uoas  von  m  iübJiSiigeiide  KoDstante  zu  h#gHinp 
setzen  wir  m=0,  m'=:l;  alsdann  ist: 


71  n 


M^f%=%.  «■=/*^.  Ec.n=f'^==^ 


O 

7t 


E!iM')—  /*  cos  9  39=1 ; 


also 


71 


2j     coBfp^^^'lJ     cosg)""^'     ^—2' 


d.  h. 


M'  E{M)'\^ME'  {M')'SIM'=^>  (4) 

oder  nach  Legendre'scher  BezeichDung: 

-.F(|,m).F(f,>V^r=:^)j 
welcher  Satz  der  Legendre'sche   Satz  heisst 


n 
2 


S.  28^ 


^  Es  bleibt,  zur  Vervollständigung  der  Theorie  von 
fibrig,  zu  zeigen,  wie  £(0)  berecBnet  werden  kann 
sehen  0  und  Jv. 


E{v\  n<i( 
für  V  vn 


Setzt  man 

9»  SS  am.«. 


so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,   wie  zu  jedem  tp  das  zugehOr^ 
V  gefunden  werden  kann. 

Ganz  wie  dort  findet  man  hier  .. 

*  1 

£(f)=g»-(J)Vi  (9»).««'  +rGI)V«(9').»«*-g(oi)V,(»J,.j| 


Da,   dvmh  Leeendre's  Berechnung  in  einiger  Beziehung 
16  Berechaung  eeschehen  ist,  so  kennt  man  also  efnige  Werthe 
voB  E(v).    Die  Werthe  von  E(v)  wären  in  die  nach  9.  8.  aufzu- 
steiienaen  Tafeln  neben  die  von  d  za  setzen. 


$.  23. 
Den  Wertb  des  Integrals 


f 


1— m*sn*asn*p 

0 


bezeichnen  wir  durch  J(v,a),  d.  h.  wir  setzen: 

J     r=ii|2sn*a8n5;=-'^^'">-  ^^> 

0 

Nun  ist: 

1  dnaBxflv  cn^o 

(Ena     I— ni*  sn'asn*©""  dna  (1— m*sn*asn*o)  * 


/•i- 


;^^pj=«-dn*aJ(».«).  (2) 


Foner  ist 


1  dn^  p        _^    fw^n^g  sn^  t? 

"^I^H»%»n*asn*o'~'  1— iii%n*asn^* 


dio 


— sri;sz =«>—«**<»*«••'(«''«)•  (3) 


^     r^m*sn*osn^tJ 

o 


Ans  (1)  tmd  (2): 

O 

Temer  Ist,  wie  man  leicht  findet: 

I 

m'^sn^v dn^p dn*p — m*  sn^  v  cn^  v 

~    Z      /dna\*    TT  ■  1— »ii*8n*a8D*t>~~cn*p — ta^a  dn*a  sn*o  dn*» 


2* 


20 


,     4/  €ti(a— ^      ,     4/ /J+tnadnotDvdnA 
^"^y  cn(a  +  tj)  =  *^V  U-tnadaatniiW' 

8.  .     A  /  cn  (a-~t>)  ^^  dnatDa(dn^p 
3o  ^^  If  cn  (a+v)  .cn*p — tn*a 


—  m^sn^pcn^p)  , 


tn*a  dn*asn*p  dn*p 
demnach 

dn*©8© 


|cn«aj     ,     /dnaV     -    V     1— w*8n« 

<)     1 — ( J  sn*t?       o 

Vena/ 

dnatna    °  If  cn  (a+»)  ' 
und  mit  Beachtung  von  (3): 


asal^v 


0    1—1 )  sn«r 


cn!^a    .  w*     -     ,^     ^  cn'a      ,     l/^cnC« 


-r) 


(a+ü)' 

Ferner  ist: 

dn*r  m'*sn*r 


1 — 1  1  8n*r 

\cn  a/ 


cn^a — dn*a  sn*© 


5==1. 


also 


d.  h. 


\cnc/  \cn  0/ 

/^        dn«t?8p 
0    1—1 )  sn«© 

Vena/ 

=m«cn«a/(ü,a)  +  :r-V-l<>gV'^^??^-    (6) 
^     ''  '  dnatna    ^  T  cn  (a+v)     ^  ' 


Da 


dn^t? +m*sn*»= 1 , 


so  ist 
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\CD  fl/  \cn  «/ 


woraus : 

dv 


f 


.     /dna\»    - 

o    1—1 I  svrv 

Vena/ 


nfica*a     .  «t'cn'gdn'g 
m'»    *+        m'« 


Endlich  aus  (7)  und  (5): 

cn*t)3r 


»'o    1- 


«•"«V-^a-  (8) 


/dnoV 
Vena/ 


sn't» 


•        .«•«!/     ..snacno,     Aren  (a— 1>) 
=cn«a.i»+m«en«osn«aJ(».a)+-^;;^iogY  jj^j^  • 

Setzt  man  in  den  Formeln  (1)  —  (8)  ai  statt  a,    so  esgiebt 
ieh  (§.  IL): 


1  +  m«tn'%dn«*>="'>''''"'^ ' 


(ö) 


l->-m«tn^'asn%>="^ic-ir^;  •'<'''«9'  ^^0) 

(^  dn*ü8»  ^*      y/        ^  /nx 

-       o 

y    l+».«tn'«a8n«»=''-«»**»''^(''''»')'  ^1'^) 

0 

J     ]  ^dn'^isnSp  ^**' 

O 

^,rfGr55+;7ISrra+  W»en'asn'adnU*'°^*^8=*°'^°*'^"^) 

.  J     l-dn'«asn«»  ^**^ 

O 
Itl*  1 

~  cn/«a  •'^^'^*^  +Wfldn^a  arc(taiig=tii'adn'atnt?diiü) , 


-  J(B,ai)  +     'a^'f  "  •'" arc(tatig=in'adn'atDDdni 
Die  hier  betracbteteo  Integrale  haben  die  Form: 


worin  1(1=8110,  cnp,  dnu,  1  ist. 
lieh  vier  Klassen   nud  rechoet: 

1)  zur  ersten  Klasse  dtejenii^n, 

enthalten  ist ,  d,  b.  die 

2)  zur  zweiten  Klasse  diejenigen, 

enthalten  ist,    d.  h.  die 

3)  mi  dritten  Klasse  diejenigen ,  ii 

enthalten  ist,  d.  h.  die  ' 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen, 

enthalten  ist,  0.  '     " 


Führt  man  den  Modulus —  =  m^ 
durch  Ji(o,a)  das,    was  J(v,a)  wi 


Man  bildet  ans  ihnen  gewöhn- 

,    in  denen  n  zwischen  0  nnd  ao 
Integrale  (9),  (10),  (11),  (12); 
in  denen  n  zwischen  0  und — m* 
Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); 
in  denen  n  zwischen  — m'  und  —  1 
Integrale  (13),  (14),  (15),  (16); 
in  denen  n  zwischen —1  und  — 00 
Integrale  (5),  (6),  (7),  (S). 

statt   m    ein,    und    bezeichnet 

d,  so  ist 


^.(f>o) 


y,(«,a)=mV('^ , ^),  J. (t,ai)=m'  j(^ ^)  (17; 


u 


§24. 

Zur  Berechnung  der  Funktionen  /(f^a),  J(v,ai)  dieHen   bl- 
I    gende  Betrachtungen. 


p9        sn'hSv 


oder  wenn  ^ssamv: 

y    sin*  q>  Bq> 


J{f>^);szf^ 


V 1— m*Mn*9  (l-^w*ßn*asin*9) 

Setzt  man  nun 

tang{p'=dna.taiig9, 
so  ist 

9 dfp 


I  V  dna    jp^ P\   

■  1^'^n^*sn*asin^*  Aiko^J     1— m'sn^ösin^  * 

o 

Nun  ist 

/9  sin*y3y _^      P'f       sin*y8y 

V 1— m« sin V  (l-m^n»asln»9) 'V^    i— m«8n«asin*9 

1    ,  /*y       sin^ay  .  L?.    4  /*y        sin<»y8y 

+  l^J  "l~m«8n«asiö«fp  +3.4"*J     1— m*sn«asui«9  +  -' 

I  o  o 

t   'lugleich 

/*y    sin«^-fV3y 

,/     1 — m*  sn*  cirsin*9 

m^n^  /     1— wi*sn*asin*9     mHu^aJ  ^  ^  * 

0  0 

Setrt  man  also 


o 

so  ist  (S-  9.) 


/9         Bin^ipdtp  ^r(<p) 

1  — TO*sn'd  sin*9  "^»^  sn*"a  * 


-__  -V  mm-M     ^       K  m  A-  l«3.5.»«,(2r— 1)     -      y       V 

Vr+1  (9»)=  Vr(9)-«*»n«'o.     2.4.6....'^^  ^»-^y) 


u 

Also 


/ 


*  ^^^       an  a      ^ ' 


o)'  1  13 

^r(9)=3S[^— 9— 2^**°*"^l^^^'~2i4^*^*"'«'^••• 
worin 

9'  =:arc  (tang= dnatangg)). 
Sodann  ist 

(2) 

•^it^*«;-^«L  sn«a  ■*^2*  sn*a  "^2.4   sn«a  +2ZB  sn«a  ■^-••^* 
Setzt  man  ai  statt  a,  so  ergiebt  sieb: 


•'t».«;-^— <n'«a  +2   ta'T     2.4  to'Oo 

t.3.S  y^W  1 

+  21:B  tn'»o        * 


3 


ß> 


während 


cn'a 


(4) 


cn'o         .1     . .  ,.     ...       1.3 


!P'r(9))=9>'.g^— 9»  +  2  »a»tn'«  a/J  (9))  —  2j»»*to'»o/',(9»)+ .~. 


9)' = arc  (tang  =s  ^^  9) ) . 


.^«tt:^ 


•  » 
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S   25. 


Durch  die  Fonneln  des  vor.  Paragr.  ist  «7(9,a)  bestimmt  fSr  v 
swischen  den  Gränzen  0  und  M  zunächst  FOr  v  über  diese 
GrSnzen  hinaus,  wird  sich  J(v,a)  durch  folgende  Formein  be- 
stinnien. 


Man  setze 


J^E(v)dv^T(v),  (1) 


1 


80  ist»  da  nadk  §.  18. : 

z*i'    .  X  .  K«/       X     A^r  X      2m*snacnadnasn*ü 

auch 

T^a+v)  — It«—«) = 2rJB(o) — 2m%inacnadna .  J(v,ä), 
Vjonms 

•^^'''"^-''      2m«snacmidna  ^^> 

Dennadi  1^: 

J(v+w,a)^ ^>____ , 

^  '   ^  2^*snacnadna  * 

^  '  ^  Sm^snacnadna  ' 

woraus  sich  leicht  ergiebt: 

J(r  +  w,a)  s=  /(t)«a) + J(w,ä) 

2m^snacnadna 


wenn  man  djedeichiing 

T(-r)  =  T(u)  (3) 

beachtet 


Man;  inrd:  aber  aus  den  Formeln  des  §•  18.  ohne  Muhe  fol- 
gende Förinel  abiidten: 


E(n+te+a) 

ivoraas,  wenn  maa  integriit: 

T(v  +  «,  +  a) 
=  T(o+o)+T(w+(i)  — r(a)— log{l+m''sna8D(;snwsii(v+«>+«)). 
Setzt  man  hier  — a  statt  a,  so  erhält  man: 

TCu  +  w- fl) 
=r(if— a)  +  r(Mi— a)  — T(a)— log  (1— wi*snasnpsn«)sn(tj-|-w— o»; 
zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab,   so  erhält  man: 

,      /l+m'snasniisniosnCü+w+aA 


JCp  +  w.o)  (4) 

=J(    a)4yf      j  I  ^  I     /'l+w*BnasnB8nM;sn(p+w4-tt)'\ 

'■  '  '  '    2M^snacnadno    "VI  —  m'snasntisntosnU'-H'' — ")/ 

Vermöge  dieser  Formel  knnn  man  nun  auch  die  Werthe  von 
J(p,a)  tiir  v^JU  berechnen,  indem  man  nach  und  nach  iveiter  ge- 
hen kann.    Zugleich  ist 

J(-i,,a)=-y(p.«).  (5). 


Von  den  bo  eben  behandelten  Integralen  hängen  eioe  Reihe 
inderer  ab,    die  vrir  betrachten  wollen. 


f       snfSc f"       snvSv  p'  msna 


/"' 


-/:■' 


-/■i 
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2  ~l-^«»n«a8nar^**  ^•^^ 


Daraus  folgt  (§.  16.): 

snvdv 


r 


1— m^D'osn*» 


—         1       I     A  /  /dno  +  iftcng   dncdnt?'— mchffcpp\ 
mcaadna    °  f   v<^na-— mcoa'dnadnv-f  ftcnaciiv  * 

Dureh  Addition  und  Subtraktion  der  Gleichungen  (1)  erhält  man 
nun  die  Werthe  von 


/• 


snrSt) 


l^msnasno* 

~  o 

Da 

snt>        __     1  1  1 

l-l-^snasnv     msna      iit8na'l4-^<SDasnv' 

••  ist 

l+msnasnp'^^     msnoy    r+msnoin©*  ^^ 

•  o 

In  gans  derselben  Weise  erhält  man  die  Werthe  von 

P^\ cnvdv  P^    tnrfa  /^<>      8p 

^     dnadnpdf^cnacnp '  ^      tnaJ:tnp*  ^/     snaj^snp' 


O  0  0 


/^      8p  /*>       8p 

cnpJrcna'  ^     dnii±dnp' 


o 

enp8p 


/^•cnpdfccn'aj,        /H>dnpdn^gJ:cn^a  Z»«' 

^  licn'acn'r^'  J     dn'adbcn'adnp^^'  7 


o 
dnpdp 


/"^ 

J     dn  ojbcö'adnp 

o 

1.  8.  f.»  deren  Ableitung  eine  blosse  Uebung  ist. 


$•  27. 

ESn^  neue  Reihe  von  Integralen    erwächst  aus  den   vorher- 
idMideo,   wenn  man  Modularuinktionen  einfährt,    die   sVch  ^>aS 


28 


einen  Modulus  fi  beziehen,  der  zu  m  in  einem  bestimmten  Ve^ 
bäitnisse  stebt.  Im  Folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  das  Argu- 
ment u  beziebe  sieb  auf  den  Modulus  f*,  während  das  Argument 
V  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht 


I.    Sei 


cna 


worin  a  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht,  und  sei  femer 

'    tnt£=dnatnv,  oder  ta(u,ii)=^dn(a,m)tn(v,m); 
so  ist 


.'<i 


dnadnv 


cnv 


sntf=: 


V^l—'mHn^asnh) 


s ,    cnus«; 


V 1— m^n^osn*^ 


u.  s.  f. 


At\ 


du     dng 

8v  ""  V"l— m«sn«asn«t;' 


tf=:dna  /       r-- 


•m*sn*asn'«' 

wodurch  nun  dieses  Integral  bestimmt  ist 
n.    Sei 

und  sei  zunächst 

dnii=dnv  oder  dn(tf,f*)=dn(v,m), 

so  findet  sich 

du     «i*£*         cnv  P^    cnvBv 


(l)    :     .^* 


P        I     ^ 


.] 


.i: 


du     m^e^         cnv  _   P^    c 


^> 


«* — sn*t; 


^     Um  also 


/ 


»     cntjckf 
V  €*— sn«v 


zu  erhalten,  bestimmt  man  u  so,  dass  dn(u,m€)  =  dn (9,111). 


IMi"   .    ; 


•    *  •?'. 


Sei 

•iitt=mi9,  oder  sn(u,(i)=z6nv; 
so  findet  man  leicht 

/9        dnp3i; 

Sei 

dnu=:dnp,  d.  h.  dn(t<9fft)=:dn(r^m); 
[   so  ist 

/»       8d%8m  /•» 8P*gcnp8g 

^    l+ni«fi«6«sn«M"V^    ««V^Z:snä?(l+m«6a8n«p)*      ^^ 

Da  man  das  erste  Integral  finden  kann>   so  ist  auch  das  zweite 
heatimmt 


/  V 


Sei 

snt(=8nr, 

:  ••  ist  ähnlich : 

J^    l+fi«WBm««"V,    V  l-ft«sn«p(l+iii«6«sn«r)  *  ■ 

m.    Sei 

md 

sntf=:snr>  d.  h.  sn(u,m^)=8n(p,m); 
m  ergiebt  sich 

u=.r  r—- (6) 

0 

Auf  ähnUche  Art  können  weitere  Formeln  gebildet  werden. 

IV.    Es  ist  nicht  schwer,   die  allgemeine  Formel  fär  diese 
UBbildnngen  anzugeben. 

Sei  nämlich 

md  sei  ferner  if(u,ii)  eine  Modularfunktion  von  u,  q)(v,m)  eine 
ron  m,  die  wir  beide»  der  Kürze  wegen,  mit  i{;(fi)  und  q>(p)  be- 
üiehnen  wollen«    Setzt  man  nun 


90 

80  ist 

Da  '^'(u)  ebenfalls  HodalarfunktioiitD  enAfOt,  so  kann  es  doith 
Moduiarfaoktionen  von  9  ausgedrfickt  werden»  und  man  kam  alio 
annehmen,  dass  ^'(tf)=;i(p)  ist.    Daraus  ergiebt  sich  nun: 

welches  die  allgemeine  Formel  ist    Sei  z.  B. 

^(iii)=m«y  ^(tf)=sn«,  9(9)=sdn(9),  also  sntcssdnf; 
so  Ist 

t(;'(tf)=:cnttdn«,  9>'(t^)=:  — m^sn^cnp. 
Nun  folgt  aber 

cntf= V 1— sn%=  V^l— dn*P=msnp, 
dnif  =  Vl-fi*»n«i«=Vl-.ft«dn«K=V  fi'«+f**»*»Äj 

also 

— m^  snpcnpflp  ^ 

m  snr  V  fi'*+fi*iii*8n*P 

Da  fSr  tt=X>,  wenn  X>der  zu  m»  gehörige  Modolarquadrant  ifl; 
8ntf  =  l»  also  dnp=l»  d.  h.  r=0  ist»  so  hat  man: 

msnPcnvdr  P^  cnvdv 


P^        msnP  cn  vcp P 


snrVfA'Hf**»»*sn«p       J^    Vl-m«« +i«aM^«8nV 

Stellte  man  sich»  unter  denselben  Bedingungen»  die  Aufgabe, 
den  Ausdruck 

zu  transformiren»  so  erhielte  man  statt  desselben; 

dn^  V  —  m*  snP  cnP  dv 


f 


1  -6«dn«P '  OTsn».  Vj»'Hft'»n"»D«r 

cagdB*t>8g 


woraus  denn: 


/*  aifludu      _      /*• cpgdn^flg 


iLb. 


f     in  welcher  Formel  die  loteffrale  rechter  Hand  nach  $.  23.  gefiin- 
'     den  werden  können. 


§.  28. 

Zum  Schlüsse  mSeen  noch  einige  Redaktionsformeln  aufge- 
fährt  werden,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  in  vie- 
len Fällen  erleichtern. 

£s  bezeichne    V  eine  Modularfanktion   von  p  und  man  solle 

das  Integral  /  p*dt^  bestimmen.    Wie  man  aus  $.  10.  ersieht,   ist 
immer 

dv  1 


dV-yTa+bJ^+cT^' 

'"    worin  a>  b,  c  bestimmte»  konstante  Werthe  haben.    Also  ist 


/''"*=/^ 


bV*+eV* 
Han  Mvbto  buo 

•o  ist 

du  _  (it-3)a  F—*H-(n— 2)6  F— »  +  (n— l)c  F" 

ironiu 

F— •Vo-l-ftFHcF«  (1) 

i— 3)a /f— *a»4.  in-^bCv»-*  ar+  (n  -  l)c/V»8i', 

wdcbe  Ftmnel  eine  leichte  RedoktioD  gewährt. 
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Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl ,  so  kann  man  äaslniegnl  I  F»i^ 

durch  die  Formel  (1)  m{  ßSvzszPnni  iV^dp  zurilckflShren,    voe 

denen  4as  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.    Ist  aber  n  wagt- 

rade,  so  wird  das  Integral  iV^dv  m(  iVBi;  und /f»»  mpfbk 

gebracht.    Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  16.;   was  da«  kta- 
tere  anbelangt,  so  ist: 

S^snt'  ,      ^ 

-gpp-=-.  (l+m«)snp+2m«sn»r, 

d^cnr 

-^p- =  (— l+2m*)  cn  p — 2m«  cn»p, 

^^=(l+m'*)tnr  +  2m'*tn»P, 

d^tnP 

-pp- = (1  +m'«)  ctnp  +  2  ctn»  r. 


2^^=a+m'«)dnr-2dn»r; 


also: 


(2) 


2m*  /  sn'p3r  =  (l+m*)  /  sn^d^-f  cnrdnr, 

2m*  /cn»i;3p=(2i|i*— 1)  Icuvdv  +  sntfdnv, 

2m'* /tn»pa»=:— (1+m'«)  /*tnp8p  +  ^ , 

2  An»rap=-(Hm'*)/ctnrar— ^2^ 

2  /  dn»  r  3p = (1+m'*)  /dnr Sp-|-m*  snrcnr . 

Es  ist  leicht  9  die  Formel  (1)  auf  spezielle  Fälle  anzuwendeiL 
Ist  z.  B.   F=snr,  so  ist  (§.  10): 

a=l,  6=— (l+m*),  c=m%  also  da  Va+6 F*+c F*=^  =  cnrdnr: 


sn'rcnPdnr 


=:(n.-3)  /sn"-*par^(n-2)(l4^*) /sn»~*p8p+(n— l)m*A^     8r. 

In  $.  14.  haben  wir  gesehen,  dass»  wenn 

9(a:)  =  il  +  Bx+  Cafl+Da:^+Ex*, 
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las  bt^iml 

V  9(ar) 


A 


tof  die  Form    i Gbv=iGv^H^  worin  G  und  ifiT  Kofistanten  sind, 
mrOckgöfllllrt  werden  kann.    Hat  man  nun  einen  Ausdruck 


fi 


Xdx 


V"9)(x)' 

rorin   X  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,   so  setze  man  in  X 
len  Werth  tron  Xy  der 

y'^Xdx  /* 

^    .  -  die  Form  /  Wdv  annehmen  wird,  w 


10  W  eine  rationale  Funktion  von  Modularfunktioneh  (V)  von 
p  bezeichnet  Durch  Zerlegung  wird  man  also  immer  auf 
Farmen :  • 

dt; 


A*  •  'fmn-  h 


kommen.    Man  kann  nämlich  bemerken,  dass  die  Substitution  f&r 
Zf  welche  /^~—  auf  die  Form  I  Gov  bringt,    immer  die  Form 

lit    Die  erste  der  obigen  drei  Formen  haben  wir  so  eben  be- 
Imditet.    Was  die  zweite  anbelangt,  so  ist 

y^  dv p ar 
i^ß  r)r  -J  («+^  F)r(a+6  V^^^c  V^)V 

iiCst  man  in  Aem  Ausdruck  — .   ,  ^  F)r--i —  *  **+/^  F=A,  diSe 
iCBiM  ihn  in  Bezug  auf  k  und  bemerkt,  dass 

1 »D 

V^+6F«+cF*"*»F^ 
it  eilüUt  man 
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==-(«/3H6«'(S»+c«*)(r^l)/^~^,+(2c«H6«^)(2r-3)/^^q:pr^- 

-c(r-3)yj^^-^-     (3) 

Ganz  eben  so,  wenn  a+ßV^=X  gesetzt  wird,  und  unter  der- 
selben ßedeutung  für  das  Doppeizeicnen : 

(4)  -  ^        •'  ' 

welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Reibe  anderer  reau-  " 
ziren.     Die   obige  Behauptung,  dass 


A 


dx 


auf  die  Fotm    fGBv  durch  eiue  Substitution 


1.  ■ 


gebracht  werde ,  bedarf  nun  noch  eimer  kut^eq'RechtfertigWg^ti 

■»  ■      i  ■     ■  •■  •      ''f*tLii 
In  den  §§.  13. 14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen, 

doch  muss  es  der  Fall  sein,    wenn  obige  Reduktionsformeln 

len  angewendet  werden  können.    Wir  wollen  desswegen  die  Fi 

des  $.  14.  nochmals  kure,    auch  in  dieser  Beziehung,  betracbt 

und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der,Zw4 

erreicht  wird.    (Die  Nummern  beliehen  sich  auf  die  des  §.14). 

•       __  ' .  ..«-•:      ■■  ■■.;t'  ixi 

I.    Man  setze 

1  f  Atnv 
und  bestimme  f,  g,  so,  dass 


.1     '•  I.  ■ 
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ans  welchen  Gteiehungen  /,  g  unzweideutig  bestimmt  werden  kun 
Den.    Ferner  bestimme  man  h  so,  dass  dann 

und  der  Modnlus  m  sei  so  bestimmt,  dass 

a'+'2ö'g  +  cY,. 

10  findet  man  iiir  das  Integral : 

JVq>(a:j    JVia+'löf+cf^Ka'+ßb'f+cT) 

IL  Die  angezeigten  Substitutionen  fahren  zu  einer  Forniel  in 
ii  welche  mit  der  OQ  des  %.  13.  zusammentrifft.  Es  ist  also  dann 
a  seilen: 


m' 


2a=)t 


-cnf) 


1+cnr 


in — an 

W-a: 
in  —  x 


woraus  der  Satz  folgt. 

III.     Sämmtliche  Fälle   führen    auf  die  Formel   in  II.  $.  13., 
woiMB  mm  ebenfalls  der  Satz  erwiesen  ist* 

Die  Formen 

3t; 


..fi. 


lij|f  welelie  die  Fohneln  (3)  und  (4)  f&hren,  gehören  zu  den  in 
ji;^:  ]9pd  {•23.  betrachteten. 

.V'^Oamit  acUiaqsen  wir  die  Uebersicht  der  Theorie  der  elliptir 
jUiep  FimktioiieiL.  Etwas  Vollständiges  zu  geben,  lag,  wie  schon 
■Dicr  ;gesag;t  würde >  nicht  in  unserer  Absicht,  doch  glauben  vnr 
f|iifiJO^ifptmonei|te*  die  in  der  Anwendung  auf  die  Inte^ralrecjb- 
1||Bg!fricIitig  sina^   anffedieutet  zu  haben.    Es  mag  zum  (Schlüsse 

Knpcb  Dstkierkt  weraeo»  dass  die  in  §•  23.  eingeführte  Funktion 
,  ,Aa)  .aur  dritten  Gattung  Üer  eÜiptischen  Funktionen j  nach  Le 
g^f»'s  Benennnng«  gehCrt,  und  aieser  sie  mit  n  ^Is  Funktions 
tttdien  bezeichnet. 


Theii  X///. 


^* 


n. 

Bemerlinngeii  über  Inhalt  und 
Iiandluni^sweise  der  Differenzen - 
Snmmenreclinun^  mit  Riicksicht 
die  Schrift  „Theorie  der  Differenz 
und  Summen ,  ein  IielirlMieh  von 
O.  Sclilöniilch ,  ausserord.  Pro!'-  a 
Univ.  Jena,  Halle  bei  Schmidt  tS4 
841  8.  Pr.  8  n.  24  kr.  ' 


Herrn  Hofrath  L.  OeItin<'er 


Um 


ij^eii  nicht  zu  tintecb» 
«elzen,  sich  selbst  fl 
orliegcndeD    Lehrbuch    ' 


«•  1- 
iii<;   unserer  Beuierlci 
nnd   um  den  Leser  in  den  Stand   zi 
theil    aber    die    Brauchbarkeit    des 

bilden,   soll  Inhalt  und  Umfang  desselben    nach  des  Verf.  e 
Angabe  hier  niitijetheilt  und,  wo  es  nüthig  schien,  in  kurzi-^ 
sützen  das  Nähere  der  einzelnen  Ausfiihmngen  angedeutet  \i 
1.  Theil.     DilTerenzenrechnung.     $.  1.    Die  Functio 
ihre  Differenzen    (ßegrifF  beider.)    §.2'.  Die    Differenzen   dt 
fachsten   Functionen.     §.  3.  Zusammengesetzter  Fuiict.    (Si 
Producte  und   Quotienten).    %.  4.  Diff.    höherer  Ordnungen  < 
und  Anwendung  auf  die  besondern  Falle;  ft',  a;™, Sin ar.Cosj 
Uinliehrunfi;  des  im  vorit;en  S- behandelten  Problems.  (Entwii 
von  J^T+A)  nach  den  Untergchieden  von  fx).  §.  6,.Dier 
das  Theorem  von  Taylor  (nnd  das  von  Maclaurin.).  §. 
terpolationpfnrmel  (mit  Anwendungen)-  §-  8.  Öiff.  der  Funct^'' 
rerer  Variubeln.  (g.  3.  und  §.  8.  gehört  eigentlich  zusammen)! 
Zusammenhang  zwiaehen  den  Differenzen  imd  höhern  Differi*^ 
qnotienteu  einer  Function,  g.  lÜ,  Zivei  Recursiansformeln  füt  df 
noulli'scbon  Zahlen.  §.  11.  Sunimirung  einer  Reihe  von  Differi 
%.  12.    Restbetrachtnng.   §.  13.  Entwicklung  von  Ä:  («*-!). 
Entwicklung  von  T(x)  (der  Fakultät  l'-'l'  oder  (1,1)'-«).  S.I5.1 
rungsformeln  für  Factoriellen. 
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_^  2.  Tbeil:Suminefirecbnunf(.  %,\.  Beftriffuat)  BezeicbDuogs- 
ifiiac  der  Siunmeiirechnung.   §.  '2.  Summen  der  einfachslen  Func- 

I  (a;"!*,  -^,  a',  Sina:,  Cos.r).  §.  3.  Allgemeine  Regeln  fHr 
die  endliche  Integration  EuRammen gesetzter  Funct.  (Sarnmen,  Pro- 
liucte).  $.  4.  Endliche  Integration  der  rationalen  ganzen  algebrai- 
schen Functionen  (^™),  §.  5.  Gebrochener  ratii>Daier  algebraischer 
Functionen.  J,  6.  ^umtiiirung  tod  x'"a^,  jr'nCosa;,  ;c'"Sina'  (Ite 
lind  2 te  Potenz  von  x)  $.7.  Integration  von  Cos^.t,  Sinn^x  und  ähn- 
licher Functionen,  §.  8.  Die  Tielfachen  endlichen  integrale  (S"a^' 
2"Sln.7:,S''Cos3r).  §.  0.  Integralion  durch  Potenzenreihen,  §.  10. 
^^tocb  goniometriscbe  Reihen,  §.  11.  Durch  halb  convergente  Rei- 
^^fc  |.  1%  Beispiele  zu  den  Theoremen  des  vorigen  §.  (X^"", 
^K>  E^ '  ^Ääjl^  )-  §- 13.  Digression  iiber  die  näherungstveise 
Berechnung  bestimmter  Integrale.  $-14.  Einfache  Sunimimag  durch 
Qnadraturen.  §.  IS.  Beiapiele  und  Ernetterung  des  vorigen  Theo- 
rems. $.  16.  RednctioD  vielfacher  Summen  auf  einfache  bestimmte 
Inf  «Brate. 

3.  Theit.  Diffcrenzen^leichungen.  §.l.  Allgemeine  Be- 
griffe. $.  2.  Integration  der  Differeuzengleicbungen  ersten  Grades 
erster  Ordnung. (.  3.  Diff.  Gleich.  Iten  Grades  und  f>eliebigeT Ordnung. 
$.4.  und   §.5.  Fortsetzung.  §  6.  Integration  durch  bestimmte  Inte- 

Sale.  §.7.  Beispiele  zur  vorigen  Methode.  $.  8.  Integration  mit 
ilfe  unendlicher  Reihen,  g.  *J,  Diff.  Gleich,  niil  ewei  unabhängigen 
Variabcin.  %.IQ.  Fortsetzung,  $.11.  DifT.  Gleich,  mit  mehreren  iinab- 
hängigen  Variabein.     Literarhistorisches. 

Der  Zweck  des  Vetf.  bei  Bearbeitung  dieser  Schrift  war,  ehi 
Cnni|iendium  tiiir  akademische  Vorträge  und  zugleich  ein  Lehrbuch 
KBiii  Selbstunterrichte  zu  geben  un^  dadurch  mehr  zur  grossem 
Itrhreitung  dieser  WissenschaR,  als  zu  ihrer  Erweiterung  beizu- 
—'  Zur  Durclifübrung  seines  Zweckes  stand  ihm  reiches  Ma- 
1  Gebot,  das  in  den  hierher  gehörigen  Werken  und  Zeit- 
ftiften  enthalten  ist.  An  StoffzuiVerarbeitungist  daher  ein  Arbeiter 
%ger  arm  als  aweifelhaft  Aber  die  Art,  wie  ein  so  reichhaltiger, 
ib  vielen  Schriften  zerstreut  liegenil er  und  ans  den  vert<chiedenen 
ri^eQ  der  Mathematiti  )jerbci  zu  holender  Stoff  in  eine  Theorie 
»beltet  "erden  soll,  denn  nicht  nur  und  vor  allem  die  Diffe- 
renzen-Rechnung, sondern  auch  die  Differenzial-,  die  Inlegralrecb- 
iiniig,  die  Combi natorische  AnalvKis,  die  Umformung  der  Functio- 
nen in  Reihen  etc,  liefern  in  Ireigebigem  Wetteifer  ihre  Gaben 
■xar  Bereicherung  und  Erweiterung  des  hier  in  Frage  stehenden 
Zweiges  der  Mathemiitik. 

Das  Verdienstliche  einer  solchen  Arbeit,  worauf  der  Verf.  in 
(«einem  Vorworte  Angjirucb  macht,  wird  gewiss  jeder  Freund  der 
Wissenschaft  gerne  anerkennen,  und  eine  derartige  Schrift  wird 
Ireundlich  begrüsst  werden,  da  bis  jetzt  in  Deutschland  keine 
Kolche  existirt,  worin  der  Gedanke  einer  Verarbeitung  des  vor- 
liandeiieu  Materials  durchzuführen  versucht  wurde,  ob  er  gleich 
nicht  alle  dienstbare  Zweige  der  Mathematik  zu  seinem  Zwecke 
in  Ang|>Tuch  nahm,  sondern  eine  Auswahl  traf,  und  auch  nicht 
alle  vorhandenen  Vorarbeiten  (gerade  in  der  Differenzen- Rechnung) 
henutzte,  was  er  durch  Vorlassensein  von  literarischen  H{Llfe^^ü,l- 
'&,esi|l!Ü^^v'^ig^  wissen  will, 
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Di»  ersteh  (iTtitiilzfige  zu  einer  Utffcreiiseo-  nnd  Sutiunen- 
rechnuiig  silnil  ini  "i.  Uaude  von  Eulcr8<  Differenzialrecfaiiung  xu 
find^^D'  Von  LaccoiK  ivutden  sie  guüter  Ui  seinem  Traite  iL  calc. 
dirfßr.  et  integr.  T.  111.  Cliap.  1-IM.  weiter  ausgeführt.  Sie 
führen  die  AufÄclirifted  I.  Caicul  direot  des  diffecenGeö  (DiffereiizeDrech- 
nun^c).  II.  Caicul  invcrse  des  differeiiecä  (darin  behandelt  Lacroii 
Kweierlei:  die  Differeitüen  mit  nes^aliveii  Expftii eilten,  die  er  mit  S 
bezeichnet  und  die  Summen,  die  er  mit  Ä  bezeichnet,,  ohne  jedooh 
einen  Unterschied  zwischen  beiden  Tet^tziistellen.  Etiler  hat  »w  hin 
diese  7>v«i  Zeichen  gebraucht).  111.  Integration  den  eqiiations  aui 
diffcrencea  (Differenzen-Gleichangeii).  Die  gleiihe  Eintheilung  bat 
der  Verf.  gewählt. 

Dass  von  ihm  nicht  alle  zu  seiner  Aufgabe  gehörigen  Betracti- 
tungen  und  Untersuchungen  heigezogen  nnd  mitgetheilt  wurden. 
liast  ^ieh  begreifen.  Es  wäre  ITir  ein  Lehrbuch  zu  weitliibrenil, 
deün  bierbei'kann  man  nur  sichtend  und  auswählend  zu  Werke 
f^n.  Auch  muss  ohnedem  jede  Cntersuchnng.  die  in  eine  auf- 
zustellende Theorie  aufgenommen  werden  soll,  dieser  angepaßt 
«Verden,  was  oft  mit  Scliwierigkeiten ,  die  mit  dem  Erfolge  niciit 
im  Einklänge  stehen,  verbunden  ist.  Auch  genügen  ce  sc  hie  htlicbe 
Notizen  über  die  Orte,  wo  die  bezüglichen  Unteraachiiugen  riacli- 
zulesen  sind.  Bei  Liisung  seiner  Aufgabe  hat  der  Verf.  die  DlSe- 
renzial-  und  Integralrechnung  als  dienstleistende  NebenEweige  in 
Anspruch  genommen.  Eine  Reihe  von  Untersuchungen,  die  mit 
dem  in  Frage  stehen<len  Gegenstand  genau  ziisammeiihängen,  und 
die  in  Cretle's  Journal  1  lter—t6ter  Band  und  SSstei 
Bd.  enthalten  sind,  hat  er  nicht  benutzt,  worauf  wir  gelegentlich 
wieder  zurückkommen  werden.  i 

Gesteht  man  nun.  und  diess  ist  Pflicht,  einem  Verf  das  Recht 
za,  einen  Gegenstand,  den  er  bearbeiten  will,  einzugrenzen  und 
die  Art  und  \Veise,  wie  er  ihn  bearbeiten  will,  festeustellen,  cn 
ist  geboten,  die  gelieferte  Arbeit  nach  dieser  Eingrenzung  zu  be> 
urtheilen.  Ich  kann  nun  nicht  umhin  sofort  zu  bemerken,  dass 
dL  Verf.  seinen  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und  Elegan:^  behan< 
delt,  und  kvirz  und  klar  entwickelt  bat,  was  er  geben  >volIle.  Uer 
Leser  ^Ird  nicht  bereuen,  den  Darstellimgeu  des  Verfe,  gefolgt 
zu  sein.  Weniger  Qb ereinstimmend  ist  meine  Ansicht  mit  der 
des  Verf.  Ober  die  Grundlage,  worauf  er  den  in  Frage  stebenilen 
Zweig  der  Matliematrk  als  Wissenschaft  auiliauen  zn  müssen 
glaubte.  Da  ich  gerne  dax  Verdienst  des  Verf.  in  Beziehung  auf 
die  vorliegende  I^ichrift  anerkenne,  so  wird  es  auch  wohl  niciil 
missdeutet  werden,  wenn  ich  die  Ansicht  über  die  Art  und  Weis« 
hier  ausspreche,  welche  ich  tiir  die  eweckmässigste  in  der  Be- 
gründung einer.  Theorie  der  Differenzen-  und  Summen- 
Rechnung,  zweier  in  inncrni  und  deswegen  iiothviendigeni 
Zusammenhang  stehenden  Doutrtnen,  hatte,  und  diess  in  eini- 
gen Bemerkungen  nachzuweisen  suche.  Ich  thue  diess  in  der 
Ueberzeugung,  dass  eine  solche  Besprechung  nnr  die  Sache  selbst 
Rddcrn  und  der  Wiss^en.'schaft  dienen  kann.  Der  kiinftigo  Bearbei- 
ter mag  dann,  wenn  er  diese  Zeilen  etwa  liest,  bemesaeii,  wa» 
.in  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  gegenüber  der  von  dem  Veif. 
WfblgleD ,  sieh  bewahrheiten  tt  ird ,  ii  as  nicht, 
g.  2. 

Die  Hauptaufgabe  des  hier  besprochenen  Zweiges  der  Mallic- 


m 


ofepi 


usdrüi'ke  für  ein 
'nifirjsohaftlich« 
ul-  RcicfaiLiitig     lil 


^ttk  ist  ilioDaräfelluir^d 

»ilis'voii  ÜlicHern,  dioi 

««eine     t'artSL'li  reiten. 

Üdliehe  bitferenzen. 

'   In <die(er Weise  ist  die  Aufoiahe  vorerst  nicht  bestimmt,  denn 

t  nimmt,  nie  schon  oben  bemerk),  itlle  Zwniise  der  Malhematilf. 

'<ftlr<  ihren  Zweck  verfüglinre    und    dieusume  üdttlel,    jeden 

I  Kunsl^iff  fiir  iliru  Liisuiig   in   Aiisjirach,    und  ist    in 

r 'Unbestimmtheit    auoh  nicht  einer    syatemulischen  Beiuind- 

limssireifiB  zugänglich,  denn  sie  hängt  von  AensHeriichkeiteu  und 

Zufälligkeiten  ab.     Letzteres  nird  sie  er^t  ^liuiii,    wenn  man  auf 

die    einzelnen  ihr    dienenden  Zwt^ige    der  M^lhemutik  eelbst   ein- 

dnngt,  und  Trafst:  können  Mittel  beschafft  v^erd^D,  wa^rch  für  die 

einSchen  und  zusanimängesetzten Functionen  der  Aimlyi^is,  helcbe 

»ich  in  Reihen  gruppiren  lassen,  sich  kSummenuusdrü'Jku  nach  utl- 

<ienicinen     Gesetzen    aullinden    Wseu.      Diese    Mittel    liefert   die 

Rechnung   mit    endlichen  DilTerenzen    am    votlsfäiidigsten, 

mi  Z^ar  in  der  Weise,  dass  Eich  Itir  sie  ein  in  sich  abgeschlos- 

I  ^enes  System   aufstellen  mitt  durchführen  lässt,  wie  sich  im  Fol- 

I  ipmden  zeigen  wird.     L«t  nun  auf  diesem  Wege  eine  teste  Basis 

Mwonneu  und  sind  die  Mittel  der  Differenzen  •Rechnung  erschöpft, 

dann  ist  es  an  der  Reihe,  sich  nach  andern  Mitteln  aus  den  üori- 

iien  Zweigen  der  Riathematik   zur  Ergänzung,   Fürderung   und  Ej- 

lyelterung  der  vorhandenen    umzui^tjlieii.     Diese  fintlen  sich    sotojfi 

neSter   in  der  Differenzial ■  und  ln(egralrechnutig,  beide   absr  nur 

iu  z"eiter   Lipie,  woraiif  dann   noch  weitere  llülfsmiltel  ge^iiclii 

whJcu  mögen. 

<><;lil  man  nun  auf  den  in  der  Sumiiieiirecbnmiezu  verarbeiten- 
ijfii  Stoff  selbst  ntiher  ein,  so  gruppiren  sich  die  Reihen  in  zwei 
ilauptarten:  in  solche,  derer  iifieder  mit  einerlei  Zeichen, 
uud  »lolche,  deren  Ulieder  mit  abirecbsel  nden  Zeichen  ver- 
bunden sind. 

Diese  yUnterscheidiinj;  kitiin  aber  in  einer  Theorie  der  Sum- 
me" rech  nuii^ ,  wenn  diene  «ndera  ihrer  Aufgabe  ^enü^en  will, 
ulchl  wohl  ignonrt  werden.  -Schon  Euler  bat  in  seiner,  Differen- 
ztalreihnung  einij^e  hi er h«'rge hörige  Fälle  der  liuetten  Art  helracb- 
M.  (indLaeroix  ist  in  dem  obenansel'uhrten  Werkeauch  darauf 
iiin'i'I.LMl.omnien.  In  beiden  Svbnften  liesenaber  unr  ui^eordnete 
iiird  -/.uwiimmenbangslose  Anfinge  vor.  Der  Verf.  ist  hierauf  gar 
iiiclil  üLni:e^ngen.  In  einer  Theorie  geneckt  es  nun,  wie  eich  von 
selbst  verst«ht,  nicht  an  der  AuSührang  cmiger  Fälle,  sondeta  an 
iler  Uurchlutirung  eines  Princiua,  uud  au  Auffindung  der  Mittel, 
uoluhsdies«  sicherstellen.  Ich  nube  in  einer  Reihe  von  Abbandlun- 
;;i)ti,clieinCrelle's  Journal  llter— ttiterund  im33atenBd.er- 
Kcfaieut-n  sind,  und  die  auch nnter dem  1'itel  „Die  Lehre  von  den 
aufsteigenden  Functiunen  nebst  eineraufsie  gegründe-. 
teD  Snnimeu-Rechnung".  üerlin  I83G-' als  besondere  Schrift 
aai^p(>eben  wurd«n,  gezeigt,  dasa  beide  AKen  von  Reihen  ganz  allge- 
ineitiexticsetzen  unterliegen,  dieuuter  einander  lu  sehr  engem  Znsam- 
::u  iiIi::ti!;i'  utefan.  Und  sich  eben  so  einlach  als  cousequent  einem 
iiiii  liLircircnden  Systeme  fügen.  Von  der  ersten  Hauptgruupe 
<i<:>  l.i'ilien  (deren  Glieder  mit  einerlei  Zeichen  versehen  sind) 
■'ti  iVtf.n»  schon  theilweise  bebannt,  denn  die  Vorarbeiten  waren 
inäunich faltiger.    Bei  der  zvieiten  Hauptgruppe  fehlen  dt«seVaTat- 


•boenA 


beiten.  Nichts  destu  iveoi^er  ist  Ihre  n&here  Uotersucbang  lohi»  ,^ 
und  I'ühtt  auf  Resultate,  die  denen  an  loteresee  nicht  oachstebeii^ 
welche  bishei  über  die  erste  Hauptgruppe  der  Reihen  aufgefun- 
den wurden,  und  die  dem  Verf  gewiss  manche  neue  Anhall- 
E unkte  geboten  haben  Trfirdeo,  wenn  et  ihnen  seine  Aufnierksaio- 
eit  zugewendet  hatte.  ^- 

Der  Zusammen  bang,  worin  nun  die  s^enannten  zwei  Haupttt 
ten  von  Reihen  unter  einander  stehen,  istsehr  einfach  und  folgem 
Der  Be^lff  Fon   der  Differenz  einer  Function  ist  in  der  f 
chuna; 

1.    Afa;=^f(x+h}~fa: 

enthalten.  Hiernach  bat  man  den  vcränderlicben  Tbeil  ' 
Function  um  eine  bestimmte  Zunahme  wachse»  2U  1 
«en,  und  von  der  so  veränderten  Function  die 
»prünelicbe  Function  abzuziehen.  Die  weitere  Verfolg, 
dieses  Begriffs  fuhrt  auf  eine  Reihe,  deren  Glieder  du 
einerlei  Zeichen  mit  einander  verbunden  sind: 

Dem  Begriffe  derDifferenz  steht  der  der  Zuzähtu  ng  oder  A 
etufung  einer  Function,  wie  ich  ihn  genannt  habe,  zur  St 
Er  beruht  darauf,  dass  man  wie  vorhin  den  verändernd 
Tbeil  einer  Function  um  eine  bestimmte  Zunab 
wachsen  ISsst  und  zu  der  so  veränderten  Function 
uisprUngiiche  zählt.  Da  für  dieses  Geschäft  ein  Zeichen 
wählt  werden  musste,  so  ihabe  ich  nach  Analogie  von  A 
griechischen  Buchstaben  ^  gewählt.     Hiernach  ist 

3.    ^/x=/t3^  +  A)+/i. 

Die  weitere  Verfolgung  dieser  Idee  führt  zu  dem  Begriffe 
Reihen,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verbun 
sind  und  hestimniten  Gesetzen  folgen: 

4.  fx-f(x  +  A)+/(^+'J/0- +n^-i-mh). 

Es  ist  nun  nicht  zu  leugnen,  dass  durch  Aufnahme  der  I 
angedeuteten  Grundlage  die  Arbeit  etwas  ausgedehnter  gewot 
wäre.  Ich  glaube  aber,  dass  ein  Zusatz  von  einigen  %%.  mehr  i 
gereicht  hätte,  die  erweiterte  Theorie  durchzuführen,  denn 
handelt  sich  hierbei  nicht  um  Aufnahme  grosserer  und  weitfühl 
der  Untersuchungen  ,  sondern  um  Begründung  des  Systems, 
meiner  Algebra  habe  ich  es  versucht,  in  dieser  Weise  die  al* 
meinen  Grundzüge  für  eine  auf  den  Differenzen  und  Aufstufun 
beruhende  Sumnienrechnung  liir  beide  Hauptgruppen  der  Rä 
zu  geben  und  die  Ausführung,  die  sich  allerdings  nicht  weiter 
auf  die  einfachen  Functionen  erstreckte,  füllt  nicht  zwei  v< 
Bogen  aus. 

Dabei  stehen  die  Methoden,  welche  die  Verfolgung  der  t 
vorgelegten  Idee  an  die  Hand  gibt,  den  bisher  bekannten  w« 
an  Allgemeinheit,   noch  an  Leichtigkeit  der  Anwendung,  docIii 


Mtaktischer  Brauchbarkeit  nach,  wi«  eine  Vergleicbung  an  die 
Hand  giebt.  Der  Verf.  hat  nämlich  nach  dem  Vorworte  mit 
Recht  vermieden  „sehr  weitläufige  Untersuchungen"  aurzunehmen, 
die  entweder  nur  einen  „geringen  Grad  von  Allgemeinheit"  besas- 
sen,  oder  zu  so  „ uiirttrmlicben  Resultaten"  Itihrteii,  dastt  man 
ihre  „jiraictische  Brauchbarkeit"  in  Zweifel  ziehen  mueste.  Gerade 
in  Einverständniss  mit  der  Absicht  des  Verf.  wäre  es  wünscliens- 
Merth  gewesen,  wenn  er  auf  eine  eben  so  einfache  als  klare,  ebenso 
,  allgemeine  als  praktische  Idee  eingegangen  wäre,  denn  die  Re- 
^nTtate,  worauf  sie  führt,  überraschen  durch  ihre  grosse  Anwend- 
■ikeit,  und  durch  das  Zwanglose,  womit  sie  aico  den  strengen 
rderungen  eines  Systems  unterordnen,  was  wir  leider  in  dem 
jBge,  welchen  der  Verf.  verfolgte,  nicht  herrorge hoben  finden. 
I  diesG  zu  zeigen,  sehen  wir  uns  veranlasst  auf  einige  Einzeln- 
1  einzugehen. 

§-  3. 
1  Durch  Wiederholung  des  in  1,  und  2.  des  vorigen  §.  ancedeute- 
|i Geschäfts  wird  man  auf  die  zweite,  dritte,  vierte  Differenz 
!r  Aufstufung  etc.  (Differenzen  und  Aufstuliingen  hiSherer 
iaung)  geführt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  Glieder 
t  ursprünglichen  Reihe  (Grundreihe)  durch  X^,  X^,  X«,...  Xm, 
iaasf(x-\mh)  =  Xn,  bedeutet,  so  ergeben  sich  durcn  einen 
lt.  einfachen  Caicul  folgende  Gleichungen : 

1.  A-X.=J„_»,,V,_,+(,«)a^— . (-)-(™)»-r. 

(g.  24.  Crelle's  Journ.  12.  Bd.) 

J{-Ji=X,+m;f.,-,+(m),J:„ -,+  ....  (m),i'„  (j.  S.Cr.J.  Il.Bd.)') 

worin  (m)r=Y"^ ^i — ^ bedeutet. 

1  ao  flodet  man  fiir  das  umgekehrte  Problem : 

a   Xm=X„  +  mA.V„  +  (m),  AsJi  + (,»)„ A-  ,V„. 

(g.  26.  Cr.  Jour.  12.  Bd.) 

4.  X.=i-2:-mi—>XM-},i-^^-(-)~X,.        (S.  5.) 

Es  seiet  sich  tiuu  leicht,  ,dass    diese   Gleichungen  auch    fiit 
kflegatives  m  gelten,  uod  man  erhält: 

5.  A— J;=i„  +  m2--„+W,.Y-_  + (S.25.) 

6.  i-~.\=:X-„-m2!-^,  +  (m],X , ($4.) 

7.  X-„=J„-mA;r„  +  [i,i],A"jr„  — [»i],A"ii....     ({.  26.) 


*)  Die  CitaCioaeD  Hind  liier  nach  §§.  gelben ,  damit  aii 
Mrn.  «.  Crelle,  aon dem  auch  in  meiner  Schrift  „Lehre  v 
ituieo  Fanettonen"  nai^bgciclien  werden  können. 
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Uedoutet-     V^oa  diesen 


Gleichungen,  die  sich  so  enge  einander  anschliessCn,  hat  derVütf. 
nur  1.  und  3,  in  §.  -i.  und  g.  5,  enhvickelt.  Den  Zusammen  hü  11:.'. 
der  zwischen  den  positive  n  und  nRgatiTen  höhern  Cntpi- 
schieden  einer  Function  herrscht,  hat  CT  ausser  Acht  «elas^cii 
und  damit  eine  reiche  Quelle  der  Vergleichun.z  und  der  venolt- 
sfandli,'ung  einCTTheorie  nicht  benutzt.  Auf  8.118.  scheint  er  sn- 
i;ar  diesen  Zu-samnicnhans  und  die  allgemeinen  Ge  etze  fu  i 
liOhern  Unterschiede  in  Abrede  zu  stellen. 

Diese  Cleichungen  ^ind  zwar  vorerst  nur  formell        Iten  ^et 
von  jeder  einfachen  Function  nhbe   Cnterscliied.     um     hnen  ! 
halt  zu    geben,    hat    man  die    Gesetze  des    tlnterfich    d  ne^m  a 
und    des  Aufstiirens    auf    die    einzelnen    Functionen    do        en  I 
Diese  sind  bekanntlich  xp,  «',  Iga;,  ^*,   Sin  x,  C  s-c        TS   \ 
alle  lassen  sich  gleich  leicht  behandeln.     Aber  auch  de      e 
schmiegsamen  lassen    sic^  einem  allgemein,   für  pcis  t    c     nd 
gative  'm  gültigen  Gesetze  unterHerfen.     Wir  weisen   d      s   d  n  1 
folgende'  Zusamincustellung  nach. 


0.  A" 


=  {«''- 


f5- 


I'IJJI.II  I...'  ;:  1    .     J- 

14.  A-  CoB;i  =  Cos(ii  +  »i^-V2-(Sin5/y  (S.  ; 


1».   /^-.=.=(-)-"45r-;-r= 


1   ■!«■■        ••;    •     •  ,.  , 
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'■  ■•<^    /■■■;•:  ir+AV- 

Sin(a?— »I— j- 1 

2a   A-"»Cosa;=-: .     j        /-  .   <§^40.) 


zvi^ifellt  Werdeo  kannr  Für  die  positiven  und  negative))  AufetufMD?: 
gen  der  cttafachen  Functionen  erhält  jmsui  auf  gleichem  Wege.;   .;  . 

21.   ^a'=a+ä*)*rt'  (§.  10.) 


-  I.. 


■•  #1  I 


23.  ^Sinx=2^Smix+^mh)(Cos^A)'^  (§.  11.) 

■              ■                     '                          ■                 ■        ■  «« 

24.  ^Cosa:=2'»Cos(ar+5-inA)(Co8A)»  (§.  12.)*) 
5ß.  f^a-=  ^-j^j^=(l+a»)--a'  ($.14.) 


•  •  -  V 


V  '  Sin(ar— -s-j 

8»»(CosijÄ)"» 

'■^-''     i'  -28.  ^Co«xp±="       ■'•■  li-^  ($•  16.) 


.-•'  iI-> 


=  ''^    ykiim. '  In  :^en  oben  Bngefnhrten'fS.  ($,  11,  12,  15  oifd  16  Grellci> 
Jd«m'<ll-.  B^O  sind  durch  ein  Viftrseheii  Mbb  Idie  Formen 

^  I  •  I  _ 

■  '■'    i'I"     .         ■••:*••;..  :      ■•    ■  :.' 

1  .  •  •  .  .  ... 

l     ■        ^     ■    • '  I V ;  4  I      ■      .  ■  l         •       *  "     \  f    '       .' 

'»I  »  .:  j    /.  ■  N     •      .  I.    I  ■    •  .         .    ::       ■    il  ■    ■         •       ■  '    '  -^ 

ldfygnmg!^Vl^egebell:  worden,    .J^iesa  istnichi.dor  rFdll,' ?(ras  Ich. , hier 

▼erbeuomd' bemerke.    Das  Gleiche  gilt  von  den  neg^^tiven  Aufsliilüngen 

von  Sin^p  und  Cobx, 


Auch  liier  tritt  die  Idenliliit  der  Gleitliungen  2t— 24  mit  25—28 
fär  positive  und  iiegat  ive  Aufst  ufungeti  lilar  liervor.  Ja 
der  ZusanimeDhang  zwUchcn  den  liUherti  Unterscfaieden  und 
den  hiilieru  Aufstiifungen  9~2ü  udU  21-28  ist  nicht  zu 
verkennen. 


Die  Daretellung  für  ä^^a'  und  ^i"«',  A±"  \  und  ^' 


,  I 


A±"  Sina:  und  ^t^Sinx.Ai^CoRar    und  ^^  Cos  .r  ergänzen  sich 
|;egenseitis  im  Systeme,    und   sollten   aus  diesem   Grunde   schon 
in  einer  Theorie  nicht  üherganeeu  »-erden,  abgesehen  von  der  An- 
wendharkelt nnd  Brauch  burkeit,  irelche   sie  in    der  Sumnieurech- 
nung  zeigen.     Die  Gli-ichnngen  13.  und  14.;  13.,  19.  und  20.  sind   . 
zwar  von  dem  Verf.  (S.  19.  %.  4.  u.  S.  117.  $.  8.)  angegeben,  ■ttf  J 
den  Zusammenhang    aber,    der  zivischen  ihnen    herrscht  (fQr  die  f 
Theorie  der  Differenzen  geniss  nicht  unwichtig),  ist  nicht   hiniK 
wiesen.     Et  ist  sugar  durch  die  Darstellungen,  die  auf  der  Si~' 
117.  gegeben  sind,  verwischt.     Zu  dem  hat  sich   in  die  dort! 
getheilten    Darstellungen  ein  Veraehen   eingeschlichen.     Dil 
mein,  die  wir  in  der  Bezeichnung  des  Verf.  hier  geben, 
wohl  heissen: 


2"  Sin  .T  — (ö-  Coeec  ^k)''Sin  (x—u'—^j  und 

S''Cosj;=:  (,y  Cosec^A)"  Cos(jc— n— ;; — l, 
während  sich  dort  vorGndet: 

S"Sinj:=(2Cosec^-A)"Sin(ar-M^~), 

S"Cüsj.=:(2Cosec|-A)"Cos(.r— H^^V 


'Shrend    die  Gleichungen,   woraus 

ind,   in  §.  2.  S.  ',»0.  richtig  stehen. 

.  4. 

1  die  Functionen  xP  und  lg:c  fui 
und  xfl''  für  die  Aufstufungen 
allgemeinen  Gesetze  zu   unter- 


was  mehrere  mal  vorkommt, 
diese  Parstellungcn  abgeleitet  i 

Nicht  so  willig  lassen  sich 
die  Differenzen  und  AufstuFungei 
behandeln.     Um    auch   diese    der 

werfen,   dient   die  Metliode    der  Darstellung  der  Unterschiede 
und   Aufstufungen   durch  Uiff erenziale  und    Integrale. 

Um  diess  nachzuweisen,  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nilHiig,  die  jedoch  durchaus  nicht  weit  ausgreifend  sind. 
Die  hierzu  erforderiicnen  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  Grelles 
Journ.  12.  Bd.  §.  10.  und  20.  Cr.  Journ,  33.  Bd.)  angegeben,  und 
entn-ickelt.  Sie  sind 


' 
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j    ._*-     .^^v.,-. S«»+iA'.Ä«+i 


iSC^(l,2, ...  m)^  8m-f  «jr^"»^« 


•der 


3.  CX=(1+^'J  X. 

Alle  drei  Darstellungen  sind  allgemein  und  gelten  för  ein  po- 
•itives  und  negatives  (ja  sogar  för  ein  gebrochenes  pos.  und 
neg.)  ifi.     Unter  SC{\.,^...mY  ist  der   Summen  aus  druck  der 
Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  zur 
Ifen Classe verstanden,  oder  ein  Fakultäten-Coefficient,  wie 
Um  der  Verf.,  den  Be^iff  von   einem  speciellen  Fall  ableitend, 
:  Knnt    und   womit  er  sich  mehrfach  ($.  10.  S.  44.  $.  16.  S.  165.), 
'  Moch  immer  nur  im  besrondem  Falle,  beschäftigt.    Die  Darstel- 
F  Iflog  dieser  Summenausdrücke  für  die  verschiedenen  Classen  ist 
\    lÄr  wichtig,  denn  sie  sind  in  der  Analysis  sehr  verbreitet,  und 
kiken  fär  viele  Entwicklungen  (nicht  allem  fär  die  Fakultäten)  die- 
idbe  Bedeutung,  wie  die  BinomialcoeiBcienten    für   andere.      Es 
Mot  sich  daher  wohl  der  Milhe  sich   mit  ihnen  zu  beschäftigen, 
nd  die  allgemeinen,    für   sie   geltenden    Bildungsgesetze    zu    er- 
mitteln.   Hat  man  sie  gefunden,  so  ist  man  der  Mühe,  sie  In  je- 
dem speciellen  Fall  wiederholt  autzusuchen,  überhoben.    Ihre  Dar- 
[  itellung  wird  durch  eine  merkwürdige  Beziehung,  worin  die  Sum- 
iWDsaiudrficke  der  Verbindungen  mit   und  ohne  Wie.derho- 
liDgen  zu  einander  stehen,  und  die  ich  (§.  8.  33.  Bd.  Grelles 
Jonm.)  nachgewiesen  habe,  erleichtert    Ist  nämlich  der  Ausdruck 
Br  SC7(l,2,3,...?ii)'',  gefunden,   so   gilt  derselbe    unmittelbar   f&r 
SC(l,2,3,...m — l)**  wenn  (— m)  statt  {^m)  in  ihm  gesetzt  wird  und 
■igekehrt.    Die  Bernoullischen  Zahlen  sind  ein  besonderer  Fall 
Aeser  Summenausdrficke.     Man  6ndet  sie,  wenn  f/i  =  — 1  gesetzt 
wird.     Benutzt  man  diese  Bemerkungen  und  die  im  33.  Bd.  ßrelle's 
Joom.  6.  19.  und  20.  gegebenen  Entwicklungen,  so  erhält  man  aus 
1  vod  2. 

,     .«^     B^X^    .  m  a'H-iA   ^  ^-  .  3m+l        S^^^X  ^^^ 

wi(ot-|-1)wi  8"+'^  18         ^ 

.  lS»B»+30»«*+5m-2      8"+*Ai  .    .  ^ 
+ iOSii "•  (8^=+**"'** 


»=i^ 


g- 


Beideüarstellungen  unter[i«j;en  offenbar  einemunddel 
beo  Biliiuiigsgesötae  für  (+m)  und  ( — in),  nenn  man,  wi« 
leicht  erweise»  läest,  bemerlit,  Joes 

r  '  ^e  gelten  so^ar  rürgelimuliene  ni.  Der  besondere  FalV 
jft=l  in  S-  int,  wofür  der  Verf.  seiner  Wichtigkeit  wegeo  s*|i 
Widclniifende  Bilduti^öweiseü  inittheilt,  gibt  die  bekaonte  Beri 
«che  Ueihe,  und  es  ist 


M 


7.    A-»A'=2A'^(eö«— 1)-*' 


=  ÄLA^^^2-^+r2'e^' 


1   .    S'A' 


A» 


1201.2.3(ax)= 
1    ■  B^'XA^ 

+  23-2  U,.5(9^)»     

hohem  DIfferenziale   und   Intograli 
11 ,     80    ol't    kann     man    aucb   <  h; 


So  ofl  man  nun  die 
Fnnctittn  darstellen  kai 
A+"A'und  A~"'A'  phcn.  Für  A=rP[(die  noch  fragliehe  Fül 
ergeben  sie  sich  leicht.  Für  X=l^x  sind  die  hShern  Dlffer« 
auch  belcannt.  Die  hShern  Integrale  aber  sind,  soviel  mit  M 
ist,  nicht  gegeben.  Die  nachstehenden  Gleichungen  weri 
erforderlichen  Dienste  leisten  und  das  Fehlende  ergänzen!  ' ' 
im  Allgemeinen 

worin  lrl»sal.2.3...^)  und  SC(l,2,3,..p)r-"  die  Siimnieti  dd 
bindungen  ohne  Wiederholungen  aus  p  Elementen  zur  (p— 
Clause  sind. 

Aus  3.  eibült  man  mit  diesen  Mitteln  ausgerüstet: 


i''X=2'"X  +  vi'i'—'/i. 


PA 


+>i,2"?-.»+7»iai-»2"-2-f6m*l-»2"-H»n*l-*2™-*)f^^J^^ 


;merkenswer^tie  Reibe;  siie  ist 

1 1.  ^ , ,  A -_  2  —  jrgjy + ,y  .i..2.3(öa:>8     •  4  t;2..;5.(aa:)» 

.  ■+;161.2...7(ö;rf  ■.  ."* 


■  i;  »  ■■ 


id  steht  der  Bernoullischeo  Reihe  zur  Seite^  denn  sie  lehrt  die 
»tanzen reihen  mit  ab  Wechsel Dd^n  Zeichen 

;     IP— 2^  +  3?  — 4P  +  ...J:a:i'   . 

mmireD,  wie  die  Bernoulliscbe  Reihe  die  Potenzenreiben  mit 
b4rl^t;2eicben'suramir«a. lehrt,  und  hat  daher  diesdb^  prak- 
i^eBedebtuBg  io' «iper  Theorie  der  Summ  enTecbnuDg  wie 
».  BernMil  lisch  e  Reihe* 

'  '  ':'■■'  ■'■'■  ''•■'■■  ■    •  ".    '8^-5.  :  .^^       .  .;  :...-.■ 

DiA  §§<  dr^  enthiält^H  nach  upsierni  Erachten  m  kurzem  .Ijm- 
Mi  ^i(lk«ndlbge. einer  Heohnu^g  mit  endlichen  Differenzeo»  und 
mm  itoit^xiA  Uigs.  einfbcbe  FunotlOnep» ;  Ijieraff  r^iiht.si^  sodimn 
» Darstellung  der  positiven  und  negati.reny nte:rsphiedie 
id  Aufstufungen  der  zusammengesetzten  Functio- 
)ii»  was  wU  nicht  weiter,  verfolgen j  ^ordern  nur  andeuten.  Erst 
3nn  diese  Vorarbeiten  vollendet  sind  kann  zu  einer  Suramen- 
chnung  mit  (B^nfacben  udd  jzjpsctfumenf  petzten  Functionen  über- 
gangen werden.  Ueberblickt  man  jüd  die  hier  mitgetheilten 
esultate,  so  zeigt  sich,  dass  die  sogenannte  Differenzen- 
echnung  den  grussten  Theil  des  -caloul  direct  et  inverse 
IX  diff^rences  bei  Lacroix,  und  auch  .der  Differenzen- 
id  Summenrechnung  des  Verf.  un\schUesst,  und  mit  Recht 

Qschliessen  muss,  denn   das  Zeichen  S,  welches  Lacroix  und 

)x  Vcrf«.  gebraucht,    ist    nichts    anderä '  ahi   das  Zeichen  A  mit 

Dem  negativen  Exponenten.    Da  nun  alle  Gesetze  för  A      J^und 

"^X  unter  einen  Gesichtspunkt  fallen,  so  können  sie  nicht  von 
BjanfleK  |;eschiedeu  werden.  Eine  Trennung  in  zwei  ibjrer,. Natur 
ich  geschiißdene  Abtheilungen,  wie  L  a  c  r  pjix  =  üpd  A^iy^^t'i  ^9'"^ 
mmt,  steht  daher  mit  einer  Theorie  dieser  Gebilde  nictil  im  Ein- 
ang.  Dass  sie  aber  einem  und  demselben  Bildungs^esetze 
iterliegieh,  kann  nabh  den  hier  gegebenen  Mittheiiungen  nicht  in 
n-eifel  gezogen  werden.     Endlich  liegt  auch  der  Zusammenhang 
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zwischen  A+^X  und  A"~Xf*Jf  ond  j^-X  äo  einfach  m  Tag«, 
daas  alle  Complicationen  wegfallen,  unddaas  also  aach  der  Zwei- 
fel des  Verf.,  ob  überhaupt  ein  ,,ailffenieinea  Bildungc^eseti"  ab- 
gesehen werden  kann  (S.  118.  §.  o)  nicht  gegrfindet  ist,  da  di 
solches  existirt. 

§.  6. 
Mit  den  bisher  aufgefundenen  HOlfsmitteln  kann  nnn  eine  Sum- 
menrechnung  ohne  Schwierigkeit  dorchgeföhrt  werden,  worii 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reinen ,  mit  einerlei  mi 
abwechselnden  Gliedern,  sogleich  hervortritt.  Die  Betrachtaii|«i 
nun,  welche  derselben  eine  teste  Unterlage  geben,  sind  (6.  7%il 
ff.  u.  J.  104.  u.  ff.  Cr.  Jour.  14.  u.  15.  Bd.)  der  Lehre  v.  d«  aofst 
Funct.  niedergelegt.    Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise: 

1.    Äq  -|-  Xi  -|-  X^-{^X^ ....  -|-  An^:  oJlb, 

SO  erhält  man   durch  eine  elementare  Erörterung  folgende  Gmnd- 

fesetze  fiir  die  Darstellung  der  Summen  aller  einfachei 
'unctionen: 

4.  S(-)»^i.=  (-)-^'-X«H-i  +  ^.%. 

Die  Auffindung  des  fraglichen  Summen-Ausdrucks  beraht  dalM 
auf  der  entwickelten  Darstellung  zweier  Ausdrückedtf 
ersten  negativen  Differenz  oder  Aufstufung  einer Fqm- 
tion.  Da  nun  in  §.  3.  und  $.  4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  fiSr  alle  Fille 
gefunden  werden  können,  so  kann  auch  die  vorliegende  An%ak 
n.--4.)  immer  gelöst  werden.  Als  Beispiel  diene  der  weniger  flii* 
lache  Fall,  wenn  Xo=:xP  ist.  Man  erhält  dann  ans  7.  §.  4  waA 
der  Vorschrift  von  3.: 

6,  SXn=JrP  +  (x+h)P  +  (x+2h)P+ (x+f«*)F 

+  ^  [(x+(ii+l)Ä)P-i-^~']A 

Ans  II.  $.  4.  erhält  man  nach  4.  folgende  zwei  besondere  RK 
filr  ein  gerades  und  ungerades  n: 


49 

=fr*+("+i)*)'+«'] 


7.  af— (a;+A)P+(a:  +  2A)P...-(«+nA)i'=S(— )»Ji, 
=-|[(j;+(n+l)A)P-a:*] 

+  4  A[(« +(«+ 1)*)'"*-^*-^ 

Die  ans  6.  sich  ergebendea  besondern  Fälle  sind  bekannt  Die 
m  6.  und  7.  sich  ergebenden  weniger.    Wir  stellen  daher  einige 
:  Her  msammen ,  damit  man   daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 
Bkgetheilten  Methode  ermessen  kunne: 

a  1-2+3-4+.. .±n=^ 

n 

i:.8.+3«-4«  +  ...±n-=^  +  |^=^ 

n*      n        i«(«+l) 

=  -"■5—5"= — O"-' 


n'      3n 


2" 4"  ' 

1  -  2*+3«-4*  + ...  dbn*=:  Y +»»— J 

=  - 2~"+2' 


_      w*     5n^     Sil* 


Theü  XII 1. 


m 


} 


u.  8.  w.  Die  ersten  Ausilriicke  gelten  für  ein  gerades  w,  also 
eine  ungerade  Gliederan^ahl,  ai«  zirelten  Otr'««  ungerades  n, 
also  für  eine  gerade.  Das  Fiir<ternde  dieser  Melfiode  macht  sicli 
besonders  klar,  wenn  mim  die  Art  hiomit  vergleicht,  wie  Euler 
Diff.  Hechnune  2.  Thl,  S-  1*8.  u.  ff.  »nd  nacli  ihmL  acro  ix,  Cak. 
diff.  et  int.  T.  III.  p.  097.  ii.  ff,  diese  Reihen  behandelt  haben, 
ohne  aus  den  specielten  FSlIen  heraus snifreten. 

Die  Gleit'hungen  S.  und  4.  Keinen  den  Zusammenhang  znischea 
S  (Begriff  der  Summe)    und  A"'  oder  ^'  {erste  negative  Diffe- 
renz oder    Zuzählung)  und  l»e(Teisen  dadurch,  dass    beide  nicht 
identisch  sind,     obgleich    im  einzelnen  Falle  beide    zusammen- 
fallen können.    Häufig  wird  A"™    durch  S"  bezeichnet,  diess  tbiil 
Laplace,   der' auch  A~''=2!:"' angibt.  Lacroix  uud  auch  Euler,  1 
Die    Bezeichnung   des  Beeriffs   von  A~'"A'   dnrch  S"X  hatte  ich  I 
nicht   filr  zneck'mässig.     Sie  verH-iscIit  den    Zusammenhang,  d«  I 
«wischen  A^A  und  S'"A'  herrscht,  heinahe  ganz,  während  die  Be-I 
Zeichnung  A"™  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  A'^A,  nichtl 
aber  auf  S"'A  führt.  Zu  dem  hat  Laptate  {Theorie  des  probJ 
hiiites)  sich  nur   mit  der  Darstellon";  von   A"",  durchaus    ^H 
nicht  mit  AnlUndung  von  Summcnausoriicken  (5)  beschäftigt.   ^H 

Der  Verf  entwickelt  8.  86.  §.  1.  der  Svmmenrechnnnal^H 
Begriff  von  Summe  ganz  richtig.  veriHsst  ihn  aber  alsbald  ^'i'^^H 
und  kehrt  eu  dem  gewr,hnlichen  Begriff  der  „nillkäb.pU^^I 
Constante"  zurück,  der  ihn  dann  zu  folgender  DarstelläDg hH 

9.  /x^E^W  +  t.  '  ^ 

Wir  halten  diese  Delinition  im  Rückblick  auf  3.  und  4.  nicht  (Sri 
zweckmässig,  da  ihr  die  nOtbigende  Kraß  des  innern  Zusammen- 1 
hangs  fehlt.  In  dem  Begriffe  der  Summe  ( 3.  und  4. )  ist  nichti  I 
Willkübrliches.  Die  Ausdrücke  (A"'A„  und  ^^X„.  gewM»-  J 
lieh  Constante  genannt)  sind  eben  so  gut  inlegrirende  Theile  it»M 
Summenausdrucks  wie  A'~'A',+,=SA'b+i  "»^  ^-^ Xn+i,undäi^M 
weder  überhaupt  willküh  rlich,  nnch  enthalten  sie  etwas  Wj^H 
kflhrliches.  Sie  sind  durch  uud  durch  bestimmt,  wie  denn  ^^H 
diese  Bestimmtheit  in  der  Conseqoenz  der  Theorie  eiiierWisaeAB(^^| 
liegen  muss.  Sogar  für  die  Integral-Rechnung  sind  diese  HH 
merkungen  von  Belang,  wo  der  Hegriff  der  Constante  (ins  Bm 
sondere  bei  dem  bestimmten  Integrale)  wieder  hervortritt,  wldl 
denn  überhaupt  d erZusammenhang  zwischen  D  i  f  f  e  re  n  ze  n  -  und  Dif  J 
ferenzialrechnung,  Summenrechnung  und  Integralre^S 
nung  unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf.  ^M 

S.  7.  .1 

Ist  nun  der  Begriff  des  bummenausdruckes  einer  einlach^f 
Function  gegeben,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Sting^l 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem'  *^^| 
vielfache  Summen  genannt,  geführt.  Hier  ist  zweierlei  za^H 
stimmen:  n)  wie  die  SummenausdrQcke  für  sie  gefunden  iverO^H 
(/)  was  unter  ihnen  zu   denken  sei?  ^H 
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Die  Beantwortnne  dieser  zwei  Fragen  fOfart  zn  folgenden  Dar- 
«telhinffen,  die  in  §.73.  nndf.  yO.,§.9t.  meiner  oben  genanntenSchrift 
eatiHckelt  sind: 

S*Xn=[n+i]!tXo  +  [n]äi^,  +  [n— IJa-Xa +  ^" 

=  A'-'Ar„+^-[n  +  t]2A-'  Äo-[n+l],A-*^i-A-»^„ 


5"Jrii =[«+!]»_,  ,Jq+  [n]m-i  .Xx  +  [« — J]»-!  Jfa  +  ...iC 

=A~"J'm+«— [n+l]OT_,A~  Aq— [n+llm-a^""  A^ — ...— A-^Jf»-, 
n.  2.  S»(— )«Jrf=:Z„— [2]„_,A;^,H-[3]m-iA«-a-...±[K+l]„-iJro 

Die  Form  der  sicli  aus  $.  90.  und  §.  91.  ergebenden  Reiben  mit 
ihren  Summen  •Ausdrficlcen  ist 

3.  Xo+2Xt+3X^+iXa...  +  (n+l)X„ 

=(n+i)A-'  j:„+,-A-*j:»f,+ A"'Ao. 

Xo+  [2]s  A,  +  [3]a  ![»+ [4]a  X3 ....  [«  + 1]»  Xn 

=:[n+l]BA-'  A,+,  -  [n  +  l]i A-' Ar„+,  +  A"'  2r„+,  -  A"*  A» . 

■  • 

Xo  +  [2]m-i  A,  +  [3]m-i  JT«  H-  [4]m-i-¥3- •[»  +  J]m-i  -^11 

HierinistLyJ^^^^+^yi^^-y'-^^  •   Die  in  1.  und  2.  ange- 

gebenen  Sammen-Ausdrücke  enthalten  8i>  viele  Constanten  (wenn 
naiL  diesen  Ausdruck  gebrauchen  will)  als  die  Wiederholung  der 
Smnmenrecbnung  verlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  ^ine 
CoDstante. 


4* 


Der  Verf.  behandelt  zwar  §.  8.  2te  Ahth.  S.  IIS.  die  weit 
chen  endlichen  Integrale.  Was  sich  aber  der  Leser  daraoter  .f 
einen  Bcsriff  zu  bilden  halie,  geht  nicht  klar  und  deutlich  her» 
Diese  Unbestimmtheit  milchte  znm  Theil  darin  ihren  Grund  habt 
daea  nicht  zwischen  SXa  (Summenausdniplt)'  und  ETi,=A— '. 
(negativer  Unterschied  einer  Function)  gehürig  unterschieden  ii 
Auf  Seite  117.  ist  z.  B.  f.ir  S<"'  a-=A~"  a'  (vergl.  15.  $-  3.)  ft 
spende  Gleichung  angegeben : 


y!"' 


-(a' 


+  Co-^CiX  +  ...Cn-j 


dabei  aber  nicht  erOrtert,  tvas  unter  Z  a*  zu  verstehen,  n< 
wie  die  „tviltliiihrlicben  Constanten"  Q,,  C'i,  d--..  C»— ,  gefund 
trerden.  Nach  den  hier  gegebenen  Mittbeilun^en  er^bt  ei 
aus  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 


6.    Ä"tt'=[w+l]„-i«'  +  [»]™_,fl'+*+[«-l]".- 


[i+4i..,_rtX+ii* 


(a"-lj—' 


anal.  d.  probab.  Cha| 
der  Functionen  von 
nicderhollen  Integration 


Auch  Laplace  spricht  (The  nr 
l.Nro.  II.  hei  Darstellung  von  Z'"=& 
ki'ibriichen  Constanten"  die  man  bei  di 

ivinnt,  lässt  aber  ihren  Besrriff  gleichfalls  unerürtert.   Welche  Stel 
soll  aber  ein  un erörterter  Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen? 

§■  8' 

Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkun^nfa 
den  meines  Erachtens  die  Grundlage  für  die  systematische  Durc 
luhrun"  einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  I 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gehörige  Material  verarbeitf 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  Qhrig« 
Mittel  zur  Summirung  der  Reihen  (einfacher  und  zusammens 
setxler),  welche  noch  ans  andern  Zweigen  der  Mathematik  D 
schafft  werden  können ,  sowie  die  Kritik  der  hiebei  zu  benotza 
den  Mittel,  \rio  Convergenz  der  lieihen  etc.,  welche  der  Vei 
auch  gegeben  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutung! 
für  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nümlich  die  subjective  Ansu; 
eines  Einzelnen,  tind  daher  weder  für  besser  als  die  eines  Ander 
noch  für  die  ein/ig  richtige  Aaffassungs weise  des  hier  einzuscU 
genden  Systems  zu  halten.  Itocb  glaube  ich ,  dass  s 
manches  gute,  zur  Aussaat  brauchbare  Korn  und  manchen 
zug  vor  der  bisher  beiolgten  Behandlungsweise  enthalten, 
führen  wenigstens  einen  2weig  (Aiif^tufungen  und  Sorame 
der  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  Syste: 
und  überbieten  die  bisher  angeivendeten  Methoden  an  Braikil 
linikcit  und  in  Erzeugung  des  Materials.     Ich  darf  daher  wohl  d\ 
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Ueberzeueung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
10  Handhabung  des  Caiculs,  eine  gehaltreichere  Schritt  dem 
Publicum  übergeben  hätte,  wenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
gemeinem Ansicht  in  Durchführung  der  D i f fe renzen-  und  8um- 
menrechnung  ausgegangen  wäre,  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknüpft  hatte,  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  anderen  Schrifl- 
stellem  eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  türund- 
sfige  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
siebt, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
ein  leeres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nuthig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gd&rdert  werden.  Die  vorlieg:ende  Schrift  soll  als  Compendium 
rar  akademische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
hiebei  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
Hod  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
önen  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  aus  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachtraglich,  ausser  den 
in  S*  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 

S.  19Z-12.  V.  o.  A*Sinj;=+(2Sin^A)*Cos(x+~) 

statt  (2Sin~A)»Sin(a:+^Y 


•  • 


S.  178  Z.  13.  V.  o.  f±B*  y  statt  ''■^^s. 
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m. 

Oe  ellfpsl  minima  dato  quadran^ide 

circnrnscripta. 

Franciscns  SeydewitK. 


Perlegen ti  uuper,  quae  de  problemate  suprascripto  Illustr.  Ange- 
TUüp  gymnasii  Geaiioensis  Professor',  disseniit,  in  mentem  mihi  venh 
propositionis  cuiusdam,  in  auam  paullo  antea  ineideram,  quum  de 
persimili  re,  «ciHcet  de  eflipsi  maxima  quadrilatero  inscribenda 
quaererem ,  et  qua  iam  tanc  mihi  videbatur  ad  einsdem  problema- 
ti6  solutionem  via  ab  illa  Euleriana  plane  diversa  aperiri.  Neqne 
ea  me  spes  fefellit;  intellexi  tarnen,  postquam  proprius  ad  rem 
accessi,  solutionem,  quam  inde  obtinui,  ad  eas  quidem  figaraa» 
ouae  ad  Universum  quadrangulorum  genus  pertinent,  accommodt- 
tissimam  esse  ac  praesertim  peculiari  geometriae  usui  magis  se 
applicare,  quam  iiiam,  cuius  £uierus  inventor  fuit,  paene  totas 
in  numerorum  spinis  versantem :  in  speciebus  vero ,  ut  in  trapeno^ 
in  parallelogrammo  et  in  quädrangulo  decurtato  sive  triangoki 
excepta  nna,  ubi  alterutra  diagonalium  per  alteram  bipartitur»  omni 
plane  usu  carere.  In  bis  igitur  ad  alias  methodos  confugiendam 
erit,  quas  tarnen,  quum  nihil  difßcultatis  habeant,  hie  praeter- 
mittam. 


$  1. 

Finsamus  (Tab.  I.  Fig.  i.),    esse  reetas  PQ,    QR,  RP  tres 

polares  narmonicas  coniugatas ,  ad  ellipsin  ABCD  relatas ;  rectam 

"Z   semidiametrum    huius    ellipseos    per  punctum  R  ductam  et 

eam  PQ  in  puncto  V  secantem,    atque  MX  esse  semidiame- 
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tnim  iineae  PQ  parallelam :  primum  apparet,  puocta  R  et  V  duoe 
polos  esse  harmonicos  coniugntos  rectae  JÜZ,  et  ob  eam  cauesam 

MR.MV-IHfZ^. 

Deinde  quom  sit  PQ  polaris  harroonica  puncti  B^  eademque 
Kneae  MX  parallela^  erit  MX  semidiametro  mZ  coniusata,  atoue 
ideo  puncta  Y  et  y,  ubi  MX  per  lineam  PR  et  per  lineam  ^, 
rectae  MZ  parallelam,  secatur,  eruot  duo  poli  hannoDici  couiugati 
lioeae  MX,  itaque  \ 

Mr.My=^MX?. 

Jam  vero,  si  angulos  QRV,  PRV,  RMY  (seu  RVP),  QPR 
tkPRQ  deinceps  literis  a,  ß^  (pt  y^  tf;  designemus,  aequationes 
prodeoDt.  hae: 

MY=^MR.  -r-^  et  My=QF=RQ'  - — =PQ'-. rr? 

lüde  sequitur: 

[MZ .  MX.8mq>]^-  [2AZMXP 
=MR.MV.MY.My.Hm^tp=MRKMV.PQ  .!!fLii^|ifi5L5?; 

vel  A  literis  p,  q»  r  rectae   perpendieulares  e  centro  31  ad  QR, 
PRf  PQ  d^mlssae  notentur: 

qm pszMR.Biua,  q=MR. sinß  et  r^=MV. sing>  esse  debent. 

.  Oimiiain  duatura  ellipsium  areae  at  triangula  a  binis  semi- 
Ijliii^tri«,  coDiqgatis  earum  constituta  se  habeot:  si  tres  polares 
kmc^icas  comug^t'as  PQ,  QR,  £P  easdem  simul  ad  diversas 
i^ffuß»  referamus,  et  literis^,  pi;  q,  q\\  r,  Ti  aut,  periude  at 
Bitifii«.  teriias.rectas  perpendieulares  aut  omnlno  ternas  parallelas, 
i  jfQatrU.ßacom  äd  ßneas  QR,  RP,  /^  demissas  designemus, 
aJ^k^qu^iionepodoinventacoHigimaSj  areas  illarum  ellipsium  qua- 
utas  esse  sicut  producta  p*q*T  ei  px^qi-Vi',  id  qttod  in  hune 
loäiim  ^zprimere  ppssumus : 


Theorema    ]. 


Bioarum  ellipsium  areae  quadratae  sunt  inter  se, 
it  ternoram  segmentorum  producta»  quae»  tribu^rectis 
ineis  uCcunque  datis  parallela,  tater   centia  \ip&^ixk^o& 


[^if  r'ectas  polares  harmonicas  coniugaffas 
ipsia  commuues,  intercipiuntur. 

Hinc  autera,  quoniam  lioeae  PQ,  QU,  HP,  quae  iotersecti- 
■ines  P,  Q,  li  laterum  nppositorum  quadranguü  completi  ABCD 
inter  se  iuiigunl,  i|Uüad  onines  ellipses  per  puncta  A,  B,  C,  H 
transeuntes ,  polare»  tres  harmonicae  coniiigatae  sunt,  sine  ullo 
uegotio  eflicitur: 


T  h  e  u  r  e  Dl  a     '2. 

Inter  omiics  ellipeeB,  per  eudem  ijuattuor  pnnctn 
transeuntes,  eiusarea  minima  erit,  e  cumscentro  si  ad 
eas  lineas,  quae  coraußtoruiii*)  quadranguli  onipleti, 
per  illa  puncta  constituti,  int  crs  ectionea  tres  coniuii- 
gunt,  tna  eegiuenta  datis  quibuslibet  rectis  paralleh 
ducantur,  istoruro  segmentorura  productum  omnium  ml- 
nimnm  esistet. 

Praeterea    constat,  quod  etiam  In  lonio  quarto  „Archiv!  Gn*  J 
nertiani "  geometrice  a  me  nstensuni  est : 


T  U  , 


Oraniuni  eectionum  conicarnm,  per  eadem  quattti 
puncta  transeuntium,  centia  in  aliu»  sectionis  cont 
peripheria   sita   esse,    quae  quadranguli  cnmpleti, 
lila  puncta  constituti,   latera   eex  bifariam  secet  atj 
OnValf"^     -ofaus   orum      eius      res    in  ersec  lon 

Duobus  hlece  theoreniatis  posterioribus  pergpectis, 
oniuia  per  se  patent.  Priaium  enini  aequatio  eius  eectioi 
nicae,  quae  oiunium  elüpsium  quadrangulo  dato  circumscripl 
ceiitra  complectitur ,  quaerenda  et,  quo  facilior  thenrematis  se< 
appitcatio  nat,  ila  conforroanda  erit,  ut  segmenta,  quae  trfi 
luero  e  singulis  buius  sectionis  conicae  punctia  ad  polares 
monicas  comugataä,  illis  ellipj»ibae  communes,  ducuntur,  eit 
coordinatarum  vices  sustineant;  deinde  istiusaequationis  ope  op(l^l 
tebit  productum  trium  illonim  segmeutoruni  per  haec  ipsa  s^ 
menta  variabilia  expriniatur  et  differentiale  eius  ^0  ponatnr;  qufl 
faclO:  assumpiaque  ad  duas  aequationes  ita  ortas  tertia,  quu 
inter  tres  cuiusque  puncti  coordinatas  intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  appareltutit. 


,  Bnei:  vm .  a  le\ii:i>^rrai)hia  iic^'^loila .  ii|iu(l  Uiictium  vel  paliiu 
ralliiRI  Frontinnin,  ijiiRni  ille  «eqiiitur,  <]iiailran^iili  lulua  ha«i  nppnri- 
ttifti,  hie  oinniiKt  iMtora  eins  »ppotita  ilgntficBt  (Chailoa  Geaoh. d.  GcoMji 
mbettetu  t.  SoIiilK'.    |>,  52^.)- 
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$.  *2. 

PonamiM  iffitnr,  esse  Ä,  B,  C,  D  puDcta  quattuor  data^  |)er 
onae  elüpsis  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo,  haec  puncüi  ita 
oebere  ioter  se  collocata  esse,  ut  oüllum  eonim  intra  triangulam 
a  rcfiqius  effectum  cadat.  Sint  porro  P,  Q^  R  intersectiones  co- 
ranstomin  AB  et  CDy  AC  ei  BD,  AD  et  jBC  quadranguii  com- 
pleti,  quod  per  illa  puncta  constituitur;  puncta  J,  G,Ly  IS,  F^H 
medietates  istoram  laterum ,  et  /\ ,  Q^ ,  /^  ea  puncta ,  ubi  lineae 
QRf  PR9  PQ  a  lineis  PA,  QA,  RA  secantur.  Supponitur  autem 
nc,  A  iUnd  esse  e  quattuor  iponctis  A,  B,  C,  D,  quod  intra 
triaBgalam  PQR  se  habet.  Denique  segmenta  PPi ,  QQi ,  RR^ ; 
APi9  AQis  ARi  deinceps  literuiis  pi,  qi,  Vi;  n,  %,  q  desig- 
Mnfar« 

Consentaneom  est,  coordinatarum  munus  eis  segmentis  iniun- 
gne,  qaae  rectis  PPi ,  QQj ,  RRi  parallela  ex  quolibet  puncto 
itqoe  ad  rectas  QR,  PR,  PQ  tendunt,  istaque,  literis  p,  q,  r 
lotenda,  sensu  aut  positivo  aut  negative  accipere,  prout  punctum, 
quod  defininnt,  ex  eadem  parte  iinearum  QP,  PR,  PQ  atque 
angnli  eis  oppositi  P,  Q,  JB,  aut  ex  parte  contraria  siimatur* 
Hoc  aatem  pacto,  notum  est,  inter  cniuslibet  puncti  coordinatas 
kaoc  aeqnanonem  existere: 

^+^+-=1.  (1) 

St  qnoniam  Sectio  conica,  ellipsium  illarum  centra  contineBS, 
Mr  pcDcta  Pf  Q  et  R  meat,  aequationi  igitur  eins  binis  coordi- 
idM^p  et  q,  p  et  r  vel  q  et  r==0  positis  satisfieri  ne^cesse  est; 
pnetmaqoe  quum  omnis  sectio  conica  quinqüe  punctis'  sitis'^atis 
tjk  0001  parte  determinata  sit,  perspicuum  est,  aequationem  istius 
iadioiüs  sie  debere  comparatam  esse: 


u       .  ,  i   .  ■  pq+(ik.pT  +  v,qrss:Oi 


I  i:- 


jU  Ji  «t  V  qoaDtitates  duas  denotant  constantes,    quarum  valores 
§  Womm  adnac  curvae  punctorum  coordinatis  eruendi  sunt. 

■ 
';'■'.  ■    : '     '  ...  .  ^     . 

Coordinatae  p  et  q   omnis  puncti,    quod  ad  rectani  infinitam 
RRi  pertinet;  lifegem  sequuntür  hanc: 

q-^AQi^x' 
«t  d  e  puncto  C  ad  rectam  QB  Unea  CPn^    Uneae  AP^  \^^\ä« 


so 


u.  s.  w.  Die  ersten  Atisdriicke  gelten  für  ein  gerades  n,  also  (S, 
rine  ungerade  Gliederan/.ild ,  oie  zwellen  ITlr' ein  ungerades  w 
r«lao  für  eine  gerade.  Das  Fördernde  dieser  Metfinde  macht  §icl 
f'iiesnnders  klar,  wenn  man  die  Art  hieinit  verf-lciftht ,  wie  Euler 
Diff.  Rechnunc;  2.  Tbl.  §■  1"8- "•  ff-  nnd  nach  ihm  Lacroix,  Calc, 
diff.  et  int.  T.  III.  p.  IW.  u.  ff.  diese  Reihen  behandelt  haben, 
ohne  aufi  den  speciellen  Fällen  heraus  zutreten. 

Die  Gleit^bungen  3.  und  4.  zein;en  den  ZusammenhaDg  znisch^ 
S  (Begriff  der  Summe)  und  A~'  oder  ^*  (erste  negative  Diffe- 
renz oder  Zuzählung)  und  beweisen  dadurch,  dass  beide  nicht 
identisch  sind,  nngleicb  im  einzelnen  Falle  beide  zusammi^n' 
fallen  künnen.  HSußg  wird  A""  durch  S"  bezeichnet,  diesa  thul 
Laplace,  der* auch  Ä~'"=Z"' angibt,  Lacroisuud  auch  Euier, 
Die  Bezeichnung  des  Begriffs  yon  A~""X  durch  S'"X  halte  irli 
nicht  ffir  zwetkraSssig.  Sie  venvisclit  den  Zusamnienbaug,  Jet 
zwischen  A" X  und  S1"'X  herrscht,  beinahe  ganz,  wahrend  die  Be^ 
iteichnuns^  A~"'  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  A~  ^,  nicht 
aber  auf  S"'Afiihrt.  Zu  dem  bat  Laplaee  (Theorie  d  es  proba- 
bi  litis)  sich  nur  mit  der  DarsteHuns  von  Ä  "",  durchaus  aUt 
nicht  mit  Auifindung  von  Summenansiiriicken  (S)  beschäftigt.  j 
Der  Verf.  entwickelt  S.  86.  §.  1.  der  Sumnienrechnung  ii»l 
Begriff  von  Summe  ganz  ricbtiR,  verl-iisst  ihn  aber 'alsbald  wieit«.' 
und  kehrt  zu  dem  gWribnIicben  Begriff  der  „will  kübrl  ichei 
Constante"  zurfick,  der  ihn  dann  zu  folgender  DftTstellung  fiihd: 


\\\t  halten  diese  DeGnition  im  Rückblick  auf  3.  und  4.  nicht  liit 
zweckmässig,  da  ibr  die  nütbigeude  Kralt  des  innern  Zusammen 
hangs  fehlt.  In  dem  Begriffe  der  Summe  (3.  und  4.)  ist  Dicht» 
Witlkübrliches.  Die  Ausdrücke  (A~~^X„  und  ^%..gewühn 
lieh  Constante  genannt)  sind  eben  so  gut  inlegrirende  Theiie  ilc^ 
Summenausdrucks  wie  &~  jr,+i=:£jfn+i  und  ^-•A'n-d.unddalicr 
weder  überhaupt  willkührlich,  noch  enthalten  sie  etwas  Will 
kührliches.  Sie  sind  durch  uiid  durch  bestimmt,  wie  denn  autli 
diese  Bestimmtheit  in  der  Consequenz  der  Theorie  einer  Wisse  nschült 
liegen  muss.  Sogar  für  die  integral- Rechnung  sind  diese  ite- 
merkungen  von  Belang,  wo  der  Begriff  der  Constante  (in 
sondere  bei  dem  bestmimten  Integrale)  wieder  hervortritt, 
denn  überhaupt  derZusammenhang  zwischen  D  i  f f  er  e  n  ze  n  -  und  Di(' 
ferenzialrechnung,  Summenrechnung  und  Integralrecll' 
nung  unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf. 

§.  7. 
Ist  nun  der  Begriff  des  tiummenausdruckes  einer 
Function  gegeben,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Si 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem' 
vielfache  Summen  genannt,  gefiibrt.  Hier  ist  zweieriei 
stimmen:  a)  wie  die  Suminenausdrücke  fiir  sie  gefunden  V 
/')  was  unter  ihnen  zu   denken  sei? 


segmentum  CQi  negatiire  siimeDduin  est  et  91  >  2x  ^    efficitur 

= 7^0' >  indeque,    adhibitis  Uneanini  RC^tt  PC  aequa- 

ibus,  coordinatae  pnncti  C,  Dlaiimm: 

lique  modo  coordinatae  paocti  B: 

P\^  P\^  P\Q      . 

Horani  taodem  valoram  ope  et  adhibita  aequatione  (4)  facili 
otio  iam  linearam  AD,  BC,  AC,  BD,  AB,  CD  medietateb 
puncta  F,  H,  L,  E,  Jy  O  determiDari  possunt.  Procul  dubio 
D  eruot  coordinatae 

puDcti  F: 
.  patictt.Ä:'    "  . 


■.!■■.. 


''~2Vj»i— 2«     qi^»/       *(j»i-2»)(yi— 2*)' 

-_1/'_£ML  +  _£!J_'\  =„ ELiÜ? ; 

'  -  2 1^%«  +  9,  -2*y       *  r,(pi  -2«)  (91-2«) ' 

pnncti  L: 

''-21,"  +  ^r^2iy  -  *  ^r:^2x ' 
1  /         yi*  \  * . 


'  '  I 


r;-  •»■ 


l.'.        ■        •:•■-       ' 


Der  Verf.  behanilelt  zwar  §.  H.  2te  Alilh.  S.  115.  die  vMU 
cbeD  endlichen  Inteerale.  Was  sich  aber  der  Lestr  darunter 
eiriCD  Bei^riff  zu  bilden  habe,  geht  nicht  klar  und  deutlich  her 
Diese  Unbestimmtheit  rauchte  zam  Thell  darin  ihren  Grund  ha 
dass  nicht  zniscbcn  SXn  (Suminenawadruck)  and  ETn  =  Ä-' 
(negativer  Unterschied  einer  Function)  gehörig  unterschieden 
Auf  Seite  117.  ist  z.  B.  für  S'"'fl'=A'"  a'  (vergl.  15.  §.  3.) 
inende  Gleichung  angegeben : 

3.  ^'•"^ a'=^^i^^-t-Q,-t-CiX+...Cn-jX"-\ 

dabei    über   nicht  erörtert,  was  unter  li "  a'   zu   verstehen,   n 
wie  die  „uillkührlichen  Constanten"  Cq,  C„  Ci-...  Cn^t  ^efund« 
werden.     Nach    den     hier     gegebenen    iMittheilungen    er^bt    sie 
aus  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 

6.   Ä"n'—[n+l]„_iO''  +  [»]«-,fl'+*+[«-l],„^,a*+2*. ...«'+"* 
(«S-1)™  ■      n*_i  («*-!)«'    •■■■ 

Auch  Laplace  spricht  (Tb  e  o  ri  e  anal.  d.  probab.  Cha] 
I.Nro.  II.  bei  Darstellung  von  S^^A^"  der  Functionen  von  „wd 
kilhrlicben  Constanten"  dje  man  bei  der  wiederholten  Integration  ge- 
winnt, lüsst  aber  ihren  Beijriff  gleicbfalls'uiienirtert.  Welche  Steil« 
soll  aber  ein  uneriirterter Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen? 
§.  8. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkun^nlH 
den  meinem  Eracbtens  die  Grundlage  fi'ir  die  systematische  Durcl 
fuhrung  einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Il 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gehörige  Material  verarbeite 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  übrige 
Mittel  zur  Sumniirung  der  Reihen  (einfacher  und  zosammei  '' 
setzter),  welche  noch  aus  andern  Zneigen  der  Mathematik 
schafft  werden  können,  Rowie  die  Kritik  der  hiebei  zn  benntzM 
den  Mittel,  wie  Convergenz  der  Reihen  etc.,  welche  der  Verl 
anch  gegeben  hat. 

Ich  hin    nun  weit   entfernt,    die  hier  gegebenen  Andeutnnei 
liir  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nSmIich  die  subjective  An^b 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  für  besser  als  die  eines  Andere 
noch  für  die  einzig  richtige  Auffassungs weise  des  hier  einzuschte 
genden      Systems     zu     hallen.       Doch     glaube    ich ,      dass 
manches  gute,    zur  Aussaat  brauchbare   Korn  und  manchen  V 
zug    vor  der  bisher  befolgten    liehandlungsweise    enthalten,     t 
fahren    nenigstens  einen  Zweig  (Aiif»:tuningen  und  Summ 
der  Reihen  mit    abwechselnden  Zeichen)   in    das  Syst 
rttiÄ    (iberbicfen    die    bisher   angcvendeten   Methoden  an  Braüi 
ntkeit  imd  in  Erzeugung  des  Materials.     Ich  darf  daher  wobt  i 
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Die  Beantwortung  dieser  zwei  Fragen  flüirt  zu  folgende*  Dar- 
stelhaoMn,  die  in  j.73.  und  §.  M).,§.  9t.  meiner  olien  genanntenSciirift 
entwickelt  sind: 

1.  S»X„=(n+l)Ao+nJri  +  (n— i)jr, +-...  + jr. 


5"  JT« = [n-f  l]«-i.  Äff  +  [«Jm-i  A'i  +  [«— l]»»-!  ^  + ...  -ST« 
=A~*'^»4<,— [n+l]o,-iA~  ^0— [w+ljm-a^"  -^i — — — A~"A^m_i 
«.  2.  S»(— )"^,=:¥,— [2]«_, Jr»_,+[3]m_,JC«-a-...db[K+l]»-,J:o 

= b"Jf«»f"i±[«+l  l»-!^  *-^oi:  [«+l]m-aC~*-*i  ••••±^"'■^■•-1 

Die  Form  der  sich  aus  $.  90.  und  §.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
ihren  Summen- AusdrScken  ist 

= (n+l)A-'  A'»+i-A-*^»4.i+ £r*Xo, 
^+[2]»^i  +  [3]a^+[4],jr3....[«+l]a.X„ 

=[»+l],Ä-'  -X,+i  -  [n  +  l]i  A-*^„+,  +  A-»  A^»+,  -  A-*  ATo . 

-*0  +  [2]""-I  -*i  +  [3]m-i  ifj H-[4]m-i  J^8-[»  + 1]"»-!  Xn 

=ln+l]m-xA~  ^n+i— [n+l]m-8A~    Jf»fi  ... 

...(_)m- iA-"jf„+,  (_;«A-"  Ao ; 
4.  Jli,-[2]»_iJri  +  £3]»_iAa-[4]^,^s....i:[7j+l]„_iJ:„ 

Hienni8tlg]^»^y+^;^»^,|;y-^^  •   Die  in  1.  und  2.  ange- 

gebenen  Summen-Aufidrücke  enthalten  so  viele  Constanten  (wenn 
roan  diesen  Ausdruck  gebrauchen  tvill)  als  die  Wiederholung  der 
Somnenrecbnung  verlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  ^ine 
Constante. 

4* 


Der  Verf.  behandelt  zwar  g.  8.  2te  Abth.  S.  US.   die  räll 
eben  endlichen  Integrale.     Was  sich  aber  der  Leser  darunter  ' 
einen  Ue<;riff  zu  bilden  halte,  geht  nicht  klar  und    deutlich  bi 
Diese  Unbestimmtheit  m5chte  zum  Tbeil  darin  ihren  Grund  ' 
dass  nicht  zwischen  SX„  (Sumraenansdrurl;)  und  E^n  =  A-' 
(negativer   Unterschied   einer  Function)  gehörig   unlerschieden 
Auf  Seite  117.  ist  ?..  B.  f.ir  Z""fl'=A"'  a*  (vergl.  15.  $■  3.)    ft 
gende  Gleichung  angegeben: 


,  S'"' 


-(«^-1)' 


+  Cu  +  C,3-  +  ...C«-iar"-' 


dabei  aber  nicht  erürtert,  was  unter  Z "  a'  zu  verstehen,  n 
wie  die  „willkübrlichen  Constanten"  Cq,  C,,  C^—Ch-i  gefuD 
werden.  Nach  den  hier  gesehenen  Mlttheilungen  ereibt  i 
aus  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  nnverzüglicb 


6.    S-a'=[w +!],„. 


'  +  [»]™^,"'+H[«-1]m-,a'+^*....o'H 
—        „A_l  (n*— 1)»       ■" 


(n+l)a' 


Auch  Laplace  spricht  (Theorie  ; 
I.  Nrn.  II.  bei  Darstellung  von  2""= A"™ 
kiihrlichen  Constanten"  die  i 

:,  lässt  aber  ihren  Bei^riff  gleTchfalls'un 


I.  d.  probal 
■  Functionen  v 


soll  aber 


ri'irterler  Begriff  ii 


i  Syatei 


tehmeit  ? 


Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkungen  bl 
den  meines  Erachtens  die  Grundlage  l'iir  die  systematische  Durcl 
rfibrung  einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen,  li 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gebörii;e  Material  verarbeite 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  flbrigl 
Mittel  zur  Summlrung  der  Reihen  (einfacher  und  znsammenei 
letzter),  welche  noch  ans  andern  Zweigen  der  Mathematik  Di 
schafft  werden  können,  sowie  die  Kritik  der  biebei  zu  benatzw 
den  Mittel,  wie  Convergenz  der  Keiben  elc,  welche  der  Ver 
aneh  gestehen  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutni^e 
dir  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nämlich  die  subjective  Anfiel 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  für  besser  als  die  eines  Anden 
noch  für  die  einzig  richtige  Au ffassungs weise  des  hier  einiuschti 
genden  Systems  zu  halten.  Doch  glaube  ich ,  dass  ei 
manches  gute,  zur  Aussaat  liranchbare  Korn  und  manchen  Voi 
zug  vor  <]er  bisher  belo|[>ten  Behandlnngsweise  enthalten.  S! 
fähren  wenigstens  einen  Zweig  (Aufstufiingen  und  Summe 
der  Iteiben  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  Syst« 
und  (iberbioten  die  bisher  angewendeten  Methoden  an  Braücl 
baikeit  und  in  Erzeugung  des  Materials.     Ich  darf  daher  wohl  dl 
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Ueberzeueung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
io  Handhabung  des  Calculs,  eine  gehaltreichere  Schritt  dem 
Publicum  übergeben  hätte,  wenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
gemeinem Ansicht  in  Durchführung  der  D  i f fer e nzen-  und  8um- 
menrechnung  ausgegangen  wäre,  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknüpft  hatte,  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  anderen  Schrift- 
stellern eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grund- 
zflge  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
sicht, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
ein  leeres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nothig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gefördert  werden.  Die  vorliegende  Schrift  soll  als  Compendium 
nbr  akademische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
hiebei  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
und  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
einen  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  aus  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachträglich,  ausser  den 
in  §.  3.  angegebenen  f  aufzunehmen: 

S.  19Z.12.  V.  o.  A«Sina;=+(2Sin|A)«Cos(a:+~) 

statt  (2Sin|^A)»Sin(ar+~Y 
S.  178  Z.  13.  V.  o.  ^±^«  statt  '^i^*. 

X       "  X 


I 


r 


I,   qa,    rn:    pd ,   f/d ,  ro;    pa,  qd,   rr.  nt /mI^'!'. ^a , 
iiittiior  [Miiictis  ((,  il ,  fi.  <'  iniicurr^eie. 


«■  "■ 

E  mutuo  situ  punctorum  P,  L,  R,  J,  Q  et  G,  F,  E.. 
cuncta  in  eadeni  sectione  coaica  sunt,  condudere  licet,  ,.. 
quini|ue  ad  tinum  eundenique ,  tria  reliqua  ad  alteruni  curvae 
muRt  pertinere,  ipsainque  igitur  ex  byperbolaruin  geuere  eusi 
Nam  ex  illts  nidlum  intra  triaiigula  per  quattuor  reliqua  constitutt 
fiadit;  at  contra,  quoties  ex  iisdem  quinque  piinctiti  aut  quattnor, 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  utio,  vel  duobus,  vel  tribug  e 
poBtefioribus  coniunxeris,  nova  quaeque  baec  quinque  puiicta  gle 
dispositn  erunt,  ut  saiteni  uduui  eorum  in  aliquo  Iriaogulo  per  re- 
liqua constituto  includatur. 

Istinc  seqoifiir,  chordam  PG  et  reotam  pd,  quae  illi  paril- 
lela  est,  ntrumque  curvae  rainum  perscindere ,  ideoque  illud  puD- 
ctuni,  ubi  ramus  PHQ  a  linea  jnl  secatur,  inter  puncta  p  et  i 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apab  siilum  bunc  poslerioren 
raitiuni  secare,  duanimque  inlersectionum  altoram  a  dextra,  alte* 
ram  a  laeva  parte  puncti  p  iacere.  Ergo  manilestum  est.  aogil- 
lum  upd,  qui  per  aeymptotad  pa,  in  contrariam  partem  prolonga- 
tarn,  et  pti  rurmatur,  totuin  i  e.  inde  ah  altero  usque  ad  alteruni 
cruis,  per  aliquem  va.\ai  PRQ  arcum  praesepiri,  proptercaque  buui' 
ipsuiu  arcum  atque  eum  hyperbolae  Sr^Pq^  ramum,  qui  in  en 
(lern  angulo  estenditur,  quia  inlinitus  esi  et  punctum  f/n  ,  a  curia 
PRQ  iiiclusum,  coQtiaet,  in  duobu»  ee  inviceni  punctis  P  et  y 
perscindere. 

Quodi^i  tandem  tntius  byperbolae  Sti  Ptfn  cursum ,  quatenus 
ad  asymptotatu  apab  iuclinutur,  inde  a  punctis  i/n  et  P  usque  *il 
punctum  eins  inliiiite  remntum  atque  islinc,  ad  alterum  ramum 
traiecti,  rursus  usq^ue  ad  punctum  S,  raenle  prosequimur ,  ratti" 
illam  in  P  ab  interiore  ad  ezleriorem  rami  PQK  partem  trani>nii- 
^antem,  modu  ab  exteriore  ad  interiorem  reversam  videmus,  iil 
quod  lieri  non  potest,  nisi  eundem  ramum  in  novo  puncto  /£  per- 
rumpat. 

Ex  bis  apparet,  hyperliolas  Sr,  Pqn  et  PKQGE  reverati«««^ 
inviceni  in  tribus  punctis  /*,  JV  et  K,  et  ob  eam  ipsam  caussum 
etiam  in  quarto  al  penetrare;  quud  vero  de  una  hy]ierbolarun) 
Sri/%,,'  '^A^ii  ^t  •^Vi^iPii  demonstratura  est,  idem  sine  dnliio 
de  refitjuis  quoque  valet.  Atque  isjitur  uuncta  illu,  quae  supra  Iri- 
bus  iatiH  hyperbolis  cum  hyperbota  PRQGE  communia  esse  diii- 
ntos,  haud  ßctitia  sunt  sive  ima^inaria  putanda,  sed  revera  exr- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  numera  non  esse,  ipsa  ligiira 
docet.  Nimirum  duo,  iV  et  K,  ad  ramum  PRQ,  tertium  veco,  M. 
äoluni  ad  alterum  curvae  ramum  GFE  pertinent. 


X     _ 
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-9.8. 

EtiamnuDc'siiperest,  ut  naturam  sectionum  conicarum,  quae 
([jlidrangulo  ABCD  circumscriptae  centris  M^  N  et  AT  utuntur, 
ivestigemus.  Ad  parabolaruni  quidem  genus  eas  non  pertinere, 
ertam  est;  Dam  ilia  centra  loca  tinita  obtinent;  utrum  autem  ellip- 
ibos  an  hyperbolis,  et  quaenam  qaibusiiam ,  adnumerandae  siht, 
to€  ex  sequentibus  diiudicarl  poterit: 

Omnis '  pnncti  polaris  harmonica,  prout  illud  extra  vel  intra 
urvani  se  habet,  ad  ellipsin  relata  aut  eam  secat  et  inter  ceii- 
ram  eius  atque  illud  ipsum  punctum  migrat,  aut  extrinsecas  et 
b  eadem  centri  parte  atque  illud  punctum  existit;  ad  hyperbolam 
ero  relata  aut  curvam  secat  et  e  contraria  centri  parte  atque  po- 
IS  suus  iacet,  aut  non  secat  et  inter  centrum  curvae  et  polum 
aom  transit 

Qaae  quum  ita  sint,  puncta  N  ei  K  ellipsium  centra,  per  A, 
?,  C>  D  meaotiuro,  esse  non  possunt.  Nam  lineae  QR»  PR, 
^Q  piüictorum  P,  Q,  R  polares  harmonicae  sunt  respectu  om- 
imn  sectionum  conicarum,  quae  per  A,  ß,  C,  D  transeunt; 
eqne  tarnen  QR  aut  inter  puncta  P  et  N,  aut  ab  eadem  parte 
en^  N  atque  P  se  habet;  eademque  rectae  PR  et  punctoium 
}  et  IC  ratio  est.  Ex  contrario  autem  neque  centrum  M  ad  hy- 
«rbolam  potest  referri;  quia,  hoc  si  fieret>  recta  QR,  quum  inter 
'  et  ^  intercedaty  tota  extra  curvam  caderet,  ergo  PR,  extern! 
Mocti  Q  polaris  harmonlca,  ultra  Q  et  M  dimoveretur;  id  quod 
bsordam'  est  Persuasum  igitur  habemus,  ilH  ellipseös  •  N  et  K 
Inaitim  hyperbolarum  centra  esse.  Neque  vero,  quid  istae  qui- 
lern  hie  sioi  velint,  latere  poterit,  dum  ad  originem  aequationis 
D)  reffrediamur.  Etenim  quum  expressio  MZ.MX.sXntp,  quae  §.  1. 
mveBit,  in  hyperbola  triangulum,  ambabus  asyfdptotis  et  tangenti 
idlibet  interiecmm  signi6cet,  perspicuum^  est,  triangulum  istud  in 
InboB  illis  hyperbolis  omnium  minimum  esse. 

Fieri  denique  potest,  ut  hyperbolarum  SriPqn^SpiQriiSqiRpii 
nt  Qkia  ant  tres  ad  duarum  rectarum  systeroata  redigantur.  Quoci 
i  enim  aut 

Pl  M     ^  4.PI  I      ^  *Vl  I     * 

^z=:4--i  aut^-^=+— j  aut— =+  — 
qi     —  K  n       ~  Q  ri      -Q 

NrteUit»  vel,  qnod  eodem  redit,  si  aut  rectarunx  BC  et  AD,  aut 
Üi  et  AD,  aut  AB  ei  CD  una  per  alteram  in  partes  aequales 
teeetar,  aeqnationes  (IX)  singulae  in  binas  hasce  simpliciores 
llBsolvpntiir: 

3(pxi:q^)=^Pi^  et  p7i^q7C=0; 
^^(pQi:r7t)z=zpj^Q  et  pQ^r7r=zO; 
3(^^J:rx)  — 9^^^  et    qQ^rK=0. 

Theil  XIII.  5 
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Ex.  gr.  si  ex  Ulis  sex  conditionibiis  eam ,  qiiae  sola  ad  igona 
nostram  quadrat,  atlmittimus,  videlicet  ut  ^-=;j^  evadat,  sWent 
recta  BC  per  AD  hifariam  secetur,  erit: 

^{p%  ■{■  qn)=ipi%  et  pK — q7tz=z0; . 

unde/  assumptis  aequationibns.  (I)  et  (II),   centronim  iV,  #f  «t  Ä 
coordinatae  efficiuntur  hae : 

pnncti  N: 
puncti  A^: 

/»= ö-^  (9-  Ve*+2<r,-e)-^ ; 


et  puncti  3J: 


j  r  —  p 


Sub    illa  igittir    conditione    ceutrum  ellipseos  quaesUae   t^'* 
puncto  F  conftinditur 


§.9. 


j»    r. 

.r 


Totius  iam  disquisitionis  nostrae  haec  fere  summB  erit 


Theorema    4. 


Si  in  quadrangulo  conipleto  per  centrum  gravitatll 
eius  trianguli,  quod  coraustorum   intersectionibus  dt^j 
•  tierminatur,   tres  rectae  lateribus  parallelae  ducantir»i 

rrlnio:  unicuique  parailelograniniorum,    quae  sie  orivi^j 
ur,  hyperbola  circumscribi  poterit,   cuius  asymptotaaj 
corau8tis>    in    ipsa    curva  •  coneurrentibus,   parallelr^ 
•int;    deinde:  tres   istae  hyperbolae  praeter  gravitai 
cenlmm  per   nova  tria   eadomque   puncta   transibsi 
•t  ea  'quidem  pancta  simul    in  quarta    hyperbola  sl 
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evant,  qaa^  eoraustorainquadranguli  et  medietates  et 

laterasetinnea   complectitur;  denique»  id  quod  gravlBAimum 

est:  ai    qnattuor  puncta,   quibüa  quadrangulam  eonsti- 

taitar'y  ita  disposita  fuerint,  ut  nulluni  eorum  intratri- 

angnlum  a  reliquis  eff'ectum  cadat,   unum  e   tribus  illis 

panctisy  quod  intra  ipsum  quadranguhim  est,    centrum 

erit  ellipseos,  omniuni,  quae  huic  quadrangulo  circum- 

scribi  poesunt,  mininiae;  et  duo  refiqua  duaruni  hyper- 

bolarom^eidem  quadrangulo  circumscriptarum^  centra 

erant,   in  qaibus    triangula>   inter   asyraptotas   et   tan- 

^ente«  quaalibet  interiect^i^,  omnium  minima  et  ofo  eam 

ipsam  caussam  inter  se  aequalia  existent. 


T  h  e  o  r  e  m  a    5. 

Quodsi  in  quadrangulo  simplici  una  diagonalium 
per  alteram  bifariani  secetur»  inter  onines  ellipses,  ei 
quadrangulo  circumscriptas,  illa  minima  erit,  cuius 
centrum  medietateni  diagonal»«  inaequaliter  dlvisae 
obtinuerit. 


§.  10. 

niust.  Anger  US  problematis  nostri  inventionem  ad  resolutio- 
nenn  aequationis  cubicae  redegit  atque  ita  ellipsin  quaesitam  per 
Dimieros  irrationales  sive  per  appropinquationem  determinavit. 
NMtrae  solutionis  similis  ratio  est,  tantum  quod  dnarum  hyper- 
bolamm  intersectione  machinamur ,  quod  ille  duarum  radicum  cubi- 
cvua  extractione  efficit.  Quanto  autem  facilior  illa  geometrica 
descriptio  numerorum  ista  computatione  evadat,  praesertim  si  ab 
iiiHIo  ellipsis  non  computari  sed  delineari  lussa  fuerit,  facile  ex 
eo  perspicitur,  quod  ad  inveniendam  illara  intersectionem  perpau- 
ds  duntaxat  punctis  determinatis  opus  est.  Nam  quum  is  byper- 
bolae  SqiRpii  raraus,  qui  punctum  JU  continet,  inter  rectas  AD 
et  rd  porrigatur  oporteat,  et  quuni  eiusdem  hyperbolae  curvatuca 
prope  centram  M  satis  exigua  sit,  totum  negotium  in  eo  consi- 
stety  ut  hyperboUe  PRQGE  ea  particula,  quae  inter  F  punctum 
et  rectam  rd  interiacet,  punctatim  describatur,  et  praeterea  duo 
puncta  hyperbolae  Sq^  Rp^\  sive  Sri  ^9ii»  '^Pi  Q^ii>  quae  in  ea 
regioue  sunt,  per  rectam  lineam  coniungantur. 


A  n  n  o  t  a  t  i  o. 


-  Quum  in  comparatione  problematum  sibi  invicem  cognatorum 
Mritom  saepe  utilitatis  Insit,  haud  abs  re  puto,  alterius  quoque 
Uns»  de  quo  initio  mentionem  feci,  problematis  Solutionen!,  quod 
miUKi,  adbuc  incognitam  proponere,    cuius  rationes  vel  e  theore* 

5* 


niate  1.,  quocl  siiiira  demonstravimus ,  vel  ex  iis,  quae  ClxriR. 
GauBB  iti  Zachii  „Mauatl.  Curresp.  Angusl.  1810.  p.  1H 
— 121"  de  eodem  problemate  duciiit ,  repetemlae  annt: 


T  fa  e  o  r  e  m  3. 

Si  in  quadrilatero  coiiijdeto  super  trlbiis  fiegmenlis ,  (pu/i 
trium  diagnnalium  medietates  coiiiuni^iint ,  totidem  triangiila  ae<)i)i' 
latera  ericaiitur,  circulus,,  qui  per  gravitatia  centra  istorura  triaa- 
gulorum  traii&it,  fectani.  medietatea  illas  continenlem  in  duobos 
jianctis  secat,  quorum  alterum  ellipseos  centmm  est,  inter  omne« 
illt  quadrilatero  inscriptas  masimae,  alterum  hyperbolae,  eideio 
quadrilatero  InHcriptae,  cuius  inter  asyniiitntaH  et  tangenteni  quan)- 
libct  triangiiliim  omniiim  maximiini  intercipitur. 


IV. 

lieber  das  Rationalmachen  von  IVen- 

nern  mit  nnbeHtimmt  vielen  Irrational 

Icn  Olledern. 

Herrn   Doclor  E.    W.    Grebe, 

laiultelircr  zu  Casüci. 


Da*  Rationalmache»  solcher  Nenner,  in  welchem  lauter  irralio- 
nale  QuaihntiBUTieln  entweder  allein  oder  in  Geselltcfiaß  mH! 
!  rationalen   Autdrucke    ah  Glieder  vorkommen. 

Man  behandtK  in  den  Elementen  zum  Zwecke  des  Ratit 
tnacbens  gewühulith  nur  Nenner  von  den  Formeu  a+fiVfi 
m^A±OVB,  und  wendet  dabei tlen  beljannten  Satx  Fon  dem 


Kte  der  Summe  uiiil  Diffetenz  an.  Die  Uemeikung  liegt  dann 
niclit  feTu,  dass  man  durch  wiederholte  Ann-endun^  dieses  Satzes 
aoch  Nenner  bis  zu  den  Formen  (i  +  öVä +c Vt'  +  */Vü  und 
<iV^+6V^ß+c\^C+dV"ü  — es  »ird  nicht  iiOthig  ets«  hei  neu,  hier 
und  in»  Folgenden  stets  das  doppelte  Zeichen  zwischen  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  setzen  —  latiunal  zu  machen  im  Stande  ist. 
Hat  man  nun  aher  schon  die  Form  a+6V"5fcVCfrfVfl+cV£. 
so  erhält  man,  wenn  nicht  durch  den  spozicllen  Werth  der  ge- 
brauchten Buchstaben  eine  Vereinfachung  eintritt,  im  gänstigFtteii  - 
Fall  Mieder  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  und  Gliederzahl, 
und  man  verzweifelt  an  dem  Gelingen  der  Arbeit.  Und  doch  zeigt 
eine  genauere  Betrachtung,  dass  das  ßationalmachen  auch  bei 
dieser  und  jeder  grossem  Anzahl  von  Gliedern  immer  noch  mCg- 
lieh  ist. 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  in  Hern  Ausdrucke 


Hc  gebrauchten  grossen  Buchstaben    keinen  quadratischen  Factor 

Tbeht  enlhulteii,  und  nfit  ß,  y,  S,  e,  £', ,    von  denen   dasselbe 

gelten  soll,  und  ausserdem  noch  vorausgesetzt  werden  mag,  dass 
Iceine  zwei  dieser  Elemente  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
entweder  identisch  oder  durch  Multipiication  aus  mehreren  vou 
ihnen  zusammengesetzt  seien.  Es  ist  dann  klar,  dass  der  eben 
hingestellte  Ausdruck  ein  besonderer  Fall  von  einem  andern  sein  - 
■tmss,  welcher,  wenn  ivir  uns  z.  B.  auf  drei  Elemente  heschran- 
keo,  ausser  dem  rationalen  Gliede  noch  Glieder  mit  V^^^  V^yi 
VS,  ViSj-,  V^^,  Vyd  und  'tffß  haben,  im  Allgemeinen  abtr 
als  Radicanden  sämmtlicbe  Unionen,  Binionen,  Ternlunen  u.  s.  w. 
ohne  Wiederholung  bis  zu  dem  Product  sämmtlicher  vorhande- 
Reo  Elemente  aufluhren  würde.  Wir  betrachten  einen  solchen' 
Altsdruck.  wie  den  zuletzt  gedachten  etwas  nSher.  Derselbe  tuifn 
offenbar  die  Eigenschali,  dass  wenn  er  mit  einem  oder  mehreren 
anderen  Ausdrücken,  die  sich  von  ihm  nur  durch  den  besonderen 
Werth  des  rationalen  Gliedes  und  der  CoefQcienten  der  irrationa-  ' 
len  Glieder  unterscheiden,  multinlicirt  wird,  immer  wieder  Aus- 
irficke  von  derselben  Form  und  Gliederzahl  zum  Vorschein  kom- 
men. Die  Anzahl'  der  Glieder  eines  solchen  Ausdrucks  betrSgt 
tber  bei  n  Elementen  ' 

*+l  +      1.-2      +         l.'i.3         +-^-^rt'.... 

»der,  da  dieses  die  BinomialcoelTicienten  der  nten  Potenz  sind, 
!■.  Einen  rational  zu  machenden  Nenner  mit  lauter  Quadratwur- 
lebi  können  wir  also  immer,  wenn  wir  in  den  Radicanden  n  EIc- 
oente  unterschieden  haben,  ilnrch  Einführung  der  Null  als  ratio, 
lales  Glied  oder  als  CoefHcient  eines  oder  mehrerer  irrationaler 
u  einem  2"gliederigen  Ausdrucke  vervollständigen,  und  es  han- 
lelt  sich  mitbin  jetzt  nur  um  das  Rationalmachen  dieses  lelzfe- 
Sondern  wir   ein  Element,    etwa  ß,    von  den  w— 1  übrigen 
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Elementen  ab;  so  Reilingen  diese  letetereo  Tiir  sich  nur  einrii 
2"-*glie«!enBcii  Aii»<lrui:k,  welcher  mit  3i  lic-teiehnet  Merde.  Dns 
Element  ß  kommt  iildo  in  den  2"-»  ülirii^en  tiliedem  vor,  und  «luis 
Aggregat  dieser  liisst  sii-h  durch  iVV^jÜ,  der  i;anEe  2" gliedefiKe 
Ausdruck  also  durch  1^  \-ß/VT  itaTstellen.  Erweitert  man  nun 
den  gegebencnHnich  mit  ü/— JVV?,  ■*<»  erhält  man  als  nenen 
Nenner  JV^—IV^ß,  «elcher  nffenhar  nur  2"-'{!liederin  sein  kann. 
Ebenso  wie  man  sich  au«  einem  "^''gliederigeii  Nennet  einen 
"5"- •  gl i eiterigen  verschafft  hat,  gelammt  man  mm  weiter  von  diesem  J 
zu  einem  2"-'^liederigen,  und  hei  ijehiiriger  Fortselenng  zaletst  von  I 
einem  zweigliedrigen  Nenner   zu  einem  rationalen.  I 


el. 


I   Bm 


4-2-aV^-i— 4QV6  4-'.i!1V^iO+liVi5— loVaö 
7V2— 3  V"5— S  Vt.  f2  V"iÖ+V3Ö 

vurerelegt,  der  so  umcefornit  werden  soll,  dass  sei u  Nenner  rnti- 
onal  wird.  Da  in  dem  vorgelegten  Nenner  nur  -die  Zahlen  3.  3 
und  5  als  Elemente  der  Kadicanden  vorkommen,  so  würde  der- 
selhe  bis  auf  acht  Glieder  vvrvollslikndigt 


lauten.  Sondort  man  die  Glieder, 
von  den  übrigen  ab,   »o  kann  mar 


lebe  den  Factor  V  5     halicn. 
;n  Nenner  auch  scbrcibca! 


(7V2-5  V"6)f  (— 3+2  V"ä+V"6)  VI . 

Erweitert  man  nun  drin  ganzen  Grnch  mit  der  dieser  Summe  enl-  , 
sprechenden  Differenz  und  redncirt,    so  erbfilt  man 

8«2+63tlV^2— 540V3+1Q80V5-4MV^B-1SQVTÖ— 266V"15- 
I33+G0\^2— 180V"3+30\^6 

Erweitert    man    abermals    mit    (!33+60  V2)  +  (180— 30V^''i 
so  kommt 


195316+ 101307  V^  +  I55422V1S—  IBHTüPV^ 
—77711 +84360  V"ä 

und  wenn  man  diesen  Bruch  abermals  mit  77711  +  84360  V  5  eri 
tert;  so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  Nenner,  der  ttich  d' 
leicht  zu  dem  Endresultat 


4  +  3V^_2V"^I5 


umwandeln  lääsl. 


E»  iiit  alitiii'htKch  in  (Itiiii  Bii^lieri{;t'M  xiierst  SBKc>si  wm 
(IuhS  »um  Kalinitulumcheii  eines  Nenners  ptit  lauter  Qiirvilriitniir- 
zeln  i)er  Salx  von  «lern  Pruilucle  der  Suiiiine  und  Uifferenz  allein 
jsvhoii  hin  reicht.  Doch  tvfirile  niari  nnch  liier  durch  ein  Verfuh- 
ren von  all<!eRieiner  Anirendburkeit  huheii  zum  Ziel  geluni^en  kiln- 
neu,  nfindich  durch  die  IVIethndc  der  unheatimmten  Cneriicienten. 
Halle  man  fiii  das  Be^choiic  lleUpiel  an^eiioniinen ,  der  Werth 
de»  vorgelegten  Bruche  sei 

und  liülte  man  nun  diesen  Ausdruck  mit  dom  Nenner  miiltiplicirt; 
sn  würde  man  wieder  r.a  acht  Glioilern  gelangt  sein ,  die  iiiun  mit 
dum  vorgelcgicn  Zähler  bültti  vcrj^leiohcn  kömien.  Es  »ilrdefich 
mich  ilanii  ergclien  haben: 


Untere  Aufgabe  in  ihrer  Atigemeinheil  mit  der  eiiiziffeii  betchr&n- 

kentien  Bedingung ,  dass  die  Wurzelexponenten  der   vorlcnmmeu- 

dtn  irrationalett  Glieder  rational  seien. 

n  der  Form 

V 

p\R.  sind,  und  gestatten  wir  nur  rationale  Werthe  für  den  Wur- 
zelexponenten f/;  80  können  wir  durch  hekanrito  Umformungen  et- 
waige ne^atit'e  und  gebrochene  Wurzelexponenten  beseitigen,  und 
wir  brauchen  demnach  unsere  Betrachtungen  nur  auf  gniiKe  |ioei- 
tive  Wunelexpanenteo  zu  erstrecken.  Sind  ferner  die  in  demsel- 
ben Nenner  vorkommenden  Wureelexponenteu  alle  oder  doch  zum 
Theil  ungleich;  so  künnen  nir  wieder  so  umivandeln,  dass  ein 
üher^dl  gleicher  Wurzelexponent  entsteht,  der  ileni  kleinsten  Üi- 
vtduus  der  früheren  Exponenten  entspricht.  Ist  dieses  alles  ge- 
schehen, so  sei  unser  Nemier 


a  +  6  \''fl  +  c  VT  h(^V^  +  eV£+/^V"i''-f 

Legen  wir  anch  hier   den  Buchstaben  ß,  y,  6,  t,  £,....  eine  ähn- 
liche Bedeutung  wie  oben  hei,    nur  mit  dem  Ünters-^hiede ,    dass 
'-^tzt  jeder  der  Buchstaben    U ,  C,  D,  E,  F,....    auch  die  Poten- 

von    ß,  y,  S,  i,  t, itis  zur  (m— l)ten  Potenz  einschliess- 

als    Factoren    enthalten  darf;    so  ISsst  sich  auch  hier  wieder 

lupten,    der  rational   zu  machende  Neuner  sei  ein  besonderer 

pTerth  eines  allgemeinen  Ausdrucks,  der  die  Eigenschaft  hat,  mit 

Ausdrücken  denselben  Art  multiplicirt  jedesmal  wieder  nur 
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AiuMlrficka  von  ilersellien  Beschaffeoheit  und  GKederxaU  hnwt- 
zabriofcen.  Die  fragliche  Gliederzahl  ist  aber  eben  so  growij  'ab 
die  ZabI  der  Glieder  in  der  Eiitwickelung  des  Produets 

also  flDr  n  Elemente  =zm*.  Die  Regel  für  da«  Ratiooalniacheii  dci 
gegebenen  Nennend  iKt  nun  die,  das»  man  sich  deo  erronlerliclMi 
m* gliederigen  Ausdruck  mit  unbestimmten  Coefficienten  bilde,  der 
selbes  mit  dem  Nenner  multiplicire  und  das  Product,  welche! 
ebenfalls  m"  gliederig  seinniu^s,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Fad« 
des  letzteren,  wozu  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  ZaUl 
nehmen  kann,   vergleiche. 

Beispiel.    Man  soll  den  Nenner  des  Bruchs 

1 

*t  ^ 

l+V^2  +  V"3 
rational  machen.    Klan  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 

«  <|  9  9  9  • 

3.3 

+xs\ris-^xgVM. 


Multipücirt    man    diesen   Ausdruck    mit    ]  -f  V^-f  V3    und-  setzt 
das  Prodiict  gleich  1;  so  erhält  man  die  neun  Gleichungen 

0:1+20:4  +  30:5=1, 
^2+  ^1  +3o:8=0, 
x^  +  2a:r  +  a:i  =  0, 
0:4+  0:2  +  80:9=0, 
o-5  +  2o-»+  0:3=0, 

^6  +    ^3  +    ^2  =  0, 

^r+  -2^6+  5:4=0, 

^8+    ^6  +   ^6=0, 
*^9  +    *^8    +    *^7  ■~"  ^  ' 

nus  welchen   folgt: 


Ti—  — 3 


Jt2 

•^3 


+3 


=  0 


0:4  — ^ 


av 


4 

1 
+  3 


0«  =  — 


3 
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• , 


^^8  =  0 

^  Der  vorgelegte  Brach  ist  also  an  Werth  gleich  dem  Ausdrucke 

tia  13  13  13  13  13 

eder  dem  Bruche 


'  . 


V. 


Betrachtungr  zweier  besonderen  Ar- 
ten Yon  d^letcbiingren  und  ibre  Anwen- 
tfiinff  zur  Herleitunf?  der  Haupturlei- 
^anircn   der  ebenen  Trifronometrie' 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in   Galisien. 


1. 


Es  wäre  wfinschenswerth,    dass  die  Lehrbücher  der  Algebra 
.  stäche  in  der  Anwendung  häufiger  vorkommende  ausgezeichnete 
Aften  von  Gleichungen    allgemein    und    umständlich    erforschen 


mSftblen,    damit   die  Ergebnisse  in  der  Folge   »n  ileii  ge 
Stellen    sogleicii    vorttieiThaft    iieuutzt  wenlen    künnlen. 
dies  meine,  wird  aus  dem  Folgenden  völlig  klar  »erden. 


A.     Be^rachtu 


'S  fi 


r  (t leii;hitnt;en. 


Ue  kenntlich  h  eis  st  ein  algebraischer  Ausdruck,  der  mehrere 
CrüHsen  A,  B,  C,...  derselben  Art  «nthült,  sieichartig  (hn- 
niogen),  wenn  alle  seine  Glieder  die  nämliche  AbmeBSung  (Di- 
mension), d.  i.  einerlei  Summe  der  Exponenten  der  in  je  einem 
tiliede  vorkommenden  solchen  Grossen,  haben;  und  man  nenn! 
diesen  Ausdruck  von  der  so  vielten  Abmessung,  aU  «tiese 
Summe  angiebt  Eine  Gleichung  ist  gleichartig,  wenn  ihre 
beiden  Thede  sowohl  einzeln  als  auch  unter  sich  gleichartig  sinil. 


Lehrsat 
chung  vurk 
Art  uroport 
liehen  oder 


Sind    die 


.  si; 


ihn 


proport^o 


:  le 


siebartigen    Glei- 
C,    C,...    deTselben 

lieh 


Grössen   durch 


Beweis.     Selen  erstlich  wenigstens  die  Grüssen  der  zwei- 
ten   Art  Zahlen,    und   sei   der    Quotient  A:a=Q,    so  ist  aucli 
B-.b^Q,  C:c=Q,...,  und  Q  ist  eine  Grösse  der  n «ml ich en  Gat- 
tung wie  A,  B,  C...   so  wie  auch  A  =  aQ,  B=^bQ,-C=cQ,.. 
Ersetzt  man  nun  in  der  ersten  Gletchong  die  Grilssen  A,  B,  C,... 
durch  die  Producte  aQ,  ÖQ,  cQ,...,  und  führt  man  die  Rechnun- 
gen mit  ihnen  —  je  nachdem  es  angeht  —  wirklich  oder  nur  cmn- 
biiiatociscb  ^syraboliseb)  aus;  so  mus»  in  beiden  Theilen  derGkt- 
chung  diejenige  Poteni  von  Q  als  gemeinschaftlicher  FBctor  aller  j 
(illeder  heraustreten,  als  von  welcher  Abiucssung  sämmtliche Glte-  I 
der,  also  auch  beide  Gleichungatheile  sind.     Danach  fallt  nun  die-  J 
ser  gemeinsame  Factor  aus    der  Glelcbun;^   heraus,     und 
Stellen    der  Grössen    A,  B,  C,...  sind  die  ihnen  proportionirten  I 
Zahlen    a,  b,  c,....  getreten.     Wäre  die  Gleichung  insbesondere  I 
ton    der  nullten  Abmessung,    so    wGrde  dieser  Factor  sehol 
aus  jedem  einzelnen  Gliede  herausfallen. 

Da  blebei  auch  A:Q=n,  B:Q=b.  C:Q=e,...  ist,  so  a 
ri,  b,  c,  die  Zahlwerthe  (Werth-  oder  Masszahkn)  der  Grü 
A,  B,  C—  in  Bezug  auf  Q  als'  Masseinheit  dieser  Grussä 
gatlung.  Mitbin  ist  es  gestattet,  in  jeder  gleichartigen  Gleichd 
äie  vorkommenden  Grössen  durch  ihre  Werthzahleu  zu  erseb 
Dann  aber  ist  es  —  weil  der  Rückschritt,  »eiiigstens  bei  con 
natofischef  Rechnung,  unverwehrt  bleibt  —  auch  erlaubt,  an. 
kehlt  die  Wertlizahieo ,    iit    Bezug   auf  welche    eine   Gleichii^ 
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gleichartig  ist,    durch   <lie  GruAseti  selbst,    ilenen  sie  angehuren, 
IQ  ersetzen. 

Zweitens  seien  beide  Arten>der  Grossen  noch  ungern  es- 
sen, also  z.  B.  Winkel,  Strecken,  Fläcben-  oder  Korperräume, 
Zeiten,  Gewichte  u,  dergl.  selbst,  noch  nicht  durch  Zahlen  vor- 
gestellt. —  Sind  sie  zugleich  von  einerlei  Art,  so  darf  man  noch 
wie  vorher  jede  der  ersteren  Art  durch  ihre  proportionale  aus  der 
zweiten  Art  theilen,  nur  ist  hier  der  Quotient  Q  eine  Zahl,  und 
es  gilt  daher  «vieder  die  vorige  Schlussweise  im  Beweise.—  Sind 
jedoch  die  Grossen  von  verschiedener  Art,  z.  B.  die  einen  Flä- 
chen, Zeiten,...,  die  anderen  Winkel,  Strecken,...;  so  ist  jenes 
Tbeilen  nicht  mehr  erlaubt.  Seien  dann  «,  ß,  y,,„  die  Zahlen- 
werthe  der-  Grossen  A,  B,  C,...  in  Bezug  auf  was  immer  für 
eine  Masseinheit,  die  von  jeder  aus  ihnen  verschieden  ist,  so 
dass  kein  Zahlwerth  =1  wird;  so  können  diese  durch  jene  ersetzt 
werden ,  und  die  Gleichung  bleibt  noch  gleichartig.  Weil  aber 
A:B:C:„.:=iaiöic:.^  vorausgesetzt  ist,  so  muss  such  €t:ß:y:,„ 
=  a:6:c,...  sein;  folglich  können  a,  ß,  /,....  auch  als  zusammen- 
gdiurige  Zahlwerthe  von  //,  b,  c,...  angesehen  und  daher,  ver- 
möge des  Obigen,  auch  wieder 'durch  diese  Grössen  ersetzt  wer- 
den. Dann  al^r  sind  die  urspriinglicfaen  Grössen  A,  ß,  C,.... 
einer  Gattung  eigentlich  durch  die  ihnen  proportionalen  a,  b,  c,... 
einer  anderen  Gattuug  ersetzt. 

Da  sonach  alle  möglichen  Fälle  erschöpft   sind,    so  gilt  der 
Satz  gapz  allgemein. 


3. 

AA.    Benfitzung  dieser  Gleichungen  zur  Ableitung  von 
Haaptgleicbungeh  der  geradlinigen  Trigonometrie. 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  und  a, 
ß,  Y  ia  derselben  Ordnung  ihre  Gegenwinkel,  so  erweist  man  be- 
kaäiiitiich  höchst  einfach  die  beiden  folgenden  Sätze: 


(2) 


(1)  ,     «  +  |J  +  y=180«, 

u  b     .      c 


sin  a       sin  ß      sin  y 


▲us  ihnen  aher  lassen  sich  vermöge  des  so  eben  erwiesenen 
Lehrsatzes  nachstehende  andere  Hauptgleichungen  sehr  leicht 
aUeiten. 

1.    Aus  (1)  folgt  sln«=8in(j9  +  y)  oder 

(0)  sin«=sin/?cosy-|-8iny<^0's/^* 

.Enetst  man   nun   hierin  die  sii^  durch  die  ihnen  vermöge  (2)  pro- 
ferttonalen  Seiten,  so  erhält  mau 


M 
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(3)  a^=:bcosy'\-ccosß9 

bekanntlich  die  Grün d gie ich ung  der  gesanimten  ebenen  Tri 
nometrie. 

II.  Die  Gleichung  (O)  giebt  femer 

sin  a = sin  ß  (cos  y-\-siny  cot  ß) 

folglich,   wenn  man   s'ma,    sin/?  durch   ihre  Proportionalen  a, 
ersetzt^ 

a^=bco8y-\-bsinY-coiß, 

woraus  man 

/jx  4.0      a—bcosy      .        ^         bsmy 

(4)  cotp=     .   . ,    tangp  = r — 7— 

^  '  ^         b&iny  °'^     a — 6cosy 

findet. 

III.  Erhebt  man  die  Gleichung  (0)  zur  zweiten  Potenz  b 
umstaltet  diese  in  folgender  leicht  zu  überschauenden  Weise, 
erhält  man 

m 

sin  «■ = sin  j3*cosy*  +  siny*cosjS*  +  2  sin  ßsiny  cos/5  cos  y 

=sin/3*(l — siny^)  +  siny*(l  —  sinjS^)  -|-2sin/?sinycos/?  cosy 
=  fein  j3* + sin  y* + 2sinß  siny  (cos/?  cosy — sinjS  sin  y) 
=  sinjS^  +  siny^  +  2sinj?  siny  cos  (/?  +  y) , 

oder  weil  vermöge  (1) 

cos(/J+y)  = — cosa 

ist, 

sina*=sin/3^-t-8in}^ — 2  sin/?  siny.  cosa. 

Setzt  man   abermals  statt  der  sin  die  ihnen   proportionin 
Seiten,  so  erfolgt 

(5)  a«=6«  +  c*— 26c  cos  «, 

der  bekannte  erweiterte  Py thagorische  Lehrsatz. 

IV.  Allgemein  gelten   för   jede  zwei  Winkel    a  und  ß  i 
Gleichungen 

8ina-|-sinj?=:2sin  j(a-|-j?)cosn'(a — /?), 

sina— sin/S  =  2cos2  («+/3)sin2  («— Ä; 
daher  ist  auch 
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sin 


a'+8in^      tangj(«+^) 


sina  —  sin^      *       ^  •        m 

Crehoren  nun  diese  Winkel  einem  geradlinigen  Dreiecke  an, 
ond  ersetzt  man  ihre  Sinus  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
80 'erhält  mau  den  bekannten  Satz  t 


i 

■      (6)  ^zrö=      1  • 

tangg-C«— /3) 

[  Anmerkung.  Aus  denselben  zwei  Grundgleichungen  (1)- 
^  imd  (2)  hat  auch,  schon  Cauchy  in  seinem  Cours  d^analyse, 
;  Paris,  1821.  S.  436.  437.,  deutsch  von  Hu  zier,  KönigÄerg, 
\  1828.,  S.  308.  —  310.,  so  wie  Herr  Prof.  Grunert  im  Archiv, 
H.  Theil,  1842,  s2.  Heft.  «.  215.  -218.  die  Haupt-  und  mehrere 
.  andere  wichtige  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
Sg«e)eitet. 


fi.     Betrachtung   zweier  und   dreier    erstgradiger    Giei 

ch'uhgen  mit  drei  Unbekannten. 


4. 

Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir  zuvörderst  folgende 
zwei  erstgradige,  die  drei  Unbekannten  x,  y,  z  enthaltende 
Gleichungen : 

'      (1)  c/:i:  + %  +  cz=0. 

Diese  Gleichungen  können  nicht  die  vollständigen,  sondern 
^(Termoge  des  Art.  2)  nur  proportionale  Werthe  der  Unbekannten 
^testimmen,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
r  idttehing  dieser  Proportionalen  eJiminiren  wir  je  eine  der  drei  Un 
rWkannten,  indem  wir  die  erstere  Gleichung  mit  einem  unbestimm- 
Mea  Moitiplicator  X  multipliciren,  und  im  Untf^rschiede  heider  Glei- 
K  chmgen 

'     (a'— Ao)ar+(6'— A6).y+(c'-^ic)t=:0 

Factor  der  zu  elintinirenden  Unbekannten  Null  machen. 

Setzen  wir,  x  eliminirend,  a'  =  Aa,  so  wird 
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daher,  wenn  wir  die  Nenner  mit  a  niultifdiciren  und  la  darch  •' 
ersetzen, 

1 


ca*  —  c'a      ab'  —  a'b' 

Setzen  wir,   y  eliminirend,    ö'  =  kh,    oder  vertauschen  wir  Ih 
der  letzten  Gleichung  y  mit  a:,  also  6  mit  a;  so  erhalten  wir 

X        »  2 


b'c  -  bc' "  a'b  -  ab' ' 

Diese  Ausdrücke  gleich  stellend   Onden  wir  zu  den  Glekhn* 
gen  (l)  die  ihnen  gleich  geltenden  Verhältnissgleichungen 

*  ■ 

^^^  bc' -'b'c^ca'-c'a-  ab'  -  a'b \ 

in  denen  die,  den  Unbekannten  x,  y^  %  proportionirteo ,  Dnt»- 
schiede  aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (1)  nach  einea 
leicht  überschaulichen  Gesetze  gebildet  werden. 


5. 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  npch  die  fol- 
genden drei  erstgradigen  Gleichungen  eben  der  drei  unbe- 
kannten : 

(3)  ax  -\rby  -{-  et  =0, 

a'x+b'y  +  c'2=0, 
a"x+b"yi^c"z=0; 

so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
diese  drei  Gleichungen  blos  proportionale  Werthe  der  UnbekaDO- 
teu  zu  bestimmen  geeignet  sind ,  und  auf  zwei  ihnen  gleichgeltenda 
Verhältnissgleichungen  zurückgebracht  werden  können,  zu  deiwi 
jedoch  für  die  dreimal  drei  Coeflßcienten  eine  Bedingungsglelcbong 
hiuzukommen  muss. 

Diese  Bedingungsgleichung  ergibt  sich  leicht,  wenninM 
aus  zwei  Gleichungen,  z.  B.  aus  den  beiden  ersten  mit  den  obl* 
gen  (1)  übereinkommenden,  die  Proportionalen  (2)  bestimmt,  od' 
diese  in  der  dritten  Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach       ^ 

(4)  ab'c"^a"b'c+a'b"c-^a'b"c'  +(^'bc''^a'bc"=0 . 

Weil  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebendei^ 
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Paare  von  Gleichnitgen  drei  Proportionaleo  zu  den  Unbekannten  lie- 
fert, sorwfirde  man  drei  mal  drei  solche  Proportionalen  finden,  von 
deoen  aber  jede  nur  aus  den  Coeflicienten  je  zweier  Gleichun- 
gen gebildet  wäre. 

Um  jedoch  -r-  wo  möglich  —  Proportionalen  zu  finden,  die 
aiw  den  Coeffidenten  aller  drei  Gleichungen  symmetrisch  zu- 
sammengestellt werden,  setzen  wir 

(4)  Lx\My^^Nzz=zu, 

indem  wir  h^   Hf,  N  fe>päter  passlich  zu  wählen  uns   vorbehal- 
ten und  eine  neue  Unbekannte  u  einfuhren. 

Multipliciren  wir  sofort  die  Gleichunj^en  (3)  mit  den  unbe- 
sHminten  Multiplicatoren  A,  fi,  v,  und  ziehen  die  Producte  von 
der  Gleichung  (4)  ab,  so  finden  wir 

u={L-la)x-\-  (M'-lb)y  -^  (iV-Ac)i 

Wfiren  nun  die  Multipücatoren  L,  iH,  iV  und  A,  fi,  v  so  be- 
messen, dass  im  ersten  Ausdrucke  von  u  nur  x,  im  zweiten  nur 
fand  im  dritten  nur  z  bliebe,  daher 

(5)  u—iL'-ln)x—{M'-'[ib')y={N'-vc!')i 
aasfiele;  so  mfisste 

(6)  L=ziiLa'=va"y  M=vb"  —  Ub,   N=kc=riic' 
win«  -  JMes  kann  jedoch  nur  geschehen ,  wenn 

LMN:X(iv=za'b''c==a%c* 
bt,  also  die  weitere  Bediugungsgleichung 

(7)  a'b''c=za''bc' 

'  kesteht    Zugleich  fftnde  man 

^  a'tf^t^- vi*    Wb~b~b"     cc'—c'—c' 

ün  aber,  wie  es  die  Gleichungen (3)  erheischen,  die  sechs  un- 
baitinimten   CoelBcienten  unter   sich    zu  verknüpfen,   setzen  wir. 

tntweder   — n   gleich, einer  der  Zahlen  6,  c,  denen  in  den  bei- 
den anderen  Gleichungen  v  und  ft  proportional  sind; 

oderjTT- gleich  einer  der  Zahlen  c* ,  a',  denen  in  den  beklen 
-anderen  Gleichungen  X  und  v  proportional  sind; 
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< 


If 


oder  endlich — rgl«>ch  einer  der  Zahlen  a'.^b",   denen  in  deo 

cc 

zwei  übrigen  Gleichungen  (i  und  X  proportional  sind. 

Danach  ergeben  sich  jene  Coefficienten  leicht ,  und  sind  nor 
noch  in  tlie  Gleichungen  (o)  zu  setzen,  um  die  gewiinscbten  Ver- 
häitnissgleichungen  als  Stellvertreter  der  vorgelegten  Gleichungen 
(3)  zu  erhalten. 

Beispiel.    Setzen  wir  —,-fiz=.h  so,  wird 

^  a'a  ^ 

L=a'a"by  fi=a"ö,  v=za'ö; 
Mz=za'b"h,  X—a'b"i 
N=a'b"c=:a"bc'', 

folglich  sind  die  gesuchten  Verhältnissgleichungen: 

(9)  {a"b  -  ab'')a'a:= {a'W-d'b')  by^  {c'a"—c"a')  bz . 


6. 

Eine  besondere  Art  der^  allgemeinen  Gleichungen  (3)  usi 
diejenige,  bei  welcher  der  Bedingungsgleichung  (7)  dadurch  ent- 
sprochen wird,  dass 

(10)  y'=c'=^,  cz=za"  =  By  a'=b=:C 

ist.    Hier  übergehen  die  Gleichungen  (8)  in 

_L M^ ^-_i'_ü_^ 

.(11)  BC- CA-^AB^A-^B^C 

Schreibt  mau  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  Beachtong  d#r 
Gleichheiten  (10)  und  (11)  ab,  und  lässt  bei  den  Buchstaben  6'i 
c"  die  jetzt  entbehrlichen  Striche  weg,  so  erhält  man  folgemie 
merkwürdige  und  in  vielen  Forschungen  auftretende  Art  von  Glri- 
chungen^): 

(12),  aa:+Ci/  +  B2=0, 

Ca:  +  by  +  A2=0,  \ 

Ba:  +  Ay+czzi=0. 

Sie  sind  demnach  vermöge  (4)  an  die  Bedingungsgleichung     : 

' ■    ^  '  ■- 

*)  Gauchy  dürfte  wohl  der  Erste  sein,  der  sie  so  anordttet,  t»B»] 
in  Minen  £xercices  de  math^matique«,  1827.  t.  IL  p.  87.  bei  iet- 
Trfigheitsmomenten,  1828.,  t.  III.  p.  5.,  10«,  IT.,  83.  bei  den  Flick« 
der  9.  Ordnung.  T 


81 

(13)  «6c— «^«— 6B»— cC»  +  2-4BC=0 

gebunden  und  deii  Verh[iltni8«gleichangen 

(U)      ^      *  (ÄC— a2l)Är=:(C^-6Ä)y=(4Ä-cC> 

g^ichgelterld. 

Diese  VerhältDissgleichuDgen  lassen  sich  noch  wie  folgt  um- 
gestalten.    Setzt  man  für   einen  Augenblick 

a5)  :  ÄC-o^=a,  C^-6Ä=»,  AB-cC=ll\ 

wodurch  sich   die  Gleichungen  (14)  auf 

(16)  aa:=»y  =  €2: 

▼ereiofachen «  so  findet  man  durch  Multiplication : 

Ä€= 2l«i5C-  Ahm-  AcC^  +  bcBC\ 
€3i  =  B^CA-'BcC^SaA^  +  caCA, 
»»=  C^Aß  -  CaA^-^  CbB^  +  abAB. 

Zieht  man  hierron  die  der  Reihe  nach  mit  A,  B,  C  multiplicirte 
Bedinguogsgleichung  (13)  ab,  so  erhält  man: 

:35€=bc(BC-'aA)-^A^(BC—aA)  =2i(bc--A^) , 

(C3k=ca{CA'-'bB)—B^(CA'-bB)=Jb{ca-^B^), 
lit>=ab(Aß-cQ-'C^(AB-cC)z=:^(ab-C^) .  . 

Setzt  man  noch  ffir  einen  Augenblick 
07)  At— ^a=a,  ca-Ä2=/3,  ab-C^=y; 

it  ibergehen  die  letzten  Gleichungen  in 

welche  paarweis  roultiplicirt 

(18)  a*==/3r>  »*=y«.  <L^=^ß 

«id  sonach 

(19)  a'}P=:ßJb^=y€^=€ißY, 

fsben;  wofür  man  bequemer 

Thoil  ILIII.  ^ 
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setzen  kann. 


'  In   den  Gleichungen  (16)  wiFd  man  demnach  2(,  35,  <L  durch 
ihre  Froportionalen  -r-  ,  — ^ ,  — -    ersetzen ,  und  erhält  sofort 

*  Vti    vß    vy 


oder  nach  den  Gleichungen  (17) 


(20) 


VTc-^*""  yfT^B^  "■  Va6-C« 


als  die  neue  Form  der  Verhäitnissgleichungen. 

Führt  man  noch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  'an  die 
Stelle  der  Hilfszahien  H^  Ib,  C;  a,  ß,  y  ihre  Ausdröcke  (15)  und 
(17)  ein^  so  ergeben  sich 

(21)  (ßC-a^)2=:(ca— ^)(a6-C«), 

{Ä  B—cC)^ = (bc—A^)  (ca-J^ 

und 

(22) 
(bc-A^)  (Ba-aA^)^=(ca--B^XCA'^bB^)^=(ab—C^)  {AB^cC^ 

=i(bC'"A^)(ca-'B^)(ab--C^), 

als  andere  Gestalten  der  Bedingungsgleichung  (13). 

Diese  Bedingungsgleichung  gestattet  noch  eine  andere  tflieii' 
würdige  Darstellung.     Theilt  man  sie  durch  ABC,   so  wird  sie 

"  ~  AßC^BC'^CÄ^Aß  +  ^ 

und  man  sieht  sich  aufgefordert,  zur  Abkürzung 

^"'ÄC-^'   ^'"C^-*^'  ^""ZS-~^ 
zu  setzen.    Dadurch  wird 
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id  iu  Product  diever  AnsdrScke 

^=(l-«)(l-b)llc)  , 

=1  — a — b— c  +  bc  +  ca  +  ab— -abc. 
Substitoirt  man  oben^  so  wird 

0=bc  +  ca  +  ab — Abc 

Theilt  man  diese  Gleichung  durch* abc >  so  übergeht  sie  in 

a^b+c     ^ 
der,  wena  man  die  früheren  Ausdrücke  wieder  herstellt,  in 

1         .        l         .         1 


(23)  3dl      k§     1       ^ 


1, 


velches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingungs- 
^eichung  (13)  ist. 


7.  ■ 


Will  man  die  eigenthümlich  geformten  Gleichungen '^l 2)  un- 
Bittet  bar,  ohne  von  6iner  allgemeineren  Form  zu  ihnen  herab- 
»steigen,  in  Behandlung  nehmen,  so  dürfte  der  folgende 
i^organg  .vor  anderen  den  Vorzug  verdienen. 

Theilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnung  nach  durch  BC; 
'^A,  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertheilen: 

A^  CA   B^C~^' 

Dieise  fiorroen  fordern  aber  sogleich  zur  Einführung  nach^^te* 
lender  Abkürzungen  auf: 

.  (25)  5^1.    1=^,^=5; 

«^         J>li     o    cC 

(26)  n7>='''>j~ß'-jß=r-'' 


BC — '  CA~>^'  AB 


I 


ti* 


•   ■ 


«loreb  4erm  Einflibning  die  letstea  CHeicfaimgeii  die  bSehst  «a- 

ttniHihncn,   in  der  »w  »ogar   liur   noch  drei  Coefücienten  aiultatl 
d«r  frdheron  «echM  enthalten. 

Hetxt  man  nocli  fdr  einen  Augenbliclt 

I 

xli>ht  hievon  die  (•lelchuiigen  (27)  einzeln  ab,  und  benutzt  die  Ad- 
dition der  Verhflitniiieglieaer ;  so  erhKit  maif 

»=(1-«)  {=(t-/S)  ij=(l-y)t 

{ v_ .r 

=  1    -    1   ~   i 

T=:"«+T^  +  I^ 

Mithin  ln«sen  sich   die  Uleichungen   ('27)  durch   die  VerhSit 
n)llAlll««trhun^en 

(*»)  (l-«)|=(l-^)»,=(l-y)e 

««ntetaon,  und  ihre  Ooeflicienten  sind  an  die  Bedingnngsgleicfcuiig 

jS^miJon«  wolcHo  tlurrb  Beseitigung  der  Nenner  die  Form 

amiuiiwr 

An»  eWn  je^^er  Ke^Uagungsgleicbung  ändet  man  anderweitig 
1  l 1_  ir-J 
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Die  Pradueto  je  zweier  solcher  Gleichungen  liefern  Sofort 

(32)  (l-«)9  =  («|S-l)(«ry-l). 

(l-^)«=(/Jy-l)(/J«-l), 
(i-y)a  =  (y«_l)(y^-l). 

Mnltiplicirt   man    aber  jede    der    Gleichungen   (31)    mit  denk 
wsten  Factor  ihres  zweiten  Theiles,  so  findet'  man 

(33)  (l-«)»(/Jy-l)=(l-Wy«-l)=(l-y«)(«|S-l; 

=(l-«)(l-|J)(l-y), 

I 

Qftd  hieraus 

(34)  (l-a)\7pi=(l-/3)VyS^=(l-y)VS^^. 

Sofort    können  in  den  Clleicfaungen  (28)   die  Factoren    l^a, 
1—^,  1— y  durch  ihre  Proportionalen 

1  11 


Vft;^!  '      V>-l'      Vaß-^l 
6rse(it  werden,   wodurch  jene  Verhältnissgleichungen  die  Form 

•  •       V/?y-l      Vya-1      VajSr-l 

innehmen. 

Stellt  man  nun  endlich  in  den  Gleichungen  (28) «  (29j,  (30), 
(32K  (33),  (^)  für  I,  17,  t  und  cc,  ß,  y  ihre  Ausdrücke  aus  (25) 
md  (26)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  ganz  leichter  Zurück- 
ieitangen  die  vorher  in  Art.  6.  genannten  Gleichungen  (14) ,  (23), 
(13),f2t),  (22),  (20). 


8. 

BB,  'Verwendung  dieser  Gleichungen  zur   Aafstellong 
von  Hauptgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten  und  a,  ß,  y  die  ihnen  gegen- 
über liesenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes ;  so  findet  man  da- 
fach,  dass  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 

Mg  gebrochene  Linie  abc  der  Reihe  nach  auf  drei  Axen  projicirt, 
Men  positive  Richtungen  denen  der  Seiten  a,  ö,  c  selbst  ent^* 
ftgengesetzt  sind,  geradezu  die  Gleichungen 
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(30)  — a+6co8y+cco8(S=0, 

a  cosy  —  4  +  c  cosa=:0^  ^ 

acosjS  +  Äcosa  — c=0. 

Hält  man  sie  an  die  obigen  Gleichungen  (12),  so  hat  man  zu 
ersetzen 

die  dortigen  x,  y,  x;     a,      ö,       c;     ^A,        B,      C; 

durch  die  hiesigen    a,  6,  c;  —1,  — 1,  — 1;   cos«,  cos/?,  co»y.     * 

Dadurch  gewinnt  man  aus  den  Gleichungen  (13),  (21),  (22)  uod 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die  folgenden  einander  gleich 
geltenden: 

(37)  cos«*  +  cosj3* +cosy*— 1  +  2co8cir  co6j3  cosy=0 ; 

(38)  cosa-|-co8|?co8y=:sinj3siny, 

cos/3  +  cosy  cos« = siny  sin« , 
cosy  -|-  cosacosjS =sina  sin/? ; 

(3So)  cot  j5  coty + co  tycot« + cotaco  t  jS  =  1 ; 

welche,    vornehmlich  die  (38),   weil  sämmtliche  dieser  Dreiecks* 
Winkel  hohl  sind,  auf  die  bekannte  Gleichung 

(39)  «+/S+y=180o 

zurückfahren. 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbunden  mit  (38),  oder 
die  Gleichungen  (20)  allein,   die  Proportionen 


(40) 


^    _   y i_ 


sin  a        sin  ß       sin  y 


Remerkune.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  delr  reineo 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  Gleichungeo 
(12)  erforschen  würde,  der  konnte  in  der  ebenen  Trigonometrie, 
sobald  er  die  Gleichung  (36)  erwiesen  hätte,  aus  ihnen  vernifteii 
der  Ergebnisse  jener  Forschuns^en  die  Gleichungen  (39)  und  (^ 
•ogleich  in  der  hier  gezeigten  Weise  folgern.  ' 


( 

f 


^.    ]£§  dürfte  vielleicht  nicht  unangemesser^  sein,  hier  noch  zu  sei-  ^ 

S'  en»  wie  auch  ohne  solche  Vorbereitung  aus  den  Gleichungen  ßW). 
ie  beiden  Hauptgleichuogen  (39)  und  (40)  der  geradlinigen  Ti^ 
gonometrie  höchst  leicht  und  zugleich  abgeleitet  werden  kt(nneD.v   - 


*)    Ich  habe  diese  Ableitung,   ohne  sie  irgend  wo  anders  gefw^ 
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Elimiiiirti  mao  aus  den  Gleichungen  (36)  eine  Dreiecksseite, 
etfra  die  c,  was  am  einfachsten  geschieht,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  setzt;  so  er- 
hält map 

asmß^  =  6  (cosacosjJ  +  cosy) , 
h  sin«^  =  a  (cosa  cos^  +  cosy)  . 

Aus  diesen  Gleichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschaftliche 
K   Schluitöifactor    weder  Null   noch   negativ  weirden   Kann,    weil  a,  6 
als  Dreiecksseiten,  und  sina,  sinj?  als  von  (hohlen)  Dreieckswin- 
kein  herstammend,  positiv  und  von  Null  verschieden  sind. 

Multipliciren  wir  demnach  diese  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
fiber  einander  stehen,  dann  übers  Kreuz,  theilen  dann  durch  die 
nie  verschwindenden  Factoren  ab  und  cosa  cos|3 -f  cosy ,  und  zie- 
bei  endlich  aus  den  Producten  die  zweiten  Wurzeln,  die  nur  po- 
sitiv ausfallen  können ;  so  erhalten  wir 

sio«siD|3=:Gosacosj3  -|-  cosy 

UDd 

asin/?=;6sincir. 
Die  erstere  Gleichung  gibt: 

-  cosy=: — (cosac6sj3  —  sinasinjS) 
=  — -cos(a+/3), 

folglich >   weil  a,  ß,  y  hohl  sind, 

(39)'  «  +  /J  +  y=:180«; 

die  andere  aber 

(40)  — ; =  '  .    u  und  nachgebildet  noch  =  —» . 

^  '  sintf       sinp  ^  sin  7 


r 


,B  haben,  in  J.  557.  meiner  Ueberarbeitang  des  2.  Bda,  von  Vega's 
▼•rleiangen  üb«r  d.  Mathematik.  Wien.  1.  Aufl.  1835., 
t.  AafL  1848.  gegeben.  Unmittelbar  davor  in  §.  556«  zeigte  ich  nach 
I.  J.  Littrow'i  Elementen  d.  Algebra  u.  Geometrie,  Wien 
1817.  S.  208.  $.  1.  die  von  Herrn  Dr.  R&dell  im  Archiv.!.  ThL  4. 
IL  1841.  S.  444.  mitgetheiite  Herleitung  deg  erweiterten  Pythogori- 
Jcbea  LehrMitsea  ((5)  in   AA),    die  aber  auch  schon  Carnot  in  leiner 

'<}<^«m6trie  de  position.     Paris.  1803.     t.  11.  num.  251.  ifelehrt 


VI. 

Zwei  bemerkenswertli  einfache  Her- 

leitiin^en  der  Haapti^leicli linken   der 

sphärlsehen  Trigonometrie. 

Vnn    dem 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

l'rafeMor  der  Mnihemiilik  xa  Tarnnw  in  Galiaicn. 


Bekanntlich  gibt  es  mehrere  (darunter  eine  sogar  von  L*^ 
grange  herrührende)  Ableitungen  der  in  der  sphSriscben  Trigl 
nonietrie  znischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines 
dreieckes  beistelieiideti  Gmndg  leichung,  aus  der  alle  Obq 
Hauptgleichiiiiiieii  blos  analytisch  hergeleitet  werden  kunneo. 
derartige  Ableitung  u'cndet  auf  die,  ztveieu  geradlinigen  J 
ecken  gemeinsame  Seite  den  erweiterten  Pytbagorischen  Ld 
an.  Eine  solche  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  1 
weder  eine  Seite  iider  ein  Winljel  des  Dreieckes  ^i  90**  wL 
auch  untertässt  mnn  gewühnlich  die  tiiltigkeit  der  Gleichunf^ 
alle  miifflicheii  Fülle  nachzuweisen.  Im  Folgenden  thelle  JL 
zivei  Anleitungen  dieser  Grund-  und  Hauptgleichungen  tw? 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  uniTQrdig  sein  dürlten.  1 
Die  erste   stellt  jene, Grundgleichung  sogleich  mit  voller   All-  | 

Semeingiltigkeit   nach    der    bisher    zu    wenig  beachteten   nnd  I 
arum  auch  rück  sichtlich  ihrer  unschätsharen    Vortfaeile   ^r  nid 
gekannten    Lehre    von    der    rechtwinkligen    l'rojection    fiuf,    ~" 
welche  ich    —   vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine*  aus(i3lii 
Abhandlung    venlffent  liehen  zu    können    hoffe.     Die  zweite! 
sämmtiiche  Hauptgleichungen    geometrisch    und  xwar  aus  einet 
einzigen   Figur  ab,    nom   die   l'rojection sichre  gicichralls 
"""ich^t  Hchälzbareii  Beitrag  liefert. 


,  etwa  von  OB,  prnji 
I  Stijck   OM=r  (H-ora 


ruuilgleichuiia;.     Sei  (in  Taf.  I.    Fiu;.  2.)    ABC  e\n   Ku- 

.  -geldreleck  oder  OABC  das  ihm  am  Mittelpunkte  O  der  Kugel 
eutsprecbende  dreikantige  Eck;  danach  seien  A:=ci,  B=ß,  C=y 
seine  Winkel  lind  a,  b,  c  deren  Gegenseiten.  Im  Kugelmittel- 
punkte  O  stelle  man  auf  den  Halbmesser  O^  einer  Spitze  A 
des  Kugeldreieckes  nilet  auf  die  eine  Kante  OA  des  Eckes  di& 
senkrechte  Ebene  '21  auf,  urnjicire  (winkelrecht)  in  diese  die  Halb- 
messer OB,  OC  der  beiden  anderen  üreiecksspitKen  oder  die 
ewei  übrigen  Kanten  nach  OB",  OC.  Dann  ist,  wenn  man  etwa 
noch  zur  leichteren  Einsicht  die  Seiten  AB^c  und  AC=b  zu 
Quadranten  bis  D  und  E  verliin^ert,  BOB'  =  BD=^AD— DB 
=900— c,  COC  =  CE  =  AE  —  AC='^—b,  nnd  B'OC=a. 

Vun  einer  der  beiden  letzteren  Kanten, 
cire  man  ein  beliebiges  in  O  anfangendei 
man  auch  die  Längeneinheit  also  Om^=\  i 

bar,  nnd  zwar  benützend  die  Ebene  H,  anf  die  Projeciion  OC 
der  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  und 
P.    Dann  ist 

ON=OMeosBOB!=r>i\nc, 
NM=OIHsmBOB'=rcosc; 
0/*=OJVcosß'OC  =  rsinc.cosa, 
PA^=OiV8inB'06''  =  rsinc.sintt. 

Nun  projicire  man  jene  Strecke  oder  den  Radiusvector  0!H 
in  der  ersten  Kante  OB  einerseits,  und  die  zwischen  denselben 
Grenzpunkten  O  und  10  begriffene  dreigliedrig  gebrochene  Linie 
OPjyßf  andererseits  auf  die  zweite  Kante  OC  selbst;  so  sind 
ihre    algebraischen   Projectionen    eiQander   gleich ,    und   es  haben 


.'")'. 


.  Strecken:  OHf,  OP,  PIS ,  NM 

»Projectionswinkel:  BOC=a.      C0C=9Ü"- 6,  90",   COA^b. 
'  Mithin  ist  —  ganz  allgemein  gütig  — 
^,cosa=rsincco8(i.cos(90^ — 6)+rsinC5in«.co890''  +  rcosc.cos6 
r  wenn  mau  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  sogleich 
{!)  cosn=cfi8(i.sin6sinc  f  cosÄcosc, 

vollständiger  Allgemeinheit  bestehende  Grund- 
^»ichung  zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
drei ecbs. 


90 


2. 

I 

1 

I.    Erste  Hauptgleichung,    ßildet    man    zur    eefundenen    • 
Gleichung   (1)    eine  gleichgestaltete  durch  VerwechseluDg  von  a 
und  6,  so  wie  von  a  mit  p;   so  findet  man 

cos  b  =  cosj9. sine sina  -f-  cosc  eosa. 

Sobstituirt  man  diesen  Ausdruck  von  cos6  in  (1)>  so  wird 

Gosa  ( t  —  cosc^) = cosa  sinc^ = (cosasin6  +  cosjScoso  sina)  sine . 

Weil  keine  Seite  eines  Kugeldreiecks  0  oder  180^  sein  kann,  folg- 
lich sinp  nie  =0  ist ,  so  ist  es  '  gestattet  durch  ihn  die  letxMT 
Gleichung  zu  dividiren;  und  sofort  erfolgt  i 

(2)  cosasiinc=cosasin6-t-cosj3coscsina,  ' 

die  zwischen  den  Seiten  und  zwei  Winkeln  bestehende  Haup^ei-  | 
chang.  \ 

IL  Eine  Hi  1  fs gl eichung  zwischen  allen  sechs  Stücken  des  ' 
Dreiecks.  Vertauscht  man  in  (2)  a  und  c  unter  sich^  und  a  mit  ; 
y,  so  erscheint 

coscsina==  cos^'sinö  -|~  cos/3  cosa  sine . 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  coscsina  in  (2),  so  fiber- 
geht diese  in 

cosa  sine  (l  —  cos/3*)  =cosa  sin6  +  cos/5  cos)'sin6 

oder  in  -     ' 

(3)  cosa  sine  sin  j3* = (cosa  -|-  cos/3  cos)^)  sin6 . 

lil.  Zweite  und  dritte  Hauptgleichung.  Wenn  man  Ir. 
(3)  die  ß  und  y  so%wie  dje  b  und  e  unter  einander  verwechselt, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

cosa sinAsiny*=  (cosa +  cosjScosy) sine.  *  '^ 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander »  unA ' 
zwar  zuerst  so  wie  sie  über  einander  stehen  und  dann  kreuxwels»  ^. 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel;  so  erbJdf ' ' 
man 

Jt  cosa  sin/3  siny  =  cos  a  -f  eos  ß  cos  y , 

4:  sin  j3  sine = si  viy  sin6 .  ,  i 


Id  diesen  Gleichungen  kOnnen  Jedoch  nur  die  oberen  Voi, 
dien  gelten.    In  der  ersten,  weil  für  ß — y — 90^,  wie  man  ans  der  a 


I . 
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jebre  von  den  sphärischen  Winkeln  weiss,  a  =  a  seifi  muss;  in 
ler  zweiten ,  weil  nur  solche  Kugeldreiecke ,  in  denen  Seiten  und 
^nkel  zwischen  0  und  iSfP  liegen,  betrachtet  zu  werden  pflegen, 
danach  wird  die  erstere  Gleichung 

'   (4)  co8az=co8asinß8my — cos/3  cosy, 

ie  zj¥eite  Hauptgleichung  zwischen  den  Winkeln  und  einer 
rite; 

,die  letstere  Gleichung  aber 

sin6 sine 

«in/S*~siny' 

Ah  durch  Verwechflelaog  von  b  mit  a  und  ß  mit  a  vervoli« 
tindigt: 

,^.  sina      sinft      sine 

^  ^  sina      sinp      siny 

ie  dritte  Hauptgleichung  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ihren 
egenwinkeln  *), 

IV.  Vierte  Hauptgleichung.  Setzt  man  in  der  ersten 
lanpü^eichung  (2)  für  sin6  seinen  aus  der  dritten  Hauptgleichung 
i)  erfolgenden  Ausdruck  . 

.  .       .      Binß  ^ 

sin6=sina-T-^» 
sina 

m  6  aus  diesen  zwei  Gleichungen  zu  eliminiren;  so  ergibt  sich 

cosa  sine  ==  sin/?  cota  sina -|^  cos/?  cost*  sina , 

bher  wenn  man  durch  den  nie  verschwindenden  sina  theilt: 

(6^)      ^  sine  cota=  sin/3  cota-fcosc  cos/?, 

der  symmetrischer  geordnet : 

(6)  cose  cos/? = sine  cota— sin/?  cota 

ib  die  vierte  Hauptgieichung  zwischen  vier  unmittelbar 
lieh  einander  folgenden  Dreiecksstücken  a,  e,  /?,  a,  von  denen 
twei»  e  und  ß,  Mittel-  oder  eingeschlossene  Stücke^  die 
Wdeii  anderen,  a  und  a  Aussen-  oder  äussere  Stücke  und 
m eviander  Gegenstücke  sind. 


*)  Diese~  gleichzeitige  Ableitung  der  zweiten  und  dritten  Haupt- 
riddinno^  habe  ich  —  vielleicht  der  Erste  —  in  meiner  Ueberarbeitnng 
fc  iw^iten  Bande«  von  Vega's  Vorles.  über  d.  Matheiii.,  Wien. 
l*Aafl.  1835.,  2.  Aufl.  1848.,   in  §..667.  n.  56B.  gegeben. 


B.     Z<%e<to    Üerle 


Grundgleiuhung    und  ,    „ 

man  die  obigen  Bezeichnur;;eii  beibehält  und  uur  noch  desK 
-balbmessers  Zafalenwerth  wie  üblicb  =1  netzt,  prejiciie  maoO 
ThT.  I.  Fig.  3.)  eine  Dreieclcsspitze  A  niittelt<  senkrechter  Eht 
nen  auf  die  Halbmesser  od«  Kanten  Oß,  OC  der  zwei  ander« 
Drei  eck  8  spitze  II  £  und  C  nach  £  und  F,  und  dadurch  Kuglril 
mittels  der  ab  Durchschnitt  dieser  znei  proiietrendeii  EbeneiLV 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  auf  die  Ebene  BOC  jj^ 
aivei  Kanten. 

Danach  iet 
VE=cdBC,       EA  =  B\uc,        ABDr^ß 
ED=EAcosAED^smc.cosß ,  DÄ=  EA6\nAED  = 
OF=  cosö,         FA  =  %\nb,         AFD  =  y 
FD=FAca«AFD^smt>coaY,  DA^ FABinAFD=ainkainftt 

PraiictTt  man  nun  den  Urarans  des  (ebenen)  Viereckes  OFOt 
in  welchem  EOF=a,  £=90«--^/',  also  EDF=.lSO"  -  a  \» 
auf  die  Seite  OE  (als  Hanptaxe)  und  auf  ihre  Senkrechte  (al 
Nebenaxe  der  I'rojection) ;  so  haben 

die  Vierecksseiten         OE,  OF, 
die  ProjectiuiiswiDkel      0,     a,     < 

und  Bunach    erhält   man   für  die  Haupt-   i 
Seite  OE  den  Doppelairsdruck 


FD,    DE 

1—90",  —90"; 

nd  Nebenprojectioi 


öi-ain  0^  OFl"„  n  +  FZ)  gj,,(u— 90»)+/>£gi„  (-900)". 

Suhstituirt  man  den  Selten  ihre  obigen  Ausdn'icke,  verein»^ 
Gleichungen ,  reducirt  die  gonionietrischen  Stamm  Tun  clioneni 
versetzt  die  Glieder  in  seeieneter  Welse,  so  erbAlt  man  i 
Theils  1 


(I) 
die  Urundgleichun 
(2)  corfsi 


=cosyslnflfiin6  +  cosocosft 
,  und  anderen  Theils 
a^cos^stnc  -|-  cosj'cosasinö 


die  »Tste  Hauptglelchiing. 

Anmerkung.      Die   Projection   j 
wandte  Gleichungen. 


i(  OF  liefert  ein 


Diftte  'Hauplgleichuiig.     Setzt    mau 
L gefundenen  zw^i  Auüdritckc  «maniler  gleich, 


die    vorher    (lir 


■  ilutcfa  VertaiisahuiLg 


(5) 


I  mit  a  und  ß  mit  a  verTolUtSndijt: 


sioc 


lebe»   die  dritte  Haupigteichuiig  ist. 


Projicirt  man  In  den  t 
,  ADF  die  Spitze  D  des  rethten  Wlii- 


II.     Z»e 

•inlilisen  Dreiecken 

lels  i" 

4F. 

=  AFD^=y.  Zu|>lGich  stehen  diese  projicireiiden  Senkrechten  a 
uf  den  beiden  Seitenebenen  AOB,  AOC  der  Kanle  OA  im  d 
antigcn  Ecke  OABC  senkrecht. 

Denn  weil    die  Ebene  ARD  auf  OB  senkrecht  steht. 


luf  der  Ebene  AOB  senkrecht; 
n  Ebene  auf  die  Durchschnittslinie  AE  bei 
■nkrecht  cefallt  ist,  so  muss  diese  auch  au 
GB  senkrecht  stehen.  Eben  eo  erweist  ; 
A  auf  der  Ebene  AOC  senkrecht  steht. 

,  Der  Winkel   GDH  .:er  Normalen    DG. 

\AOB,  AOC  ergänzt  sich  aber  mit  der 


d  «veil  in  der  erste- 
der  Ebenen  die  DG 
f  der  anderen  Ebenn 
man,    dass  auch  die 

DH  der  z»el  Ehe- 
Schmiege*)  dieser 


Mit  Bem^  auf  den  tun  Herrn  R.  Wi)If  und  m!r  im  ArchJT. 
"  .  "  *  S.  446.  und  Th.  a.,  H.  2.,  S.  120.,  Note  f ,  nnsgeipro»  J 
I  Wunsch  bemerke  ich,  daka  iuh  für  den  ■•  g,  „Winkel  EweiM*  I 
i"  eine  g am  iiiisendo  Benennung  gefunden  zu  hnben  (glaube.  Idk  I 
_D  nemlich  vor  lu  nennen :  di«  Alilaiikung;  (der  Streckungen)  iweii^  f 
k^nen  «der  genaner  xweier  Uaibebenen  (Elienenbaiften)  an  ihrer  Uui(di<|  9 
Iv tiitCslinie  v>in  einander  die  Schmiege  (franz.  le  Iiiaia)  dieier  Hallt^tra 
«tnen;  ihre  UiirchachnUtslinie  die  Schneide  oder  Schärfe,  die  Halbvl 
«neu  «elbat  aber  die  Wände  oder  Waagen  der  Schmiege.  - 
=<:htferliguDg  diene  Fnigeudea:  Aach  Ueiniina  ead  Ueyee  U 
'bmiegc  1.  bei  den  Werklouten  ein  Winkel  aewuhl  Über  als  unte«  1 
Grad,  welchen  zwei  Linien  oder  Flüchen  (Ebenen?)  bilden  (aw^  I 
nng),  3  ein  Werkieug,  (reiche«  in  einem  beweglichem  ' 
läse  besieht,  das  sich  miilels  einer  Siellsohranbe  üffnea  uoA 
dilagen   lÜHst  uad  mm   Meinen  der  gedaihten    Winkel  von  den  Tisch- 


^m 


zwei  Ebenen  zu  180";  was  man  leicht   einsieht,    wenn   man 
auf  diesen  Ebenon  und  also  auch  auf  ihrer  Durchschnittskante 
Senkrechte  Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  ihnen  emeitert. 
hin  ist  GDH=my—a. 

Endlich  Ut  der  Winkel  EDF,  den  wir  oben  =1800— « 
den,  gleich  der  Scbniiege  der  zwei  Ebenen  AED  und  AFI), 
AD  auf  der  Ebene  BÖC,  also  auch  auf  DE  und  DF  senk 
steht. 

In  dem  an  der  Spitze  D  entstandenen  dreikantigen 
DACH  hat  man  demnach  die  Seiten  ADG  =  8,  ADH=^\ 
GDH=i&y-a,  nnd  den  Winkel  an  der  Kante  DA  g. 
EFD=im''~a.  Wendet  man  daher  auf  dieses  Eck  oder 
ein  ihm  entsprechendes,  auf  einer  um  D  als  Mittelpunkt  geh 
Ku^elfläche  gebildetes,  Kugeldreieck  die  bereits  gefundene  Gl 
gleichung  (1)  an;  so  ßndet  man 

ct>s(180-<()=cos(180-o)sin(38in>'  +  cos(Jcosy. 

folglich  nach  leichtei  Reduction 

(4)  coscr = cosa  sinßsin)'  —  cos^cosy , 

di^  zweite  Hauptgleicfaung. 

III.  Vierte  .Hau|>tgleichiing.  Zieht  man  die  Ve 
dungsgerade  OD,  so  sind  die  Strecken  DE,  DF  Kathete 
zwei  Paar  rechtwittkligen  Dreiecken,  von  denen  das  eine 
ADE.  ADF,  die  zweite  Katliete  AD,  das  andere  Paar  fi 
OFD  die  Hypotenuse  OD  gemeinsam  hat.  Das  erstcre  Drei 
paar  gibt 

0£:öf  =  ^:^=tangö^£:tangadF 

=  cot^iED:cot^FO=cot^;cot)', 

Augenblick    EOOi 


lern,    Sclilosacrn  u.  dergl.  gcbrnurlil  wird   (der    Winkcllapji 
ScIiräginaniB)."     (Vergl.  KnrmnrsEli,  Grnndr.  d.  merhnn.   leCB 
2.  Bd.  S.  9S-)      Ri>tlin    (IVoiiv.   Diel,  de  imche,   Berlin  ims)   nbenetiP 
Schillinge  idU  le  liiilia  und  iintgekiThrt  dieses  mit  SrhrSge,  .Schiefe; 
binia  erns,    mai^re ,    nign  atnniiifer,   scharrer,   spidiger  Win  kel.    B«! 
„ichmiegun"  tagt   Heiniius:    „die  Werbleiite  Bchmie^jen  (marhm 
genau  nnpaisearl)  eine  Wand,  wenn  sie  dieselbe  nach  einem  WlnLel  ülicr 
oder    nnicr  90"    cenau   nnrh    der' Schmieg«'   nufFühren."     Karh    Kall- 
■  ehmidC  helsst  nie  Kante  (zweier  I^^benen  nn  einem  ebenlläehigen  Kiir- 
per)  (o  TJeE  als  die  Schärfe,  die  Schneide.     Beide  ieixteren  sind  iii- 
pleieh  nnalog  dfr   Spilie   lielm  Winkel.     Als  Analog-nn  für   Üchenli'^ 
am  Winkel  ymsl  hei  der  Schmiede  am  besten  Wand,   well  die  Hau  i 
und  andere  ■(>  genannten  Wunde  fast  immer  eben  sind  und  viellällij;  ai'' 
darohschnciden,  auch  nach  Wange,  insofern  diese  KArpPTtbeile  bei  Ttii' 
~en  meist  cnnTerglren,  nnch  manche  Seltenebenen  an   Mnsrh  inen  betin"' 


«5 


PE:DF=^:  g£=  8in£OZ>:siiiFOZ> 

=  8ina':sma'', 

/ 

[glich  der  VereiD  beider  Verhältnissgleichheiten : 

cotj? :  coty =sina( :  sina'^ . 

I  ist  aber  a'+a"=a,  also  a"=a'-a',  und 

cot}^ :  cot/3 = sin  (a — a') :  sina' 

=  sina  üoma' — cosa  sina' :  sina', 

Jgllch  wenn  man  theilt: 

tangj3cot}^=sinacota'  —  cosa. 

8  gibt  endlich  das  an  E  rechtwinklige  Dreieclc  OED 

.      OE         cosc  cotc 

cota  = -jR-jK^z-T 2>= 2»» 

ED     sinccosp      cosp 

aber 5   wenn  man  substituirt  und  den  Nenner  coaß  weg  multipli' 
rt,  erhält  man 


sinßcoty^rr  sina  cotc  —  cosa  cosj3 


ter  Tersefxt 


(6)  cosa  C09j3=^  sina  cotc — sin/J  coty, 

ie  vierte  Hauptgleicbung. 


4-, 
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Veber    die    mittlere    Entfernung  i 
Aekers  vom  Hofe,  in  Bczu^  auf 
Anwendung. 


Feldmesser  Herrn  C.  Wasinuad 

lu  StmUund. 


In  der  vor  Kurzeni^ 
Entfernung  e' 
die    402enannte    mit 
Hofe.  Von  J.  A.  Grün 


inter  dem  Titel:  Ueber   die  mittle 

^igur  von    einem  Punkte,  oder  Bb 

ttlere  Entfernung  des  Acker»  SJ 

Greifs^vald.  1848*)  erechien« 


indÄ^ 


*)  Um  Lesern,  denen  obige  Schrift  elwa  noch  nicht  i 
liominen  «ein  aiilltc,  wenigalcni  anzudeuten,  wnrnm  ei  aicli  hnndelt,  ^ 
ich  den  Bej^ritF  der  mittlem  Eritfprnnng  der  Kürie  vegen  in  derSprx 
des  vorigen  JahrhunderU  hersetzen;  Unter  der  mittlem  Enlfernung  ei 
Linie,  FiRchc  oder  einei  Kor|>Grs  von  einem  Punble  «ird  vrratanden 
sHthmettache  Mitlei  niia  den  Entfernungen  aäinmtlii:hei  Eleinonte  i 
■etilen  vnm  gednchten  Punkte,  oder  hieiaiia  hervorgehend   und  nneh 

äneniBr  für  die  Anknüpfung  der  Rechnung:  Die  mittlere  Entfemnng 
ie  Summe  der  Entfernnngainumcnte  aBninitlirher  Elemente,  dividirt  dn 
die  Siiidmen  sämnitlieher  Ktenienle,  unter  ICnlfernungamument  daa  f 
ducl  de*  Elementa  in  acine  Entfernung  Tentniiden. 

lat  aUn  ff^/r  die  Gleichung  einer   ebenen  Curve  für  rechtwioki 


rvall 


niltlere   Kntfernling   des   Curvi 

Anfuoge    der    Cnordinaten 


iücba 


,   wo  der  Nenner  nntörlich  dai  { 


atnck  selbit 


■■    gerade   Linie    ab,  aß,   der 


»7 

Stshrift  giebtder  HerrVerfasser,  nachdem  zunächst  der  Begriff  festge- 
stellt worden  ist,  Formeln  tur  die  mittlere  Entfernung  eines  Drei- 
ecks von  einem  Punkte,  und  zeigt  dann,  wie  sich  hiernach  die 
mittlere  Entfernung  jeder  geradlinigen  Figur  durch  ihre  Zerlegung 
in  Dreiecke  finden  lasse.  Die  Formeln  sind  jedocA  etwas  com- 
plicirt,  und  überhaupt  hat  man  es  in  der  Praxis  auch  mehr  mit 
ganz  gesetzlosen  Curven  zu  thun.  Ich  suchte  deshalb  nach  einem 
rouglichst  einfachen  Verfahren  für  diese  Fälle,  wo  man  sich  doch 
lediglich  mit  Näherungen  behelfen  muss,  und  kam  d<ibci  auf  fol- 
geoden  SatzT 

Für  dien  concentrischen  ßing  mit  den  Halbmessern  r  und  q, 
oder  einen  Ausschnitt  desselben,  ist  vom  Mittelpunkte  abgerechnet 

die  mittlere  Entfernung  3i=z,j( ^ —     J'  ^'^^^^^  ^^  ?=0, 

IBr  den  Kreis  oder  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  r,  hervorgeht 

Mg       2 

üf =3  r. 

Hierauf  lässt  sich  nun  das  nachstehende  Verfahren  gründen, 
welches  mir  fOr  die  Pcaxis  genügend  scheint.  Soll  die  mittlere 
Entfemang  der  Fläche  aaa ( Taf.  I.  Fig.  4),  deren  In- 
halt =JP9    vom  Punkte   C  ermittelt  werden,  so  theile  man  die- 


Jf  =  — ^  f^'dxVx^+i/'xy,  oder  entwickelt: 

a — «#/ 

a 

^        Sind  femer  5=/'y  nnd  ^r^ffp  die  Polargleirliiinpen    zweier   Cnrven, 
mi  ist  die  nittlere  Entfernung  des  Flächenstücks  zwischen   beiden  Cnr- 


V 


dos  Boirenintervall   a—a  vom  Pole   ab:  .V=    >*    — f^p  > 


/y 


wo  der  Kenner  das  Flächcnstuck  selbst  ist. 
k  Für  den  concentrischen  Kingausschnitt  mit  den  Halbmessern  r  nnd  q 

^    nd  dem  Mittclpunlitswinkel  a,  sind  für  den  Mittelpnn1<t  als  Fol  die  Glei- 

chnngen    der  beiden    Kreise   %r:jcFg>=r    und    z  =  fy,=  Q,    daher   dessen 

niCtlere  Entfernnng  vom  Mittelpunkte  ab: 


^o_Zs. 2/r^^\    2/rHj[HV'\ 


o  9 

bj  weiclM*  der  oben  benutzte  Satz   ist.    Dies   möge   zur  Andentang  des  Be. 
griffe  hier  genügen. 

Theil  \1II.  ^ 


»8 

selbe  von  C  aas  in  concentrische  Ringe  1»  2,  3, fi,  ermittek 

die  Fiächeitgrössen   /l ,   /2 ,  /^ , fm  »o  wie  nach  obigem  Satie 

aoeli  die  mittlerh  Entfernungen  m^ ,  iii^,  m^» *""  dieser  Ring« 

von  C  ab,  dann  ist  der  GesammtflSche  mittlere  Entfernung:  Jf— 

rn,fi+m^r2+m,f,.,,,+mnfi.  (^.„„„j  ^.^.  q.  $.  17.).  Liegt  der 

Punkt  C  innerhalb  der  Fläche  nnn ,  so  wird  bei  der  Einthei- 

lung  auch  noch  ein  voller  Kreis,  oder  ein  Kreisausschnitt  v©r- 
kommen ,  was  jedoch  in  der  Berechnung  keinen  Unterschied  macht 
Betreffend  die  weitere  Anwendung  der  mittlem  Entfenrang, 
halte  ich  es  noch  fiir  eine  selir  schwer  zu  lösende  Aufgabe,  selut 
unter  Voraui^setzung  einer  ganz  speciellen  Nutzungsart ,  die  Fonk* 
'  tion  der  Flächengrüsse  F,  Bonität  B  und  mittlere  Entfernung  M 
eines  Grundt^tücks  von  einem  Punkte  zu  ermitteln,  welcher  die 
Werthe  mehrerer  Grundstücke  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  prop«^ 
tional  zu  nehmen  sind.  Namentlich  würde  man  der  Praxis  sekr 
widersprechende  Resultate  erhalten,  besondert?  fiir  extreme  Werthe 

p  f%  

von  F,B  und  MI,  wollte  man  diese  Funktion  =  -tj|- setzen.    Wem 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleiben  können,  80  wilrdQ 
doch  dann  der  Nenner  ausser  von  M  auch  noch  wieder  tod  f 
und  B  abhängig  sein  müssen,  wie  dies  auch  schon  zum  Theii  aas 
Herrn  von  Tiiünen's  I3emerkungen  über  diesen  -  Geeenstand  in. 
seinem  isolirten  Staate  hervorgeht.  Bei  der  Schwierigkeit » 
welche  die  Herstellung  einer  solchen  stichhaltigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  Berücksichtigung  der  Entfernung  bei  derWeith- 
bcstimmung  von  Grundstücken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  findM 
können,  dass  man  Grundstücke  in  verschiedenen  Entfernungen 
vcranschla<>t,  und  dadurch  eine  l^rogression  von  WerthreductioDS- 
factoren  ermittelt  für  stufensweisc  wachsende  Entfernungen.  Hier- 
bei uird  dann  aber  die  Kenntniss  der  mittlem  Entfernung  von  er 
heblichem  Nutzen  sein. 

Ganz  natürlich  wird  man  bei  Betrachtungen  obiger  Art  noch 
zu  der  Aufgabe  geleitet,  für  den  Acker  den  vortheiihaftesten  Oir 
des  Hofes  zu  ermitteln,  rücksichflich  der  Entfernung,  d.  h.  fSr 
eine  gegebene  Fläche  den  Punkt  zu  bestimmen,  von  welches 
ab  die  mittlere  Entfernung  derselben  ein  Minimum  ist.  Für  eit 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  betrhchlicher  Rechnungsairf- 
wand  erfordert  werden,  so  dass  man  bei  wirkli'chen  neiren  Hoian- 
lagen  wohl  auf  eine  mathematische  Lösung  wird  verzichten»  vxi 
sich  damit  trösten  müssen,  dass  in  den  allermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
Mitberücksichtigung  verlangen. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

In  meiner  Schrift:  üeber  die  mittlere  Entfernung  einer 
Figur  von  einem  Punkte  oder  über  die  sogenannte 
mittlere    Entfernnnsj    des  Ackers  vom  Hofe.  Greifswald' 
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.1848.%  auf  wekihe  sich  die  ßemerkungen  In  dem  obigen  Aufsatze 
bauchen,  habe  ieh  vorzuc^sweiee  die  geometrische  oder  eigentlich 
flberhaupt  die  theoretische  Seite  dieses  Gegenstandes  In  s  Auge 
gefassty  und  habe  versucht ,  mit  völliger  mathematischer  Strenge, 
welche  bei  derartigen  Untersuchungen  leider  nur  zu  häutig  ver- 
nachlässigt wird,  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Allgemeinheit,  als  auch  durch  ihre  Eleganz  auszeich- 
nen und  empfehlen ,  und  glaube ,  dass  auf  diese  beiden  Prädicate 
hisbesondere  der  Ausdruck  S.  79.  %,  11.  Nr.  71.,  welchen  ich  als 
das  in  dieser  Schrift  gewonnene  Hauptresultat  betrachte,  Anspruch 
machen  zu  dürfen  vollkommen  berechtigt  ist.  Wenn  ich  deshalb 
auch  dergleichen  elegante  Ausdrücke  nicht  mit  dem  Namen  „com* 
'  plicirf  *  belegen  mucnte,  so  bin  ich  doch  mit  dem  geehrten  Herrn 

.  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  darin  vollkommen  einverstanden, 
dass  die  Rechnung  nach  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Aus- 
drflcken  ungeachtet  ihrer  Eleganz  fNr  die  gewöhnliche  Praxis  in 
den  meisten  Fällen  noch  zu  weitläufig  ist,  und  habe  daher  auch 
Bchon  in  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  ALU.  S.  ()02.  gelieferten  An- 
leige  der  obigen  Schrift  die  Leser  des  Archivs  zur  gefälligen 
Hihvirkung  bei  der  weiteren  Vereinfachung  des  fraglichen  Gegen 
itandes,  upd  dessen  Gestaltung  für  den  gewöhnlichen  praktischen 

r'  Gebrauch  aufgefordert.  Es  kann  mich  demnach  auch  nur  freuen, 
dazu  in  dem  obigen  Aufsatze,  ungeachtet  der  grosc^en  Ein  fach  lieit 
•eines  Inhalts,  einen  nach  meiner  Meinung  recht  zweckmässigen 
Anfang  gemacht  zu  sehen,  und  hoflfe,  dass  es  dem  geehrten  Herrn 

r  Verfasser  desselben  nicht  unangenehm  sein  werde,  wenn  ich  mir 
erlaube,  seinen  Betrachtungen  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
kincuzußigen,  indem  ich  ihn  zus^ieich  zu  weiteren  Untersuchungen, 
n  denen  ihm  viellcieht  seine  Praxis  Gelegenheit  darbieten  durfte, 

\r  tnizttfordern   mir  erlaube. 

i  Der   von   dem    Herrn  Verfasser    angegebenen    Methode    liegt 

:'  kMiptsächlich  ein  Ausdruck  fiär  die  mittlere  Entfernung  eines  zwi- 
^ '  fchen  zwei  coneentrischen  Kreisen  enthaltenen  Rings  von  deren 
femsinschaAlieheni  Mittelpunkte  zum  Grunde.  Dieser  Ausdruck, 
wachen  der  Herr  Verfasser  in  einer  Note  durch  die  Inte^rairech- 
iang  abbitet,  list,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eine  unmittelbare 
oder  wenigstens  leichte  Fofge  aus  den  in  meiner  Schrift  entfaalte- 
■en  Ausdrücken,  wenn  er  auch  In  dieser  Schrift  nicht  selbst  ge- 
geben worden  ist,  was  nicht  nöthig  war,  weil  ich  keineswegs  die 
Absicht  hatte,  in  derselben  den  fraglichen  Gegenstand  ganz  zu' 
«schupfen. 

Wenn  wir  die  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
durch  a,  seine  beiden  gleichen  Schenkel  durch  b,  seinen  Inhalt 
.4rch  ^  •  die  halbe  Suaune  seiner  Seiten  durch  » ,  und  seine  niitt*> 
lere  Entfernung  von  seiner  Spitze  durch  JH  bezeichnen,  so  Vit 
uch  der  Formel  Nr.  70)  auf  S.  lOi.  meiner  Schrift,  wenn  wir 
in  dieser  Formel  0  =  c  setzen: 


Ul  aber  in  diesem  Falle 


/ 
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a  2a        26— a 

2*=:a+26.  1-7=1 -7rF26=5F+'a 


oder 


ist  9  so  ist 


o! 

1- 

"26 

• 

Ic- 

s 

^n» 

a 

»+-26 

«r 

üf: 

1 

-3 

6- 

4A» 

3a» 

1  — 

; 

1  + 

26 

a 

26 

Nun  ist  ferner,  wie  man  leicht  Gndet: 

6«— 4o« 


1  1  4A«  4 


also 


A  +  26 

Denken  wir  nns  jetzt  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  beschiie 
benen  Kreis  ein  reguläres  Vieleck  von  n  Seiten  beschrieben«  mrf 
bezeichnen  jede  Seite  desselben  durch  a,  so  ist  f&r  jedes  dtirn 
gleichschenkligen,  iiA  Mittelpunkte  des  Kreises  zusammeostossai- 
den  Dreiecke  9  in  die  sich  dasselbe  zerlegen  lässt,  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden: 

*f     1         *^       4"     /      2r 
M=^r « ' y 

und  folglich  immer  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  flr 
das  ganze  reguläre  7ieck  nach  S.  111.  meiner  Schrift : 

^+2;; 
d.  I.  eben  so  wie  vorher: 


lai 


1+  2r 


ider 


^=3"+— 3ir-'7-v 

Mso  tst»  da  jedenfallg  immer 

-»<!:<  +  » 

ist,  nach  einer  sehr  bekannten  lo^arithm'mchen  Reihe  (ni.  s.  u.  A. 
meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  hu- 
bern Analysis.    Leipzig.  ,1838.    S.  64.): 

d.  i. 


'^W'^i\2r)   +5(1;)  + i 


«=ä'+ä("-i-)ii+äi(i;+«i(i)'+f, 

und  wenn  man  nun,  um  M  fiir  den  Kreis  selbst  zu  erhalten,  n 
b's  Unendliche  wachsen,  also  a  ins  Unendliche  abnehmen  iässt, 
nd  in  der  vorhergehenden  *  Gleichung  zu  den  Gränzen  fibergeht, 
bo  ergiebt  sich  för  den  Kreis: 

üf=:Är+Q  r*.  5-,  d.  i.  ilf=ari 

Für  einen  Kreisausschnitt,  der  -r  des  ganzen  Kreises  ist,  sei 

jetzt  M  die  mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Preises, 
10  ist  nach  S.  IH.  meiner  Schrift  offenbar 

2  12  '  \ 

sr=Ä.  T-ilf,  also  J!f=Rr; 

^ie  für  den  ganzen  Kreis ,   was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  die  rajttlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stucks  wie  ABA'B'  in  Taf.  I.  Fig.  5.  von  dem  eemeinschaft- 
ichen  Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,   zwischen  denen  diesem 
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riiigtiirmige  Stfick  cothalteii  idt,  xu  linilen,  Zu  «lern  Ende  seien 
r-uml  r'  res|iective  ilie  Halkraesssr  des  griissereu  «nJ  des  Til ei- 
tleren Kreises;  die  Flächenräume  der  Heiden  Kreisausächtiille 
AVß  und  A'CB'  seien  resjiective  «  ii.i.t  S',  und  m  und  ttl' 
seifen  deren  mittlere  Entfernungen  von  (';  so  haben  wir  nacli 
S.  III.  meirji'T  Schrill   die  4ilteichi>ng: 


m=^m'+  - 


ft-es' 


Aber  liek^ntiitliLh,  du  die  Secloren  @,  @'  deunselbei 
Mittelpunkte    entsprechen: 

e:3'=rä:r'^  also  S:  S-Ö'  =  r«:r»-  r 

und  nach  (k>iii  Vorhergehenden: 


~3'(r+r'Kr-r'j-3'        r+r' 


folgt,  eani  nie  der  Herr  Verfasser  des 
dereni  Wege  t^efundeti  hat,  nenn  man  i 
t'   fiir  p   setKl,     Auch  ist 


;en  Aufsatzes  auf  aii- 
n  der  dortigen  Formel 


2/    ,     r'2    \      2/,  ,     r^    \ 


Uass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obige,  durch  streut^ 
UrSnienbetrachtiingen  aus  anderen  Formeln,  zn  den  iniitructivgteii 
Betrachtungen,  namentlich  fär  Anitinger,  gehören,  wenn  sie  aucli 
von  einer  gewissen  Weitliiuligkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  /u  spre- 
chen sind,  dtirfte  wohl  jetzt  ziemlich  allgemein  anerkannt  dein. 
'lind  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  Anlaniier,  \\elche  in  der 
Mntheniatik  weiter  zu  gehen,  und  namentlich  die  Analysis  in 
'Hl    neuesten  Zustand»!  kennen  zu  lernen  beabsichtigen,   nicht 

§  genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
tesclben  selbst  anzuBteileD  versuchen  künnen. 


IM         . 

-       •  •  « 

So  wie  im  vorhergehenden  Falle  wird  man  auch  fast  io  alJen 
in  der  Praxis  sich  viefieicht  darbietenden  Fällen  die  erforderlichen. 
Formeln  aus  derf  in  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrücken  ohne 
Schwi^igkeit  abzuleiten  im  Stande  sein. 

^'  Bei  der  wirklichen  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser 
de«  obigen  Aufeatzes  vorgeschlagenen  praktischen  Methode  wird 
roan  häufig  in  den  Fall  kommen,  die  Flächenräume  ringförmiger 
Stücke  ,wie  ABA Bf  bestimmen  zu  müssen.  Deshalb  wird  es 
vielleicht  zweckmässig  sein^  auch  darüber  noch  ein  Paar  ßemer- 
kungen  dem  Obigen  hinzuzufügen. 

'  Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
ABA'B'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  ACB  oder  A'CB  am 
Mittelpunkte  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Kadius  beschriebenen  Kreise  durch  co;  so  ist  nach  bekannten 
Sätzen 

1  1 

/  ==  5  (r^  —  r*'^)  w  =  w/  0'— »*')  (r  +  r')  w . 

Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  a,  so  ist 


«1  .1  ^ 

0  =  2rsm2-cö,   sing  01=  ^^ 5 


folglich 


^  cö  =  Aresin  -^  ,    0  ==2 Aresin  ^  • 


Weil  aber,  da  jedenfalls 


»<s<' 


ist^  nachx  einer  bekannten  Reihe  (m./ s.  u..  A.  meine  Elemente 
der  Differential-  und  Integralrechnung.  Zweiter  Theil. 
Leipzig.  1837.    S.  92,) 

..     .,  <r       a   ,11  /isy  ^l.Sr  /«W  1.3.5   l/a\r^ 
^"'*'" 2;  =2; +  2 TW    +2l'5  •  W  +IM'7\^J  + 

i^st ,  80  ist  nach  dem  Obigen 

.  yirs  1  /cy      r 

+  2.4.6  7  A2r/    ^ '"\ 
d.  i. 

'= $7- ?l+24  Vr/    +640  Ar/    +7168  Vr/  +  "*' 
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^('-^)0>0"m4(;T^4(0*+™<0*+-< 


Von  lUeäen  Heiheii  n'ird  man  immer  nur  ^o  viele  Glieder  bei- 
behalten, iils  'die  liei  der  üechnnng  lieabsichtigte  Genauigbetl 
erfordert. 

Für  da»  Prodiict  des  rioEtTrirmiiteti  Stück«  ABA' B'  in  seine 
mittlere  F.iitrernuni;  vom  Mittclpunkfe  C  liat  man  nach  dem  W- 
her^ehenden  den  Aufdruck 


;fr-r')(rMn-'tr'«)Ar< 


Hlan  nach   iIriu  Vorliergehendeii 


1  (r-r')(r'+rrH  ■■'•)« 


M+ä(0'  +  ra(0*+ !■ 


3' 


•0-7)än';+(gnH4.('y+4(';)'+ \ 


Diese  Ausdrücke  scheinen  mir  l)ei  der  Äusfühninn  der  darch  I 
die  Aimendiuig  der  von  deüi  Herrn  Verfasser  des  obigea  Auf'  I 
Salzes  angegelieiien  für  die  Prasiä  retht  Kiveikmässii^en  iMetliod«  I 
niithiggeinacfateii  Uecliiiungeii  die  ineii^teBeiiuendicbkeit'darziibietei) 

Riicksichdich  der  in  dem  lefsten  Absätze  des  obigen  AhF' 
spitzes  yiemachten  Bemerkuni;  stimme  ich  dem  Herrn  Verfastet 
desselben  vullkonimen  bei.  tleber  das  aber,  was  in  dem  vijHeti- 
ten  Absätze  dieses  Aufsatzes  bemerkt  worden  ist,  -muss  ich  dis 
Entscheidung  den  Landwirthen  und  Nationalcikonomen  anheia 
stellen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  einige  auf  den  hi  d'^'l" 
Absätze  angeregten  Gej^enstand  bezügliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  einsichtsvollen  Recensenlen  meiner  Schrift  in  de* 
Heidelberger  J  ahrbfioti«rn.  1848.  Nr.  i'A.  S.  45<.l.,  Herrn 
Doctnr  J.  Dienger,  früher  in  Sinsheim  bei  Heidelberg,  jeld 
Vorstand  der  hiilieren  Burgerschule  zu  Etten  beim,  semacht  viw- 
den  sind,  worauf  ich  daher  die  für  diesen,  namentlich  in  der  jctsi' 
gen  beivegten  Zeit  hei  der  Beurtheilung  des  Werlhs  der  Grunil- 
sttickc  mit  Reriii.-ksichticnn^  aller  dabei  in  Betracht  kommende» 
Blemeiile,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  ATbeitskrafl  n. 
ilergl,,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwirthsehat't- 
licher  und  Oberhaupt  natirrnal-ökonomiscber  Rücksicht  sehr  ner 
Iheii    Gegenstand,    sich    etwa    inleressirenden  Leser  des  Archivs 


r  ^rlauhe.  Die  am  Srhiiiss  und  in  der  Vorrede 
T  Seil  riß  liWs  ^anz  in  der  Kürze  angecetienen  Verhältnisse, 
über  deren  Richtigkeit  oder  Unrichtigkerl  Untersuch  im  gen  ganx 
ausserhalb  des  Zweckes  meiner  zunächst  lediElich  eine  eenmetri- 
eche  TendenK  hallenden  Schrift  lasen,  sind  in  der  That  auch 
nur  deshalb  von  mir  hinbestellt  norden,  urii  zu  einer  sorgrältigen 
Untersuchung  dieses  practisch  sehr  irichtisen  Gegenstandes  zu 
veranlassen;  und  vielleicht  nird  das  Archiv  bald  eine  Abhand- 
lung über  denselben  bringen.  Eine  andere  ganz  eben  so  einsichts- 
volle Recension  meiner  bchrlft  vnn  Herrn  Ttöttcher  in  Hudol- 
Stadt,  die  von  allen  denen,  welche  dieselbe  bei  ihren  etwaigen 
theoretischen  »der  praktischen  Arbeiten  i'iher  den  mehr  ertvühn- 
ten  (gegenständ  eu  henulKeR  beabsichtigen,  wegen  verschiedener 
sehr  zu  beachtender  theils  allgemeiner,  Iheils  snccieller  Bemer- 
kungen gleichrulls  nicht  unbeachtet  gelassen  »erden  darf,  tindet  sich  in 
einem  der  neuesten  Hefte  der  Jahrbücher  ffir  Philologie 
und  Pädagogik,  das  ich,  —  ivell  ith  in  diesem  Augenblicke 
dazu  nicht  im  Stande  bin  und  diese  Zellen  iiberhauiit  nur  aus  dem 
Gedächtnisse  schreibe,  —  seiner  Nunmier  nach  suäter  noch 
gele£rcnllich  angehen  iverde,  und  für  jetzt  nur  dem  geehrten  Hvrrn 
VcrfasBer  Tur  seine  höchst  einsichtsvolle  Beurtheilung  verbind- 
lichst 7.H  danken,  die  hier  sich  dargebotene  Gelegenheit  nicht  un- 
benutzt voriibergehen  lassen  will. 


Beitrag  zur  Theorie  der  auadra- 
tisclien  Formen. 


Herrn  Doclor  F. 

Lehrer   nm   Gyn 


Arndt, 

n    Slralsand, 


in  deu  art.  213.  und  214.  der  Dis  quisitiones  arithmc- 
tlcae  findet  man  eine  liüsung  des  Problems:  „Zu  beurlheilen, 
ul.  eine  Form  (F)  von  der  Determinante  D  eine  andere  (/)  von 
'ler  Üelerrainante  IJee  eigentlich  einschliesst,  oder  nicht,  und  im 
erstenPallealie  eigentlichen TransrormutionenausFin/'zu  berechnen." 

Nach  der  von  Gauss  hiezu  angewandten  Methode  muss  man 
viirerst  alle  die  Formen  (ß)  entwickeln,  welche  aus  F  durch  die 
Translormalion    m,  t,  0,  w  entstehen,  so  dass  7n  jedweden  posi- 


^^ 


m^ 
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tiven  Theiler  von  e,  k  jedwede  KwiBchen  den  Grenzen  U  ui 
iiii'l.  eingeächlosüeiie  ganze  Zahl,  h  den  Quotienten—  bi 
Uierauf  hat  man  mit  allen  Formen  Sl,  deren  Anzahl  offenba 


Snmme  aller  Theiler,  von  e  f^leichkoniml,  den  V 
ob  sie  mit  f  cigentikh  aemiivalent  sind,  oder  nicht,  und  IM 
jenigen  unter  ihnen,  il',  il",  Sl"' ,  etc.,  welche  es  wirklich 
in  Betracht  zu  ziehen.  In  Bcxug  auf  die  erste  derselben  Sf-',  ^ 
aus  F  durch  die  fSuttstitntion  m',  k',  0,  n'  entstanden  sein 
stelle  p,  7 ,  T,  i  jedwede  eigentliche  Translormaliun  aas  Sl 
dar;  man  trird  mehrere  eigentliche  Trans rormationen  aus  Fl 
unter  der  Form  in'p-^-k'r,  m'q  +  k't,  n'r,  n'x  erhalten,  und 
Man  mit  den  i'ibrigen  Formen  ß",  £1'",  etc.  ebenso  verföhr 
gelangt  man  x\i  den  siimnitlicben  eigentlichen  TTansfoTmati 
aus  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  dass  das  angedeutete  Vi 
iu  der  Ausübung  sehr  weitläufig,  in  den  meiälen  Fällen 
wie  nnausrohrbar  ist,  nnd  dies  hat  mir  Veranlassung  geg 
eilte  andere  Aofliisung  des  obiseii  Problems  zu  suchen,  if 
sich  in  pnietischer  Beziehung  durch  Kürze,  in  Iheoretischer  4 
mehrere  Bemerkungen,  zn  weichen  sie  Gelegenheit  gieU 
empfehlen  seheint. 

Die  Form  F  von  der  Determinante  1)  sei  (A,  B,  C), 
Form  /■  von  der  Determinante  Uee  sei  (o,  fi,  c).  Wir_  nel 
lEuvürderst  an,  dass  F  in  f  durch  die  eigentliche  SubsHtion 
V,  ä  übergehe,  und  sehen  zu,  was  dar.ius  folgt.  Man  bat  fol| 
ijteichungeni 

[1]  .  .  .  Aao  +  '2BfiY^Cyy  =  fi, 

[2]  .  .  .  Aaß  +  Biaä-tßy)  +  C^6=6j 

[3]..  .  .  Aßß-i-2Bßä  +  Cö6=c, 

[4] a3~-ßY=e  («  positiv  und  >  1). 

Die  Zahlen  «  und  /  können  ein  grossles  genieinschafllicbes  j 
n  haben,  welches  poisitJv  genommen  wird,  so  dass  a=Hifi,  V 
tt"  und  /^  relative  Primxanlen  sind;  nach  [4]  wird  »  ein  1 
von  e  sein,  oder  wenn  e=nm  gesetzt  wird,  so  ist  m  ein* 
Zahl,  und  die  Gleichung  [4]  reducirt  sich  auf  a''S  —  ßy>=m 
stimmt  man  nun  zwei  antlere  Zahlen  ß»,  d»  so,  dass  tfitP^" 
=  1  wird,  (was  auf  unendlich  viele  Arten  möglich),  so  raus 
kanntlich  |3^(3»/»+Ai<",   ä=  ä^m  +  ky"  sein,    wo  Ä  eine  h-«^ 

ganze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleich  ß°,  ö°  so 
ass'A'  zwischen  den  Grenzen  0  undin  — 1  incl.  enthalten  ist. 
stituirt  man  nun  die  für  «,  ß,  y,  d  gefundenen  Wertho  in  [IJ, 
f3|,  srt  kommt  ^™ 


.[B] 


!Atfitt'>+iBtfly"+  C/'y"  =  — , 
Aa^'ßo  +  B  (««3"  +  ßY)  +  CV"Ö»= 
^  Aß'>ß^+2Bß°i"-i-Cä^d<'=:S^^ItZ: 
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...  ,         fl    ■  hn — ak     cnn — 2bkn+akJk 

eraos  siebt  man,  d;iss  — ,    ,    '- eanze 

nn         mnn  tnmnn       >■ 

.hleo  sind 5  vr^lche  wir  resp.  durch  A',  iT,  O   bezeichnen,  und 

8s  die  PoriD  F..{A,  B,  C)'\n  die  Form  F' ..{A',  B,  C)  durch 

5  Substitution  0^,  jjo,  y»,  ^,  för  welche  a<^— ^=1  ist.  über- 

ht,  folglieh  mit  derselben  eigentlich  aequivalent  ist.    Aus  den 

erthen  Ton  A'  und  B^  folgt,  dass  n  in   b  aufgeht,  setzeifi'  wir 

^nh'y  so 'folgt 

A'z=z~     B'=^^^—^     ^^c-^2f/k+A'A'k, 
nn*  m       '  mm 

id  da  B^-^A'C=B^^AC^D,  so  Icann  C  auch  aus  der  For- 

B'B' D 

t\  C  ia.-' 37- —  bestimmt  werden,  falls  A'  nicht  verschwindet. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ziehen  wir  den  ersten  Schluss: 
estimmt  man  alle  die  Theiler  von  6,  nämlich  n,  deren  Qpjadrate 
ie  Zahl  a  messen,   und    welche  folglich    wegen    der  Gleichung 

S — aCi=Dee  in  b  aufsehen,  und  findet  f  — =r/i,  — =^4',  —=6' 

\n  nn  n 

esetzt)  fär  keinen  derselben  eine  Zahl  k  unter  m,  die  - 


m 


^ i zu  ganzen  Zahlen  macht,    so  ist  die  Form  f  un- 

mm 

rr  der  Form  F  nicht  enthalten.    Findet  man  aber  Werthe  von  n 

Dd  k,  ffir  welche  alle  diese  Bedingungen  erfiillt  sind,  so  ist   zu 

ntersuchen,  ob  eine  oder  mehrere  der  resultirenden  Formen  (A', 

V,   C)  mit  F  eigentlich   aequivalent  sind,   oder    nicht;   ersieht 

leb  keine  solche  Form,   so  ist  f  unter  F  nicht  enthalten;   tmdet 

ich  wirklich  eine  {F')^  so  wird  f  von  F  eigentlich  eingeschlossen« 

Denn  bedeutet  a^,  ß^,  r^,  ^  eine  eigentliche  Transformation 
IS  F  in  JP,  80  sind^die  Gleichungen  \p\  vorhanden,  und  man 
Uety  dass  die  Gleichungen  [11  bis  [4]  durch  die  Werthe  a=ncp9 
l=»P>+Äa®,  y=«yO,  o=md^+Äy^  befriedigt  werden,  weshalb 
Wßy  y»  i  eine  eigentliche  Transformation  aus  F  in  f  sein  wird. 

Diese  Resultate  bahnen  uns  den  Weg  zur  Auflösung  des  Pro- 
ikiiis:  4,  Alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  F  in  die 
hnn  f,  welclle  unter  jener  eigentlich  enthalten  sein  soll,  zu  finden.'^ 

.  Mao  stelle  alle  möglichen,  im  Vorhergehenden   charakterisir- 

6,  Formen  (i4',  By  Ö)  auf,  und  ziehe  diejenigen  unter  ihnen, 
ehe  mit  F  eigentlich  aeauivalent  sind,  in  Betracht;  map  be- 
jüdine  dieselben  mit  F',  r",  P",  etc.  Hierauf  suche  man  alle 
ll^tlichen  Transformationen  aus  F  in  Fy  nämlich  ce^,  /3^,  y^,  d^'; 
M  entstehen  auf  diese  Weise  eben  so  viele  eigentliche  Transfor- 
feationen  aus  F  in  f  unter  der  Form  ncfi , .  mß^ -{•  ka9  y  wy^,  md® 
tÜy®,  and  wenn  man  mit  den  übrigen  Formen  F",  P" ,  etc. 
lltDso  T#rClhrt,.so  wird  man  zu  allen  eigentlichen  Transformatio« 
pio  aus  F  \tk  f  gelangen. 

Die  Richtigkeit  dieser  AuflOsunff  erhellt  aus  dem  Vorher^e- 
lenden.    Man  kann  femer  zeigen,  dass  alle  auf  die  obige  Weise 
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bestimmten  TransfonnationennDter  einander  verschieden  sind.  Dass 
rscfaiedene  Transforniationen  aus  F  tn  <li  eselbe  Form  P 
nicht  dieselbe   Trans furmation   aus  F  '\a  f  hervorbringen   k5iiDeii> 
iOfileich   bemerken.     Es  seien  also   tfi,  ß",  y",   ^i  tfl't. 
ß°',  y^,  d'^'  Transformationen  aus  F  in  die  verschiedeneu  Fom 
F',  F",  zu  deiiWerthen  n',  m',  A^  eehürend,  welche  die  Dämlich 
Werthe  von  «,  3,  y,  5  geben.     Dann  ist  (10"=:  »'«*"...  (l),  i" 
+  *<."=  m'ßo'^iV"... (2).  nf  =  /i'v*>'---(3),  mäo  +  iy"  =  m' 
+  A')^...(4),  »«(=•»«'»'=  e... (5).     Aus    (1)    und    (3)    f 
«ii'(a*y — y"«"')  :=  0, -folelich,  da  wir  annehmen,  dass  n,n'  1 
verschwinden,  K«y*  — y<'o"^=0,  aber    n"  und  y",  so   wie  «»' 
y**'  relative  Primzahlen,  folalich  »=»*'',  y^=y°',  mithin  auch  11^ 
m=m'l  daher  nach  (2)  und  (4);  m{8<> -&''•)  =  {k'-k)tfi,  miß^- 
:=(Ä'-*)y*',    folglich    sind    (J'— A)a",    (A'— Ä)yO,    mithin    I 
CA'  — Ä)««^.  (A'— A)^"j*,  also  die  Differenz  (A' -A) («"«<>— ( 
^zk'  ~k  durch  7»  theilbar,    was  »vegen  k<^m,  k'  <,m  nnmiir 
■St.    Deshalh  ist  A'  =  A,  ^=^,  S'^—S'^ ,  und  die  Formen 
werden  somit  identisch. 

Uic  vorhergehende  Methode  mag  nun  an  einem  Beispl^ 
läutert  werden,  welches  xügleich  nach  der  Gaussischen  Methi 
behandelt  iverdcn  soll,  um  den  Unterschied  beider  deutlichr- 
vortreteii  zu  lassen. 

Es  sei  F. 
:=(—(}.   12,   60).  , 

schaRlichen  Theiler  von   e  und   u  sind  1,  3   und  beider  Qi 
gehen  in  a  auf.     Für  n^\,  m=6  kommt   ^'  =  —9,    ö'=12, 
Bedingung  b'—A'k=0  (niod.  m)  giebt  A=0,  2,  4;  Ä' =  2. 

resp.;  U  =  -i-, = ;-,  — „,  —5;   also    kommt  naf 

^  A'  — 9     — 9 

eine  Form  (^',  B',  C)  ~  (—0,  8,  -5).  Man  lindet,  daM  sie 
F  eigentlich  aequivalent  ist,  und  daraus  durch  die  eigentliche 
stitution  -|-3,  —2,  — 1,  +1  hervorgebt;  daher  sinn  nach  dei 
kannten  Formeln  Disq.  Arithm.  art.  162.  (i.  181.  sHnim( 
Transf.  aus  F  in  {A',  B;  C)  begriffen  in  3(— 6a,  -2(— a,  — (. 
(+3w,  wo  t,  n  alle  Werthe  bedeuteti,  welche  der  Gldd 
f'— 19u^^l  geniigen.  Hieraus  folgen  die  zu  den  Werthen  n: 
A^4  gehörenden  Transformationen 


\..(A,B,C)  =  {2,  7,  15),   wo  ß  =  19;  /...(o,  ft 
60),   wo   66—01  =  19.6«,    also   e  =^  6.     Die  gern 


[T]... 


J,y,ä  =  3(-6w, 


-30r*, 


-(— K.  2(  +  14u. 


Für  v=S.  m=2  kommt  ^'=—1.  6'  =  4,  — A  =  4  (mod.2), 
B='2,  t'  =  15.  Die  Form  (—1,  2,  15)  ist  mit  reigentllch-s 
valent,  +4,  —25,  —3,  +19  eine  eigentliche  Substitution, 
lieh  alle  Substitutionen  in  4(+17u,  -25(— 110«,  -3i- 
19f -|-83)(  enthalten,  daher  die  folgen  den  Transformationen  aus  F 


m-- 


J,y,5=l2(  +  5I«,  -50(— 220«,  — 9(-39m,  38t+m 


Nach  der  Gaussischen  Methode  hat  man  folgende  l2Fo 
Sl.  welche  aus  F  durch  die  Substitutionen  I,  0,  0,  6;  2,  0, 
3,  1,  U,  3;  3,  0.  0,  2;  3,  I.  0,  2;  3,  2,  0,  2;  6,0,  0,  l;  6,  1, 
6,  2,  0.  I:  6.  3,  0,  1;  6,  4,  0.  1;  6,  5.  0,  1  hervorgehen: 
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(3.43.fi40)(8,42, 135)  (8, 46, 179)  (18,4ä,60>(l8,48, 90;(I^54, 124) 
'72,42, 18)(72,54,3l)(72, 66, 51)  (72,78,75)  (72, 90, 103) (72^  102,135)*) 

Von  diesen  Formen  sind,  wie  der  Versuch  zeigt,  nur  die  fol- 

iden   vier,   welche   den    Substitutionen    6,  0»  0,  i;  Ö,  2,  0,  1; 

3,  0,  1:  6,  5,  0,  1  entsprechen,  mit    f  eigentlich  aequivalent: 

J,  42,  15)  (72,  66,  51)  (72,  78,  75)  (72,  102,  135),  und  man  fin- 

let  die  säinmtlichen  eigentlichen  Transf.  aus  diesen  Formen  in  f 

1347—1061(7,  195r— 170017,  -131^+114217,  — 206r+l796l7; 
3905T-18788C7,  6141^-5353617,  —  3051^+26598 17, 

— 4798  r  + 41828 17; 
--r+ü,  r+24i7,  7+217,  ^2r— 2817; 
167^13917,  257  +  12017,  -97+7817,  —147+12417; 

wo  7,  C7alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  72— 76 {7* 
=  1  Genüge  leisten.  Daraus  resultiren  endlich  die  folgenden  vier 
Fonoeln,  m  denen  alle  eigentlichen  Transformationen  aus  F  in  / 
'begriffen  sind: 

M... 7447— 648617,  11707—1020017,  — 1317+1142t7, 

-2067+179617; 
.[<|...  173287- 60732 17,  27250 7- 237560 17,    -30517  +  2659817, 

— 47ö87+41828t7; 
[t^]...— 37+I2t7,  60t7,  7+2C7,  -27— 28t7; 
[«^...617--444C7,   807+1340C7,    -97+78C7,   -147+124t7. 

Wiewohl  die  erste  Methode  nur  zwei  allgemeine  Formeln  [7^, 
\?^  lieferte,  während  die  zweite  deren  vier  giebt,  so  giebt  es 
ODcli  Iseine  in  den  letzten  Formeln  begriffenen  Werthe,  welche  in 
MO  ersten  nicht  ebenfalls  enthalten  wären;  es  wurde  sich  uhri- 
geiM  leicht  zeigen  lassen,  dass  die  Formel  [7]  die  Formeln  [rj 
«dd  [t^L  [7]  die  Formeln  [rH  und  [r"']  zugleich'  umfasst  Die- 
Aeer  Nachweis  darf  dem  Leser  fuglich  überlassen  werden.  ■■■ 

Einige  besondere  Fälle,  welche  nicht  selten  vorkommen,  ver- 
dienen noch  besonders  betrachtet  zu  werden. 

1®.  Es  sei  €1=0,  so  dass  bb=:Dee,  mithin  1>  eine  Quadrat- 
:ldil  kh  ist^  und  b-=^he  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  das  Zei- 
L  lAeo  von  h  ^o  nimmt,  Jass  es  mit  dem  von  b  li hereinkommt.  Fflr 

"jÄesen  Fall  ist  nun  ^'=0,  B'=—z=zh,  C==^^— ,foIgUch  c 

V'  mn  mm  ° 

fädvrcb  m  theilbar,  oder  c^=^mc' ,  mithin  C  =^^-^ /      Die  Gon- 

m 

W 

*)     Wie  man  sich  die  Berechnung  dieser  Formen  sehr  erleichtern  kann, 
^rd  der  Erfahrene  leicht  finden. 
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gruenz  ilik^C  (niod.  m)  \ai  nar  lusbar»  wenn  ik  anil  meotire- 
der  relative  Primzahlen  sind,  oder  ihr  grusstes  ffemeinschaftlidiai 
Maass  d'  die  Zahl  &  inis8t,  und  im  letztern  talle  läsat  O  ver 
schiedene  Werf  he  von  k  unter  m  zu. 

2^.  'Ist  e  gegen  a  priro,  so  hat  n   nur  den  einen  Werth  1, , 

und  es  kommt  A*=a,  B'=z-^ — ,  0= "^ — .  Die  Conm- 

e  a  ^* 

enz  ak^h  (med.  e)  ist  immer  lösbar,  und  Ihsst  nur  e i n e n  Werft 

von   k  unter  e  zu;   für   diesen  Werth,   der 'durch   k9  bezeichnet 

werde ,  ist  also  B'  = eine  ganze  Zahl.  Ferner  wird  be- 
hauptet, dass  e*  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  wird.  Denn  es  iit 
eB*^b{n\oi\,  a);  miiltiplirirt  man  diese  Congruenz  mit /*,  nnd  be- 
stimmt diese  Zahl  so,  dass  ef^X  (mod.  a),  so  kommt  B'=bft 
B' B'—D=lt^ r^—D  (mod.  a).  Da  nun  Mß^ac=zDee,i0^=Dee, 
(mod.  a)   fß^/^=  D  (ef)^=  D,  so  folgt  Ä'i?'- Z>=0   (mod.  «) 

B'B'  —  D 

mithin eine  ganze  Zahl.  Diesfiihrtzu  dem  allgemdoei 

Theorem:  Wenn  e  gegen  a  prim  ist,  und  /...(«,  i,^ 
eine  Form  von  der  Determinante  Dee,  so  giebt  es  i>- 
mer  Formen  t\,.(AyB,  C)  von  der  Determinante  D^  wel- 
che die  Form /*  ei  gentlich  einsehliessen,  aber  sie  sivl 
alle  der   Form   (fi,  B',   C)  eigentlich    aequivalent,  oder 

sehören  in  eine  Klasse,  Indem  B'  =  ,  k    die  Zab( 

^  e 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  th  eilbar  raacht^). 

Beispiel.  F. ..  (^,  J5,  C)  =  (3,2,5),  Z>  =  - 11;  f...{a,hyt) 
=  (44,  105,  11-25),  66  — ac=— 11.  45^  also  c  =  45.  Da  e  gegea 
a  prim  ist,  so  hat  man  44A*^165  (mod.  45),  A:  =  15,  folslich  JT 
B',  O  resp.=44,  —  U,  3.  Die  Form  (44,  -11,  3)  findet  niu 
mit  F  eigentlich  aeipiivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliehe* 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  +3,  — i,  -fl, 
0,  daher  auch  nur  zwei  ei<<entliche  Transformationen  aus  F  in/i 
nämlich  —3,  0,  — l,  -15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  Theiler  1,  3,  5,  9,  15,  45;  nach  da 
Gaussiscben  Methode  musste  man  also  1 -|-3>f  5-f  9-f- 15-|-4US=7B 
Formen  (52)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  i,  0,09  45; 
3,  0,  0,  15;  3,  1,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  In  Be- 
zug auf  ihre  Acquivalenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Probe 
fiir  die  Geduld  des  Rechners ! 

3^.  Es  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilhar,  und  ^  das  prriMi 
gemeinschaftliche  Maass  zwischen  n  und  e,  a^=^^a\  e^^^e"»  •• 
dass  a'  und  e'  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  66 —tf 
=  Dee9  so  wird  d-  in  (ßb  aufgehen;  aber  'd-  ist  durch  kein  Quadnl 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält),  folglich  geU 
d^  in  6  auf,  oder  b—^b\  Daher  kommt  ^b'b'  —•a'c=D&e'e',a'c  darr* 
d"  theilbar;  nun  ist  -O  gegen  n*  prim  (weil  sonst  a=d'a'  einen  qoi- 
dratischen  Factor  enthielte),  folglich  c  durch  ^  theilbar,  oder  — ^a^ 


*)     Etwa«  AehiilichfM  gilt  für  den  Fitll,  in  welchem  ^  geg^n  r  prin  ii^ff  "^ 


,1 


•^ 


m 


Üid  b'ft'  —a'&=.De'e'.  Bieruus  Inlgl,  dass  /)  qua dratis eher  Rest 
ran  a'  igt.  Ist  nun  die  Foriu  f  unter  F  enthalten  ,  sn  dot»  «ie  da- 
rOHs  duruli  die  SidiBtitutini)  a,  ß,  y,  6  henor^eht,  folglicti  At<ti-\- 
''lHtcy-\-Vyy=^ii  sein  iiiri),  ivo  «  und  }•  relative  Primzahlen  sein 
nifissen,  indem  r  durch  kein  Quadrat  theUtiar,  eo  ist  BB — 
^t'=:iDqnadrMfrPcber  Res^t  von«=^a'  (Diftquisilinnes  arilh- 
lu  e  t  i  c  a  e.  S  e  c  t.  V.  b  r  t.  I  5  -1) ,  ntilhin  auch  Rest  von  ».    Daher  das 


i  Form  -i 


I  und 


n  der  D^- 

.r,   &  das 
l^ldann 


Nach 


Tfieorew:    Es  sei  /"..  .(o,  Ä,  p)  < 
terminaute  Dee ,  n  durch   kein   Quatlr 
grlitiste  genieinschal'tliche  Maass  vor 
/>    ein   Nichtre>«t  ton    #,    so    kann    ke 
Detfrniinante  D  die  Fi.  rm  /"  ei  nsch!  iess« 

Es  werde  nun  atigenoniiiien,  das«  D  Rest  von  #  »ei. 
dem  Vorhergehenden  isl  von  seihst  a^öa',  e^^Öe',  (f^&li',  c:=&c' 
ia'  und  e'  relat.  Primzahlen).  Die  Cnn^ruenis  afe^b  (niod.  e)*) 
ivelche  mit  n'k^b'  (mod.  e')  zusammenlällt,  istininier  iDshar,  und 
läast  9  verschiedene  Werthe  von  k  unler  e  zu,  nämlich  k',  Ä'+e', 
/:'+2«', ...*'  +  (&— ])e',  indem  k'  den  positiven  Werth  von  k  un- 
ter e'  bedenteL     Für  jeden  dieser  Werthe  ist  B"  = — ^-^ —      eine 

ganze  Zahl.  Man  hat  nun  e'B'=^b'  (luod.  oO.  folglich,  nenn  man 
"mit  /■  ranltiplicirt,  und  e'f=l{moA.a')  macht,  B  =  br,  B'B—t) 
^f,-'ifi  —  l)  (mod.«').  Nun  war  Ä'a=fle'*(ni(.d.  n'),  folglich  A-y^ä 
=D,  also  B'B-JJ^O  (mod.  «')  liir  jeden  der  ohieen  Werthe  von  *. 
Im  Allgemeinen  aher  werden  diese  Werthe  von  *  nicht  sanimtlich 
gepiitnet  sein,  nm  B'B'~D  durch  *«'  theilhar  ?.u  machen,  und 
Sie  Hieser  Bedingung!  nivkiich  genögendeii  Werthe  ergehen  «ich 
durch  folgendes  Verfahren: 

Da  vorausgesetst  worden ,  dass  D  Rest  von  ■&  ist ,  so  hat  die 
Congruenai  ::^ü  (mod.  &)  mehrere  verschiedene  Wurzeln  t,  t', 
e",  etc.  Sind  diese  Werthe  sämmHich  hestimnit,  so  suche  man 
z.  \\.  in  lie/ug  auf  den  ersten  derselben  den  kleinsten  |iositiveri 
W'erlh  von  k,  welcher  der  Congruenz  a'k^l/ — re'  (mod.  &e') 
Geiifige  leistet"),  und  verfahre  ebenso  in  Bezug  auf  die  Werthe, 
T',  r"  etc.,  so  «erden  die  resnltirenden  Werthe  von  k  alle  m<1g- 
Uihen  sein,  für  welche  B  =^~"-*,  C:^^-—^  ganze  Zah- 
len iverd«ii.  Denn  xuerst  ist  offenbar  B'  eine  ganseZabl,  sodann 
kommt  e-B'=re-  (mod.  9&),  oder  B~r  (luod.  &) ,  B-^~t^=Ü 
(mod.  O);  da  nun  B"^ — D  aucb  dnrcb  a'  theilhar  ist  (was  vorher 
bewiesen),  und  *  gegen  a'  prim,  sn  wird  Ä'^  —  /> durch  ■&«' theil- 
har sein.  Ist  endlich  k  so  beschaffen,  dass  B'  luid  6"  ganze  Zah- 
k-n  werden,  sn  muss  es  der  Congruenz  n'k^b' — ve'  (mod,  #e') 
(ienüge  leisten,  so  dass  r  eine  Wiwzel  der  C'ongrnenz  ii  ^  li 
(aiod.  Q)  bedeutet,  wie  man  leicht  linden  wird,  folglich  hat  man 
_  »ach  alle  geeigneten  Werthe  von  k  erhalten. 


I  The< 


n  dnrdi  kriii  Quailnit  llicilliar,  b 
ft^  Ut-näuilicli  {iriiu  gcgca  u  . 


mthalten: 
ir   Deterr 


Dee,  a  durch  bei»  Quadra 
ineinschaftliche  MaasN  zn 
lieh  elienfull. 


UA.     \^tx 


I  D  < 


adrali 


r  lie 


,  #  das  grösste  |fe> 
lad  e,  welches  folii' 
m  Factor  eiithalleu 
n  be- 


eeichuet  die  verschiedeneu  Wertlie  von  i,  welchi.  -.. 
CongTueiiz  K^/>(mod.'&)  Genüge  leisten,  durch  r»  r",  K, 
etc.,  ihre  Anzahl  durch  i,  so  exUtireii  immer  i  Farmcfl 
(n,  B-,  O)  von  der  nelerminnute  D,  welche  so  bcKihal' 
fen  sind,  dass  jede  Form  F  von  der  nämlichen  Detrr- 
ininante,  welch  e  /  eigen  tUch  einsehlies  dt,  einer  (odec 
mehreren)  derselhen  eigentlich  aequivalent  ist.  Setit 
man  a  —  &a'.  e-Qe',  b  =  &6',  so  nerden  '—_^,     *'~f-'', 

*lz:?^'etc.  die  sfimmtlichen  Werthe  von  ß'seln.  indem 

e 
k,  k,  k",  etc.  die  kleinsten  positiven   Werthe  bedeuten, 
welche  den  Coni;ruen«en  a'k^h'~re'(moA.&e'),u'k^b'—t't! 
(niod.^e'},  a'W^f}' — rV(raod.#c')  etc.  Genüge  leisten. 

Beispiel,  (o,  6,<?)  =  (35,  10,20),  ßi  -  nc=  — 6.i0*,  e=10, 
/fc=-6.  Hier  ist  #—5,  ra'=37,  6'=z2.  c'=2.  Die  Congruenr  « 
=— 0{mod.5)  giebt  r,  r'=2,  3;  7A=— 2(mod.  10)  giebt  Ä=4; 
W=-i.  (mod.  10)  gieht  A'  =  8;  daher  ß'=i— 13.  —27;  t'z^S, 
21.  Alle  Formen  von  der  Determinante  — ß  also.  Welche  die  Form 
(^,  10,  20)  von  der  Det.  —000  eigentlich  einschliesseu,  sind  mit 
einer  der  Formen  (35,  -1-3,  5),  (35.  -27,  21)  eigentlich  aequi- 
valent, und  da  man  diese  iintei'  einander  ekeiitlich  aeqnivaleut 
findet,  so  werden  alle  jene  Formen  in  eine  Klasse  gehören,  de- 
ren Repräsentant  (3,  — 1,  4)  ist,  wie  man  leicht  lindet. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man,  dass  es  überhaupt  im- 
mer eine  endliche  Anzahl  von  Formen  der  Determinante  li  giebt, 
deren  einer  wenigstens  jede  Form  der  nämlichen  Determinante  ei- 
gentlich aequivalent  sein  muss,  vvenn  sie  eine  gegebene  Form 
von  der  Determinante  Dee.  eigentlich  einschliesst,  und  man  kann 
alle  einschüessenden  Formen  in  ebenso  viele  Klassen  theilen,  su 
viele  verschiedene  Klassen  es  giebt,  welchen  die  sSnimtlicbeD 
Formen  (Ä',  B',  C'),  die  wir  oben  anfzustellen  gelehrt  haben,  an- 
gehören. 

Zum  Schlnss  wird  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  Fall,  in  wel- 
chem die  Determinante  lifi — iic  vcrscbvvindet  ( wobei  HB  —  AC 
Null  oder  nicht  Null  sein  kann),  nach  unserer  Methode  einer  lii' 
sondern  Betrachtung  unterwirl'l,  man  zu  denselben  Kesultatcn  uc 
laogt,  welcheGauss  im  art.  215  der  D  isquisitiones  aritli 
meticae  entwickelt,  und  an  Einfachheit  nichts  zu  wünstrheii  j 
fibrig  lassen, 
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BenMshnnnip  der  Febler  der  Horiason- 
talwinkel  bei  ipeneferter  £l»ene  des 
HesstisclEes  oder  des  BEorizontalkrei- 

ses  am  IBFinkelmesser. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

k,  k«  Profestor  der  Mathematik    and    prakt.   Geometrie  an   der  stand. 
^  techn.  Lehranstalt  zn   Prag. 


1. 

'   .Die  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  sind   über  die  Grosse 
4eg  Fehlers  in  den  Horizontalwinkeln,  welche  eine  vom  Horizonte 
ibireichende  Stellung  der  Ebene  des  Messtisches  oder  des  Hori- 
:  iMitdkTeises  an  einem  Winkelmesser  verursacht,  nicht  einig;  was 
I  voU  zumeist  nur  daher  rührt,  dass  sie  zu  wenig  genäherte  Auf- 
^  lüMnigen  dieser  Aufffabe  aufstellten,  die  Jedoch  gerade  bei  jenen 
Bfibenwinkeln  der  Visnren  unrichtig  wurden ,  welche  bei  dem  Ge- 
Moche   des   Messtiscles    oder    Theodoliten    am  gewöhnlichsten 
iMkömmen.    Jene  Ungewissheit  und  die   eigenthärolichen  analyti- 
idbeo  Schwierigkeiten    dieser  Aufgabe,    welche   die  Bestimmung 
K8  möglich   grSssten   Fehlers    mit  sich  fiihrt,    gaben    ihr  in 
Miien  Augen  eineif  besonderen  Reiz,  der  mich  antrieb,  sie  mog- 
lebst umstindlich  und  scharf  zu  losen. 


2. 

Die  Ebene  eines  Messtisches  oder  Horizontalkreises,  von  de- 
nn jener  die  Winkel  zeichnet,  dieser  sie  misst,  sei  gegen  die 
Berisontalebeoe  unter  einem  gewissen  Winkel  e  geneigt;  wess- 
iregen  sie  diese  in  einer  bestimmten  Geraden  CO  (Taf.  Ii.¥\^.\.^ 

Theil  XHI  « 


m 


'schneidet.  Eine  Visur  C!U,  mittels  eines  Diopters  oder  Fern- 
rohrs, auf  den  Horizont  seilist  ( wtnitelreclit)  nrojicirt,  falle 
in  die  eigentlich  geforderte  und  richtige  Gerade  Cl*;  während  sie 
auf  die  geneiete  Mess tischebene  projicirl  in  die  fast  immer  un- 
richtige Gerade  CQ  k»  liegen  komme.'  Danach  werden  im  Allge- 
meinen diese  Projettionen  mit  jener  tixen  Horizontallinie  CO  un- 
gleiche Wiukel  OCP=u  und  OCQ=a'  machen ,  deren  Unterschied 


(1)  <.'-.> 

der  eigentlich  sjesuchio  Fehler 


)  Horl 


ontaiv 


nkel  tt  ist. 


Zur  Bestimmun"  desselben  legen  wir  um  den  Scheitel  C  der 
«etrachteten  Winkefeiiie  Kogelfläche;  diese  werde  von  dem  H 
'izonte  in  dem  Kreisbogen  OA,  »o»  der  Messt  i  seh  ebene  im  Bogi 
OB  und  von  den  die  Visur  CM  projicirenden  Ebenen  In  MP  at 
MQ  geschnitten.  Danach  ist  JOÄ=r.  OP=a,  OQ=a!  uuil 
rt«  ifjihenwinkel    J/C/»~J//>  sei  =A. 

Zieht    man    zur  Hilfe    naeh    den   Kreislmgen  OM.    und 
aOO—O^^i,    9Ü"-<VO-4=^;    so  gibt  dus  an  i»  rechtwinkB»« 
Kugeldreieck   OPM 


tangK=:colAslnij, 

htivinktige  Ku^eldreieck   OQßl  aber 

tange'  =  cotAsln{^+,t)- 

letzten  Gleichungen,  a 


Uiltsltogc 
(3) 


.  k  d> 


in  aber  aus    dei 
rch  Thcilung,   sc 


in(lf£) 


tanga'_Biri(i7+t)    ^^^ 
tangK  shi7j     " 

Man  wird  demnach  aus  u  nnd  h  nach  (i)  zunächst  den  ( 
Winkel  ^,  dann  hieraus  und  aus  f  nach  (3)  den  unrichtigen  f 
Kontalwinkcl  «'  und  endlieh  nnch  (1)  seinen  Fehler  ^a  ha 
nen;  wobei  man  die  Logarithmen  rorlheilhaCt  benutzen  kami,' 
t  immer  nur  sehr  kfein  ist,  also  tj  und  ij  +  i,  daher  auch  «  ij 
er',  in  der  goniometrischcn  Tufel  nicht  weit  von  einander  abstd 


Will  man  i 
ausdrücken,  so 
uian  endet 


ivird 


mittelbar  durch  die  Angaben  (Daten)  t.  t 
'   aus   (•!)  und  (3)  »j  eliminiren;    woirf 


Diese  Gleichung  eritält  luan  unmittelbar  und  einfacher,  ,._ 
tuan  noch  den  grüssten  Kreis  ABAIS  der  Pole  K  und  ImA 
lofizontus   und   der  Messtiscii ebene    beniitst.    Denn    da 
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\ 


KMnUräiBck«  KLM,  im  leicht  nachweisbar,  KLzztAB^e,    MK 
==gOo-o'i  daher 

eoMCQf^+a)  =zß\nB  cot  (900— Ä)^sin(90«+a)  cot  (OO^— «'), 
ibl^Ueh  «rieder- 

(4)  tanga'  =  cos€tanga  +  ~~^tangA. 


3. 


Suchen  wir  noch  den  uninittelbaren  Aufdruck  von  Ja,   so  fin- 
den  wfar 

tang^«=tang(«'-«)=j:p^^. 

daher  nach  der  Substitution  für  tgafy  wenn  wir  abkOrzend 

(5)  sioctangA — sinrs6incr=« 

setzen, 

ncosa 


(6)  tanßzfa=^— i r— •• 


# . 


Ans .  diesen  Gleichungen  ersieht  nian  mit  Leichtigkeit  In  Be 
tief  der.^gebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Gr5s- 
sen  Fo^^^des: 

1.  Wenn«  die  Winkel  a  und  h  zugleich  ihre  Vorzeichen  rän- 
dern, erfolgt  dasselbe  auch  bei.u,  dagegen  bleiben  die  Vorzei- 
ehen  von  cosa  und  ubuicc  ungeändert,  mithin  ändert  iäich  das 
VeiMMian  des  Fehlers  Ja, 

'  9»  Wenn  der  Winkel  «  in  seinen  Supplementswinkel  180^-^-a 
■witSeht,  bleiben  sina  und  u  ungeändert,  aber  cosa,  daher  auch 
Itev!,  ttvdehi  ihr  Vorzeichen. 

,j,y  Bian  wird  demnach  wie  gewohnlich  den  Neigungswinkel  c 
||l|r  ifitai  und  positiv,  die  Winkel  a  und  Ji  zwar  auch  nur  spitzig, 
iber  eben'  sowohl  positiv   als  negativ  voraussetzen. 


4. 


Da  die  Neigung  i  der  Messtischplatte  nur  immer  sehr  klein 
•t^  #D  wird  man  leicht  versucht,  Ja  in  eine  nach  den  Potensen 
roD  -  f  aufsteigende  Reihensumme  zu  entwickeln.  Thut  man 
lies,  so  findet  man,    wenn  man  den  Gehren  (d.  i.  den  Winkel« 


itimmeiiileT    Kr 
t)    durch  flttizeiclinet. 


isbogeii  8o  lang  wie  eetn   Uuütneam 
nil  zur  Abbürsung  tfingA=«  BetKt 


tang  lila  ^^  y,ßi:osö- 


(0'-^(n)"4.-G)*+rä°G)' 


+  ■■ 

und  8 n fort 


(7) 


^a  = 


->— fl«^' -2siiio')  +  |sin«*  -jsl"' 


IS)]° 


'■(9T-^ 


I  silincosa 
-1    .     ■ 


-n- 


Ich  habe  diese  Reihensumme  in  sn  viel  Glieder»  entwi 
uin  «rslchllich  zu  machen,  welchen  namhaften  Einlkss  auf  l| 
Fehler  ^a  des  HorizonUlninkcIs  der  Hriiienivinkel  h  der  V 
äussert,  lind  wie  iinltigsam  diese  (Glieder  ^staltet  sind, 
man,  seihst  wenn  muri  nur  noch  das  zweite  Glied  au 
wollte,  weit  mehr  zu  Ihnn  hntte  als  wenn  man  die  ganz  bcU 
Rechnung  nach  den  Gleichungen  (2),  (3)  und  (1)  ansRt" 
milchte.*) 


■)     Dieur  Pull    tritt    niirli   liel  innnnhi'n  iinilcrcii  Rrüii-nrntwiclit^j 

noil    nnh er un};a weisen  Het:hnongiifiirnien    der    prsiitiiiehen  G«i>M 

•niiteiat    aaelit    mnn   dabei   die    Anwendung'    der  L»|;nrttliMiM/ jd 

tetriuhen  Clin  etil)  II  rti  in  diu  geben  ,  die  (ao  wie  diu  tlecmdbc' 


117 


5. 


In  den  geschriebenen  Hefteo  der  Vorträge  des  Herrn  Profes- 
vra  Stampfer  über  praktische  Geometrie  am  polytechnischen 
istitüte  XU  Wien,  finde  ich  in  zwei  Exemplaren  anstatt  des  zwei- 

iedrigen  Factors  a'  -(-  o*  ^^^  zweiten  Gliedes  nur  den  eingliedri- 

1 

m  s-*     Dies  rül^rt  von  einer  unrichtig  eingeleiteten  Abkiirzang 

fr,  indem  er  zwar  richtig  sinJct=Ja,  aber  imrichtis  coszfa  =  i 
ttst,  also  in  der  Gnindanlage  zwar  die  zweiten  I^tenzen  von 
DT  und  8  vernachlässigt,  in  dem  Endergebnisse  sie  aber  gleichr 
ohl  noch  mit  bestimmt. 

Er  macht  femer  die  Unterschiede  zweier  solcher  Fehler  ^cx, 
n  den  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurprojectionen  auf  dem 
esstische  zu  bestimmen.  Allein  weil  hierbei  sowohl  zweiqirlei 
als  auch  zweierlei  h  vorkommen,  muss  dieses  Unterschiedes 
osdmck  sehr  complicirt  ausfallen.  Zudem  kommt  es  doch  haupt- 
ielilich  blos  dari^uf  an,  den  äussersten  Betrag  des  Fehlers 
X  zu  erfahren.  Desswegen  ziehe  ich  es  vor,  zuerst  zu  erfor- 
lien,  wie  jedes  einzelne  der  Reehnuneselemente  e,  A,  «  auf 
esen  Fehler  Ja  einwirkt,  und  dann,  weil  derselbe  in  Bezug  auf 
mmtliche  Werthe  von  a  ein  Grösstes  zulässt,  dieses  zu  be- 
ImoBien. 

Dabei  bleibt  aber  noefa  zu  erwägen,  dass  man  den  möglich 
'Oflsten  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurprojectio- 
)n  dem  Doppelten  dieses  grossten  Fehlers  Ja  gleich  halten 
Isse;  wenn  der  einen  Visur  derjenige  Winkel  a,  fiir  den  diese» 
rOsste  von  Ja  eintritt,  der  anderen  Visur  aber  der  Winkel 
0—0  sugebOrt.;    was  durch  Nr.  2.  in  Art.  3.  gereehtfertiget  ist 


6. 

L  Wichst  der  Neigungswinkel  s  allein,  so  muss,  weil 
ft  ft  und  A  vermöge  der  Gleichung  (2)  auch  i/  unverändert  bleibt, 
Gleidiimg  (3)  das  fast  immer  positive  Verhältniss  sinCi/-}-^) :  sini?, 
bcHT  auch  das  ihm  gleiche  ta,j\g(a  -{-Ja)  :tSLn^oi,  desto  mehr  sich 
rindern,  je  mehr  e  wächst;  darum  muss  auch  der  absolute  Be- 
tt de«  Fehlers  Ja  um  so  mehr  zunehmen.  —  Dasselbe  zeigt 
£lL  Fig;^.  Denn  bleibt  a  beständig,  so  bleibt  P  und  PK  an 
iner  St^e;  bleibt  dann  auch  noch  A  beständig;,  so  ist  auch  der 
nkt  ilf  fest.  Wächst  nun  b=AOB,  so  wachsen  auch  die*  mit 
n  j^leichgradigen  Bogen'  AB  und  KL,    der  Punkt  L  entfernt 


liB  der  M^Uehkeiti  einer  leicht  Terständlichen  Darstellong,  leider  nocli 
■er    Tieleit  Praktikrm   nqd  ZifTerrechnern  mathematische  Schrcckbil- 
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Bich  von  K,  also  nimmt  im  Dreieck  KLJH  der  Wiakel  an  Z  ab, 
daher  auch  der  ihm  gleichgradige  Bogen  BQ;  folglich  wächst  der 
Bogen  OQ=tt'=a+^a,  und  sonach  auch  der  FMeiJit=OQ—0P. 

11.  Wächst  der  absolute  Betrag  des  UöhentvinkeU 
k  von  0  hl»  HO",  so  nächst  in  Gleichung;  (4)  auch  jener  des 
SchlussgliedeiS  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  taogct'  und  damit 
i^ ^a-\- ^a,  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers  J^  selbst.  — 
Nach  Taf.ll.  Fi);. 2.  luusa,  weon  t=^  06 beständig  bleibt,  mit  OA  aucb 
OB,  daher  mit  K  auch  L  unverrückt  an  seiner  Stelle  bleiben. 
Bleibt  sich  nun  auch  tc=OP  gleich,  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  k=PM  wachst,  mus9  M  von  P  nach  K 
hin  sich  betveseu,  daher  ifird  der  Punkt  Q  von  O  sich  e»tkr 
nen,  also  OQ=a-\^j1a  wachsen  und  sorort  auch  der  Fehtei  Ja 
^  OQ — OP  sich  vergrüssern.  —  Diea  bestätigt  endlich  auch  die 
Gleichung  (6),  vveiin  man  ihr  die  Form 


tang.^((=r— 


sin«+^ 


ertheilt,     weil    nach    Gleichung  (5)    mit    wachsendem    A    ftiitA  | 

wächst,  folglich  —    abniniint,    äaher    tang.^«   und  ^a   sich   < 

grOssert. 

111.  Wächst  endlich  der  Uorisontalwinkel  «  allell.l 
und  zwar  von  — 90"  bis  +90",  so  wird  fiir  diese  beiden  Gieiu-] 
werthe,  cosc(=0,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  tang^v  als« 
^B=d).—  Uiea  erhellet  auch  aus  Taf. II.  Fig.  2.  Denn  für  OP 
=  OA'  wird  OQ  =  Oß'^— 90»  und  für  OP=+^(i°=0 
OQ=Oß= +90",  daher  jedesmal  OQ—OP=Ja  =  0.  --  .- 
-«=0  wird  taug  ^a=:u=:aiiJttangA.  Mitbin  muas  es  snjschM  ' 
«=—90«  und  «=  +  90"  ein  Grössles  von  zJo  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  Grüasten  werden  nir  uns  fortan  beschüftigon. 
da  es  hinreicht,  nur  den  grüssten  Fehler  jdä  zu  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung  e  der  Messtisch- oder  Kreisebenc 
ausgesetzt  ist. 


Bestimmen  wir  nun,  da  mit  ^a  auch  tang^n  zugleich  f 
wächst  und  abnimmt,  von  tang^a  das  nach  a  genommene  t 
rential Verhältnis«!,  und  selben  es  gleich  Null;  so  erhalten  wir  f 
mäss  den  Gleichungen  (6)  und  (5) 


(l+MsinaXc, 
[Ader  reducirt 


du  . 


-Msiuct) — u  cosM  (sinn  ö~  +« 


"IW 

co»«jr-.—f«(u  + sin«)  2^:0,     ' 

9  * 

öod  nacli  der  Glehchung  (5) 

* 

Sh  ^ 

g-  ==  —  (l  —  cose)  cosa  s=  —  •in  ve  cos  « , 

d«fcser 

(8)  tt*  +  usina  +  sinv« .  cosa*=0 . 

Diese  Gleichune.  in  VerbinckiDg  mit  (5)  gibt  dealenieen  Werth 
der  Hilfszahl  u  und  des  Winkels  a,  für  den  der  Fehler  Ja  am 
crOssteo  ausftUt  Leichter  ist  es  aus  ihnen  u  zu  bestimmen,  in- 
een  man  sin«  dimlnirt,  wodurch  man  erhält: 

» 

(9)  K«-3«tgJtgA=2sin^(tg^-tgA«), 

und,  wenn  man  zur  Abkürzang 

.    1      ' 


setzt. 


— — 2 **"8  2  **"^ 


Das  richtige  Vorzeichen   der  Wurzel  findet  man  aas  folgen- 
.der  Betrachtang.    Nach  Gleichung  (5)  ist 

sinv€.sina — sinetangA  +  w=0. 


■•  «^ 


daher,    w^nn  man  für  u  substituirt,   nach  einigen  eaolachett  Re- 
dactionen .  ^,      • 

sm^rsinacot/*— C0S2  ^ 7 =0. 

4cos3-e      * 

fflr  limc=0  erhält  man  nun  auch  ümn=0  und 

3+1 

welche  Gleichuna  aber  lediglich  bei  dem   oberen  Vorzeichen  be- 
gehen kann.    Mithin  ist  ' 
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(II)  M  = g tang^tangA 

Setzt  man  zur  Vereiafachung 


(12)  2 ==  ^' 

so  Ut«    weil  c  also   auch   n  von  Null  verschieden  Torausgesetst 
wird ,  t;  >  1  und 

(13)  t<=(v-|-l)taDg  2  tangA.. 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  dem  aus  der  GieichÜDg 
(5)  folgenden  , 

....       .         sin£tangA—tt 

(14)    8ma= r-2 f 

^    '  sinv  £ 

so  erfolgt 

c 
sin«— (v+l)  tangg 

sina  = 1 .  tangA 

2  sin  -ö€* 

1 

2cos2«*— (v  +  1) 

= ; '.tangA, 

sin  «  ^  ° 

oder,  weil  t;>l>cos€  ist, 

/1tf\  .  V— ^cos«.         . 

(15)  sina;=: ; tang  h , 

^    '  sine  " 

woraus  erhellet«    dass  h  und  a  jederzeit  entgegengesetxte  Betifl-' 
hungszeichen  haben. 


^  8. 

Ein  anderer  Ausdruck  für  sin«  ergibt  sich  folgendermasseB. 
Es  ist  nach  Gleichung  (14) 

sin  «=  cotg-  tangA—  ^f — j- —  =  cot -s  £*+!  \ 

\sin?r£* 


==— ^  — cot|^Qcot|^— tangA^,    - 
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/  *  I 

laber»  wen«  man  das  letztere  u  nach  fl3)  aundrOckt, 

— sina  —  2=cot ^  tang  A  f  "g-'y  • 
Jetzt  man  demnach 

CI6)  (»-l)tangAcotJ=(i>^l)— ^-j=l, 

tang^ 


so  ist 


(17)  -sina=^. 


Für  t  lässt  sich  noch  ein  anderer  bemerkensvrerther  Ausdruck 
aufstellen.    Es  ist  nach  Gleichung  (12) 

(2t>— l)«=l+8n«, 

daher  nach  der  Annahme  (10) 


sui  ?r  «* 


.   1 

t?(ü — 1)==2 — ;r-v=-  , 


folglich 


•    1  « 

»  '   sinA^ 


Und  sofort 


.   l  1 

^    sin  '^z  cos  ^  6 


t?      sinAcosA 


i^er 


Dabei  ist  das  VerhSitniss 

^.=  ^tang2«*=tangj£«+  ^Zri**«g2  ' 

1          tJ  sin  Ä* 
=  tangja2+ j— 

cos  -s€* 


I-  ca 
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V-^    -| — r    ■ 
siDÄ'+SsiDö-«*)    , 

tang2«'+  i '-^- 


COSqC 


Ist  nnn  nicht  allein  b  —  wie  immer  -^  sondern  auch  noch  k 
sehr  klein ^  so  föUt  dies  Verhältniss  u:t  offenbar  so  klein  vib, 
dass  man  u  in  Vergleich  gegen  t  vemachlSssigen  >  folglich  iiliie- 
rungsweise  ^ 


,iox  .      •      t      t^— 1    tangA       si 

(19)  -.sin«=-  0  =  -ö-  •  — ^=  Zli 


sine 


2""    2    \        €""t>sin2Ä 
tang^ 


setzen  darf. 


9. 


Hat  man  u  und  a  zur  Hilfe  berechnet,   so  bestimmt  man  te 
gesuchten  möglich  grüssten  Fehler  Ja  selbst  nach  der  Glekhong. 


(6)  tang^Ä=jq3 


ucoscr 


usma 


Nun  ist  u  vermöge  der  Gleichung  (5)  von  derselben  Ordnn( 
der  Kleinheit  wie  e,  folglich  tisincr  gewiss  noch  kleiner  undto^ 
fort  der  log(l -fusina)  fast  immer  so  klein,  dass  er  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  logarithmisch -gontoine- 
&ische  Tafel,  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  n 
Secunde  vorschreiten,  so  mochte  die  Berechnung  von  da  woli 
am  einfachsten  nach  Gleichung  (6)  erfolgen. 

Dividirt  man  im  zweiten  Theile  von  (6),  so  wird 

(20)  tang^a=:iicosa-*ifco8«.ttsin«-f .... 

I  II 

:=  u  cosa  —  I.  tisina -f- »••  9 

wo  man  nur  höchst  selten  von  dem  berichtigenden  zweiten  Gliede 
Gebrauch  machen  wird. 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  eoniometri* 
sehe  Tafel«  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Formel        ^        I 

^«11 
-j7=tangz/«— jtg^a» +  g-tgz/a*- 

Bu  entwIckelD,   wonach  man  erhält 


(91)  da=^  ruco8a  —  Lusioa  -f 

1  If 


# 
/ 


1»        ' 

Da  wo  der  Winkel  u  zureichend  klein  ist,     kann   man    die 
deicbong  (6)   aaeh    c^durch    umgestalten,     dass    man   cos«  = 

l-^28in5-4x*  setzt  .Danaclr  ergiebt  sich 

u  +  tang^tf 

tane  Jazizu-^  --x—. ; —  . u sin« . 

®  ,        1  +  (Msina 

Ist  DQD  das  zweite  Glied  wegen  der  Kleinheit  von  a  schon  genü- 
gend klein,  so  kann  mai\  es  vernachlässigen,  folglich  näherungs- 
weise setzen 

% 

(22)  taiig^a=u=:(t?Hhl)tang^tangA 

,     (23)  zf«=rtt=:r(t>+l)tang|-tangA: 


10. 


Aserer  Untersuchung  weiter  schreiten,  betrach-    ' 
useezi^lchnete  H5henwinkel  A,    auf  die 
ir  der  Aufgabe,    theils  die  Annahme  (10)  auf-* 


Bevor  wir  in  unserer  Untersuchung^  weiter  schreiten,  betrach- 
leo  wir  .  gewisse   ai 
IBS  flieils  die  Natur 

,Merksam  macht,  nemlich  A=0,  ^  und  90^. 

l    Für  Ä=±0  '       • 

I  ^ 

wird  n  und  9= od,   aber    taneA==:J:0,  daher    in    (13).  und  (15) 
otaDgA  =  ±OD.O.    Es  Ist  jedoch  gemäss  (12)  find  (10) 

Y  sinÄ«  +  8sin ^  a«  +  sin A 

vtangAss, ^^ — . 

2cosA 

vod  f&r  A==:±0    .  ' 

m 

=±V2.sin5-F, 
daher  nach  (13)  und  (15) 

M=±Sinj«  tangg-«.v2, 
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(24) 


.   1 

sin^e 

8111«==^ — ; V2  =  T 


1 


SlIM 


t 


COS  2^V2 


Aus  dem  Letzteren  findet  man 


cos« 


1       aI  eosB 


co8^e 


(25) 


Sofort  töt 


daher 


tanga  =  ^ 


VC0S6 

cos2a  = — tang^A  sin  2a: 


2 


cos  S"«* 


tang2ix=4: 


Vcose 
sin  ö-s* 


SIRtt«* 


tang  zf  a  •  tang2a  =:  1  ^ 
und  also  ^ 

±2a±zfa=:db«±«'=Ö0*>. 
Demnach  durfte  zur  Berechnung  von  Ja  am  geeignetesten  sein 


1 


±  sin  z/a =cos  i  2«  =  —  tang  -5  «* 


oder 


(26) 


sinz/a= 


1 


TWng^ 


:2 


oder  in  eine  Reihe  entwicicelt 


(87) 


T-^««  42=»+  Jps  +  — 


Wegm  der  Kleinheit  von  b  ist  in  (24)  und  (25) 


I 

cosa==1>  eofcsxl»  daher  slnass^ -^9    tango=dblf    und   sofort 

kadwt  nahe  «=745^.  Wenn  demnach  h=±0,  folglich  die  Visur 
horixoDtal  iat,  ao  fälH  aowobl  fiir  0=  -.45»  ala  für  a==-|-4$o  aluo 
ao  den  Halbirungslifiien  der  4  horizontalen  Quadraliten,  der  Feh- 
vier Ja  am  grOsaten  aus,  und  dieser  ist  sehr  nahe  der  zweiten 
Potenz  des  Sfeigungswinkels  der  Messtischebene  proportional. 

Dies' Ereebniss  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  bestätigt« 
freiche  för  A=dbO  io 

tang  («'  =  a  -f-  Ja) = cos«  tanga 

fibeqrehty  und  zeiet,  dass  nicht  nur  fSr  a=±90^,  sondern  auch 
Dir  a=s±0  der  Fehler  Ja  in  Null  fibergehe»  und  dass  demnach 
••wohl  Im  positiven  wie  letucb  im  negativen  ersten  Quadranten  von 
«  ein  grösster  Fehler  Ja  statt  finde. 

Bestimmt  man  dieses  GrSsste  nach  der   letzten,    auch  ans 
einer  leicht  zu  entwerfenden  "Ffgur  unschwer  ableitbaren  Gleichung, 

hdem  inan  sie  nach  a  differenzirt  und  -^  =  Ö  setzt;  so  findet 
man 

1 cosg 

cosa'*  ""posa*' 

folglich,  wenn  man  durch  die  ursprfingliche  Gleichung  dividirt, 

sina'  codo'  ==  sina  cosa , 


also 


QDd 


oder  wie  oben 


sin  2a' = sin  2a 


±2«  ±2«' =  180«, 


±a4:a'=±2a±zfa  =  90ö. 


Wonach  Ist 


,  i  ^         Ssins"«*      2sincr£^ 

1  cos«  1 — cosi  2  2 


cos«'*      sina*      cos«*      sina* — cosa*     — eos2a     '^sttiJa 

1-fCOSf  rt  1    • 

=  2coszr€*. 


sina*+cosa*  2 

glich  wie  oben  - 
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cos2a=— tangs-c*   und  •in/fii=Ttangir(^. 

Umgekehrt  findet  man  eben  so  leicht  den  Neisangswiiiktfl 
c,  bei  dem  der  Fehler  An  eine  bestimmte«  BugeetaiideDe  Grenie 
Dicht  übersteigt    Dafür  ist  nach  (26)  oder  (27) 


(28) 


tang,y6=r  VsinOF^a),    €=2VT^a- A 


wo  -x-Att  den  absoluten  Werth  von  Aa  vorstellt 

Bei  der  graphischen  Trianguliniog  soll  dieser  Fehler  nidM 
30  Secuoden  betragen.  Setzen  wir  demnach  =p2/a=30*»  so  fa- 
den wir    c=:1022'55''=l^^^.  Also  om  l|  Grad  darf  det  Hb»' 


i 


tisch  oder  ein  Winkelmesser  gegen  den  Horizont  geneigt  i 
bis  der  grosste  Fehler  der' Horizontalwinkel»  wenn  die  Objade 
genau  im  Horizonte  liegen,  30  Secunden  beträgt  Da  man  nin 
einen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  begehen  wird»  •• 
dilrlte  dieses  Er^ebniss  leicht  Manchen  zu  dem  Irrtbane  vecM 
ten,  überhaupt  den  Einfluss  dieser  Neigung  auf  die  Richtigkeit 
der  Messung  gering  zu  schätzen;  wir  werden  ihn  jedoch  DiU 
eines  Besseren  belehren. 


11 


H.    Für  h~ 
wird  vermöge  (10),  (12),  (13),  (16),  (18),  (17> 


(29) 


n=2,  t>=2,  tt=3tangs-«*,  1=1; 
l+a      1.3.       1  . 


V3^,      1         2    ^ 


); 


(30) 


1                   1           13 
tang^«=^V3  (tt  +6«*+3gM'  + ) 

=,jV3(tang2^£«  +  ^tang2€*+   4^tang2«*  +  - 


und 


*)    Herr  Prof.  Stampfer  findet  dafür  58'6  Minuten. 


127 

(3t)  Jass^  IV3(t.  +  J  «•  +  J  «»  f ....) 

= I  r  V3  (tg  ^*»+ 5 «» I  »*+tg  5^  «•  + .....) 

Wegen  der  Kleinheit  von  e  ist  — 8ioa=^,  also  o  sehr  nahe 

=  —  30^.    Während  also  der  Winkel  h  nur  von  0  bis  j  aufsteigt, 

3 
ifamt  ff  ¥on  15<>  bis  30»  ab  and  der  Fehler  Ja  wird  ^  V3=2-6 

Mal  so  gross. 

Umgekehrt  findet  man  zur  Fehlergrenze  Ja  die  Neigung  i  aus 

(32)  tangs"  €*= -oTTötang-^/a  oder  «*  =  37;^-^«-*) 

Soll  X.  B^  der  mSglicfa  grusste  Fehler  zfa=30  Secunden  sein» 
10  findet  man  Sr^O^Öl'^O"    und    Ä=|=0«25'43^ 

III.  Für  h^90^  geben  die  Gleichungen  (-2),  (3),  (4),  17=0 
lod  af=0,  also 

aHh^a=^M)o  und  z/«sr900— a; 

vas  auch  ans^Taf.  II.  Fig.  2.  eTnleuchtet,  weil,  wenn  M  nach  K 
comnitt  l^MQ  nach  LKß,  also  Q  nach  B  kommen  und  OQ=za' 
s:OA=90^  werden  muss. 

Je  näher  demnach  A  an  00^  rGckt»  desto  näher  kommt  Ja 
LH  90^— 'a;  woraus  man  ersieht,  wie  genau  der  Horizontalkreis 
vaffrecht  gestellt  sein  muss,  wenn  die  Azimute  von  sehr  hoch 
Klebenden  Gestirnen  zu  messen  sind. 


12. 

Die  m  den  Art.  7 — 9  behandelte  verwickelte  Bestimmung  der 
'Vinkel  a  und  Ja  räth  zuvörderst  zu  einem  Versuche  einer  Kei- 
leneatwickelung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
mr  kleinen  -^  wohl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigungs- 
iinkels  c.  > 


*)  Ich  meide  hier  and  mach  tontt  gern  das  Wurzelieichen ,  da  naii 
t  die  GlelchoDg  X"^  =  a  auch  gleich  aUo  lesen  kann :  X  ist  die  mte 
^■nel  äof  a. 
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Hierbei  fallt  aber  sogleich  auf,  dass  bei  der  Entwickeluog  i 

V^l-fSn^  zu  unterscheiden  komme,  ob  8n*<=>l  sei,  was  off 
bar  von  dem  Huhenwinkel  h  abhängt,  und  wegen  des  Ansdrocl 
(tO)  von  n  erheischt,  dass 

4:sinÄ>  =  <sin5-«.  V8,  oder  nahe   ±Ä>  =  <«V2, 

aUo  tör  «=10';        2^;      30';      40';        50';  1« 

dass  ±Ä>  =  <14'1;  28'-3;  42'-4;  56'-6;  X^Wl;  1024'-8  si 

1.  Betrachten  wir  daher  deu  ersten  Fall,  wo  die  Ei 
Wickelung  von  ( 1  -f  8n*)i  nach  den  Potenzen  von  n  oder  e  ai 
steigend  gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausfährbar,    folgtt 


8w«^l,   ±sinÄ^sin  l^^.yS 


Ist.    Da  ist 


4  4    rl  /«V         I      /«V 


^8.3...6Vr/ 


1     «^      1    /i      ^  ^g^ 

^-^  "^  2sin/l«  *  i'«     4sinA«  V6      «nAV  P 


4 


^  4sinÄ«  U80  ■•"  6sinÄ«  "*  wSF/  r»+ '' 


£         1      C  1      £'  1         €^ 


und  wenn  maii  taDgA=a  setzt: 


"~«r+U+Wr3""V6ö'*+4ä+8^;r»-' 

+  V120'*+240a  +  4;?+4S/P*"^ 
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0««=    «j.-(^2+6-8S; 


t\«» 

Sajn 

+  120 

1 
~32a 

1    \t» 
~  32a»y  r» 

1\  t« 

/«« 

1 

i.^^ 

/ii»     3«»     ^        1     .     1   ^  e» 

t3)  ^«=«*+(?  +  J+8^)f^' 

/4a«      JTo»     7a       1    .      1    ^  g« 
"'V"5"+   24  +W"~32a+  32aV^* 

Die  för  sina   und   ^a  erhaltenen  Reihenentwickelungen   (32) 
(33)  huren  jedoch  in  de'r  Nähe  der  äussersten  Werthe  0  und 

lO^des  Hohenwinkels  Aauf  anwendbar  zu  sein,  weil  dort  — =cötA, 
lier  a=taDgA  sehr  gross  ausfallt.  • 

1.  Ffir  die  von  diesen  Grenzen  genügend  abstehenden  Mit 
:elwerthe   des  Huhenwinkels  /i   kann  man    demnach  diese 
Reibenentwickelungen  geradezu  verwenden,  und  erhält  so 


34^ 


1  f 

— 'sina=  (tangA  +  ^cotA)  y. 


—  fß  tangA+24^®*^+4  ^^^^t^J\j^ 


'     /l  1  1  \  B^ 

35)  jd «=atangÄ  +f  g-  tgÄH  3  tg A  +  q  cotÄ  1  j^ 


In  diesem  Falle  ist  der  Winkel  cc  nahe  =0,  folglich  tritt  der 
trusste  Fehler  da  da  ein ,  wo  die  Projection  der  Visur  nahe  mit 
ier  Dürchschnittslinie  der  Horizontal-  und  Messtischebene  iiber* 
iinfUlt  oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehßaren  wagrech- 
Bo  Geraden  nahe  parallel  läuft,  also  selbst  nahe  wagrecht  ist. 

Um  die  Grösse  des  2ten  Gliedes  in  da  einiger  Massen  schät- 
en  zu  können,  bemerken  wir,  dass  selbes^  wenn  €=lGrad  ist, 
Brnahe  A  =  21023'    und  h^33^d&'  etwa  ISec.  betrage,  und  für 

=27^21'  seinen  möglichst,  kleinsten  Werth   nahe  ^  Secunde  er- 

yte,    endlich   bei   gleichem  Hohen winkel  der  3ten  Potenz  von  s 
roportiooal  sei. 

Thril  Xlll.  ^ 
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2.  Für  die  iDMclich  kleiB^tea  HubeBwiDkel  h  wer 

Amt  di«  mit  den  hwrhsteo  Potenzen  von  —  =eotA  behafteten  Glie- 

m 

der   in  632)  oad  (33;  die  aongiebigsten.    Behält  man  nur  sie  bei 
und  .Hetzt  abkfirzend  — ,«= -^^tansA  =  r,cotA=il;  so  erhält  man 

^  sin  a  =  .y  A-  -  j^»  +  j-  A-* , 

^o=  TT-  k^t  —  ^  **  ^ » 

ersieht  aber  auch  zugleich»    dass  diese  Reihen  zu  langsam  co»- 
Tcrgiren. 

3.  Bei  den  grossten  Hr»benf%  inkeln  h  falten  in  (3i) 
und, («33)  die  mit  den  huchstoii  Potenzen  von  <i  =  tangA  behafte- 
ten Glieder  am  gros^ten  aus.     üehält  man   nur  sie  bei   und  setit 

zur    AbkOrzung    /r -p=:-ptaiig/i^^;  so  findet  man 


— smar=tangÄ^p— ^  ^^3  + j^  j=r5....^=^, 

2/a  =  r(^  +  ^5r»-ii7* ); 

ersiebt  aber  auch,    dass  die  letzte  Reibe  zu  langsam  convergirt. 


13. 

If.     Im  ZYveifnn  Fall,    wo 

1 

8w2  >  I ,    db  s»n/i  <  sin  ^  t  V2 

i«!,  mü'sHfo  man  die  VI +8w^  nach  den  fallenden  Potenzen  von 
n  entwickeln,  ihr  also  zuvor  die  Form  27/\/2f  l  +  ^-j J  ertheilen. 
i^etzen  wir  abkürzend 

1     sinÄ         __ 


2v2.sin  zr£ 


'> 


so  wird 


'Im 


U=z   1 .V.a.Sinrtt        y 

COSq  £COSÄ 

Vl+^— m  (1  — 4«in  i^  e«) 


sina  = 


V2.COSrt-6COSÄ 


För  lii|iA::::;0  wird   iimm  =  0,  also 

1 

--sincf  = T- undcf=— 45^» 

V2.COS  ,2« 

wiß  schon   in  Art/  10.  gefunden   wurde. 

Di^  Entwickelung   in  Reihen  kann,   wie  man  leicht  übersieht, 
anch  hier  keinen  Vortheil  darbieten. 


14, 


^  Wenn  der  Höhenwinkel  h  klein  ist,  kann  man  a  am 
fÜglichsten  nach  den  Gleichungen  (10),  (12),  (13),  (16)  oder  (18), 
und  (17),- bestimmen,  dann  aber^cx  nach  (22)  oder  (23)  berechnen. 

Ist    endlich    der   Hühenwinkel    so    klein,    dasis     man 
8iDA=-=,=:tangA  setzen  darf;  so  wird,    weil  man  jedenfalls  auch 

1 

.  1     •    2'     ^       1 

sin  2  «  = -jr  =tang  2  « 

ni  setzen  berechtiget  ist,  nach  den  erwähnten  Gleich ungi^n : 


-1  « 


2h' 


(36) 


^  = 2S 


(37) 


s  vh' 


(38) 


u 


^  V  +1      £Ä  t?-f  1   /jf 


2 


eh_v  +  l  ^b\ 
T«""   in   \rj 


9» 


•  ^ 
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Den  Winkel  u  wfrd  man  entweder  gemäss  det  Gleichung 


(17) 


—  sina==: 


oder,  weil  hier  u  in  Vergleich  gegen  f  vernachlässigt  werden  darl 
ilach  der  Gleichung 


(1?) 


—  8ina=^ 


berechnen.    Eodlich  wird  man  Ja  nach  der  Gleichung 

(21)  zfa=rMCosa 

bestimmen. 

In    (ißo  Ausdrucken   (36)  nnd  (37)  wird  man    anstatt  t  und  \ 
einfacher  nur  ihre  kleinsten  Proportionalzahlen  setzen. 

Bleibt  sich  das  Verhältniss  t-  gleich ,  so  bleiben  vjt  und  oal» 
auch  er  gleich,  u  und  Ja  aber  sind  der  £^  nahe  proportionirt 

Beispiel.    Sei  €  =  lo=60',  Ä~2o,   also  ii  =  |»  e:A;;=l:2; 
dann  ist 


log  ^4^  =0-32477 

2 log -=  3-51625,  rin  Gr. 

loga= 0-80852 -4 
logr=  5-31443,  r  in  See. 
logcosa=9-98872 

log-^a=211167 


I 


f=V6- 2 =0-44949 
11=0-00064 


f  + «=0-45013 
-sin« =0-22506 
—  «=13O0-'4 
Ja  =  129-^^3 
=  2'9-"3 


Bleibt  £:Ä=1;2,  so  ist  für  s'  =  30'  und  Ä'  =  lo 


,      1 

U'  =-rW= 
4 


0-44949 
0-00016 


t'+w'=  0-44965 
—sin«' =0-2248-2 


—  a'  =  12ö59'-5 

z^a'=T^a=32"-3. 
4 
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15. 

* 

Dort  .)(i^o  keine  der  angegebenen  Näherungsrechnnngen  hinrei- 
chend genau  ist,  oder  wenn  der  .Grad  der  Genauigkeit  einer  sol- 
chen I&chnung  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  werden  solf, 
wird  es  unumgänglich  noth wendig,  die  umständliche  aber  genaue 
Berechnung  von  a  und  Ja  nach  Art.  7.-9.  vorzunehmen.  Um« 
aber  hiebei  durchgängig  die  Logarithmen  benutzen  zu  können» 
wird  man  sich  der  Uiltswinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 

^  sm^-f 

(39)  nV8=-^U^V8=tang9, 

60  ist 

fAi\\                        secy  + 1 
(40)  t?= 2 • 

Dabei  muss  8ec<p=:V^l-|-8it^  stets  positiv  ausfallen,  folglich  ip 
von  ^900  bis  -f  90^  gewählt  werden. 

Entweder»  wenn  man  eine  Secantentafel  hat,  berechnet  man  v 
ganz  einfach  aus  (40),  oder  man  benfitzt  die  folgende  Darstellung: 

_  1  -f  cos  g>  ■ 
"^    2cos9) 


wonach  man  erhält 


(41)  r  = 


cosk-  9* 


cosg) 
Nkb  dem   ersteren  Ausdrucke  ist  die  in  u  vorkommende  Summe 

2cos9)  2cos9) 

daher,  wenn  man  den  Winkel  il  so  bestimmt,  dass 

ö 
»t,  wonach  jedenfalls  2il=:  70031' 43'''6  und 

(42)  1=35  15  51-8 

ut,  ladet  man 
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COS  (^  +  5  <p)C0S(il  —  q<P) 

v  +  l^S = ' 

C0S9) 

Demgemäss  vemandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in 

3  1  1  £ 

Oder  man  setzt  im  ersten  Ausdrucke  von  v-t-i 


■ 

•« 

38Jn<p-^**''" 

also 

« 

(44), 

tangif;=38in9>; 

dann  wird 

3sin(y-f-t/;) 

V   f-  1=-Tj; \ — : — - 

2  cos<p  sint/; 


und 


/jtfv  3  sin(9)  + 1^)  ^       «  ^       , 

Zur  Bestimmung  von  a  benötzt  man  entweder  die  GleicbuDg 
(15),  wenn  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  hat.,  odermao 
umwandelt  diese  Gleichung  wie  folgt.    Es  ist 

©  — 1 +2sins-£* 

—  siiia  = r 1 — .tangA 

2  sin  ^  €  cos  n  s 


/»-^  L^  •   l    ^\  tangA    ^       ,1 
=  (  — 2~  +®*'*2     J  — f—  •  taugge  * 


sm  5-€* 


/         f)  —,1  1 

=(^1+ j "N  tÄngg  B tangÄ 


SsiDH-  «*    I 


Nach  (41)  ist  aber 


sin  2  9>« 
COS9 


%lgBcfa>  wenn  mim 


I 


lU 


.  1 

sin  ZT  f 


46)  sin  q^  '\  """9 —  =  — -^ —  ▼  ^  ^*^^  SP  =  **Dg  w 

letzt,  wonach  o  immer  positiv  und  s^itz  ausfällt, 

(47)  —  8in«i=^^  tang^ttangÄ.*)   ,       , 


16. 


• 

Um  die  Beträge  des  grössten  Fehlers  ^a  im  Horizontalwin- 
tel  o  einiger  Massen  in  besonderen  Fallen  beurtheilen  zu  können, 
labe  ich  mir  die  IVliihe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
:u  berechnen,  in  welcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  s  des 
Messtisches  und  für  gewisse  Hcihen\yinkel  h  der  visur  nicht  allein 
eoer  grosste  Fehler  Ja,  sondern  auch  derjenige  Horizontalwjn- 
cel  ■«,  bei  dem  er  statt  findet,  aufgeführt  ist.  Die  Neigungswin- 
kel B  wurden  geflissentlich  so>  aussergewöhnlich  gross  gewählt. 
Feil  man  daraus  für  kleinere  b  leicht  2la  angenähert  danach  be- 
echnen  kahn,  dass  wen^gstetls  von  A^=25  Min.  an,  bei  einerlei 
i,  die  Fehler  Verden  Neiguna;swinkeln  €  nahe  proportionalsind. 
i^ine  grossere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  über- 
ässeo,  dem.  mehr  helfende  Hände  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


*)  Wenn  at  gentig  klein  aasfällt,  kann  man  mittels  der  logarith- 
lisch- goniometrischen. Tafel,  ohne  den  Winkel  an  selbst  zu  bestimmen, 
on  logtangw  nnmittelSar  auf  logsinoi  übergehen.  Denn  für  jede  zwei 
l^inkel  to  und  o"  is|; 

,     ,     ,       sinw      sincu'      ,  .          .      ^  coso» 
tangct» :  tansrw  = :' v  =Csintti :  sinw*) ;  , 

"  °  COSCtf        COSM^  '^  0080»' 

iber 

coscv 
log  tangcti  —  log  tango^'  =  log^inoi  —  log  sin  ei'  -|-  log  -^ ; . 

% 
ind  nun  die  Winkel  oj  und  o/  so  klein ,  dass  man  sehr  nahe  cos«tf=co8cv' 
etzen  darf,  so    ist  hinreichend  genau 

,    log  ta'ngoi  —  log  tangcv'  =Hog  sincu  —  log  sinco' 

ind  sofort 

log  slnoj  rr  logsinoi'  -f-  (log  tgw  —  log  tgo)') , 

bezeichnet  demnach  a>'  den*  Winkel,  dessen  logtang  die  untere  Grenze 
on  logtangw  in  der  goniometrischen  Tafel  ist,  so  hat  man  nnrlogtg&i' 
on  dem  i^^eiundenen  logtgo/  abzuziehen ,  und  den  Unterschied  zu  dem 
I  der  Tafel  auf  derselben  Zeile  stehenden  logsinoi'  zu  addlren,  um  no* 
leich  den  rerlangten  logsino»  zu  haben. 
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Aus  dieser  Tafel  ersieht  man,    wie  der  Winkel  a,    bei  dem 
dei^  grosste  Fehler  Ja  statt  findet ,  für  h  =0^  noch  ein  wenig  über 

45^  steht,  und  wie  er  schon«  während  h  nur  auf  ^  aufsteigt,  auf 

30^  herabsinkt,  und  bereits  fQr  A=5^  nur  wenige  Grade  und  bei 
£=10'  nicht  mehr  einen  vollen  Grad  beträft  Dagegen  sieht  man, 
dass  Ja  bei  einerlei  e,  so  wie  h,  in  arithmetischer  Progression 
aufsteigt. 
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X. 

I 

mil;  welcher  Oenaufgrkett  lassen  siek 
die  Ifftngre  eines  kleinen  Mreisbof^Hi^ 
sein  fi^inus  und  seine  Tangrente  einander 

grlelch  stellen? 

Untersacht  Ton 

Herrn  Dr.  Wilh.  M atzka, 

k.  k.  Professor   der  Mathematik    und   pnikt.   Gcomelrie    an    der  lU- 

techn.  Lehranstalt  au  Prag.    . 


Diese  ffir  angenäherte  «^oniometrische  Rechnuiip^n ,  Toniel»; 
lieh  in  den  verschiedenen  Zweigen  der  praktischen  Geometrie 
Mechanik,  höchst  wichtige  Krage  habe   ich  noch  nirgends  ai^ 
werfen  und  beantwortet  gefunden,  wesshaib  ich  dies  hier  selbst twe. 

Sei  a  eines  Kreisbogens  Gradmass,  a  seine  Länge  oder  ida 
Zahiwerth ,  wenn  sein  Halbmesser  die  Längeneinheit  ist;  oderM, 
a  eines  Winkels  Gradmass,  und  a=za:  P  sein  analytischer  ZaU* 
werth,  wenn  er  nämlich  durch  die  analytische  Winkeleinheit,  da 
Gehren  JT,  ausgemessen  wird.     Dann  ist  bekanntlich 


fl' 


sinci;==a — f-^pj  + 


a' 


1.2.3  ^  1.2...5 


>•.    9 


2a»  loa» 


I.  Sott   nun  a  mit   sincr   bis  auf  eine  Decimaleinheit  der  h» 

] 
Ordnung,  d.  i.  bis  auf  -JTjk»  übereinstimmen,  also 


a — sm 


sein;  so  kann  mann,  weil  hiezu  a jedenfalls  schon  klein  sein  mm 
für  eine  erste  Annäherung ,  wenn  man  die  genäherten  Werthe  vM 
a  und  a  mit  a'  und  a'=a':r*  bezeichnet. 


il 
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< 

itzeo.    Dies  gibt 

t  ' 

so    "  a'srrFa* 


.'</V  KS 


ei  A:  =  3m — n, 

»tot  «'<1^VB1»'' 

00  loga'<g<n4-log6)+Iog^r— m. 

Nehnnen  wir  «^  und  F  in  Minuten ,  so  finden  wir 

fflrit=:0,  ioga'O-T'öSeö— »1,  a' <6246'7:10«,. 
.  11=1,  Ioga'<412«99-.»i,  a'<l3458:10^, 
.  iiä2,  Ioga'<4-4Ö232-iii,  a'<28995:10«. 
Für  eine  schärfere  Annäherung  setzen  wir   nun  oben  in 

1  fBr,  d  den  genährten  Werth  a*,  und  erhalten 

=  a**    — i 

1 


10*+i 


Wenn  wir  sonach  mit  Pmultipliciren,  und  Kurze  halber  des 
Ih^rnngswerthes  fuf  Correction  durch  ^a*  bezeichnen,  nämlich 

■     ,     r=3437'-7 


ea,  so  erhalten  wir 
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Nimmt  man  nun  fHr  k  die  Zahlen  9  bis  2,  so  eiglbt  ÜA  h 
gende  Zusammenstellung; 


t 

m 

" 

K' 

Ja' 

°<: 

f-sin«< 

9 

3 
3 

Ö 
1 

1346 

C 

0»  6'-25 

1:IU* 

8 

0 

0  13 16 

1:10« 

r 

3 

2 

290 

0 

0  29-0 

i;ir 

6 

2 

ü 

625 

0 

I     2-5 

1:10) 

5 

2 

1 

134-6 

0 

2     14-6 

1:10' 

4 

2 

2 

290-0 

0 

4    50-0 
10-ä4'7~ 

liio"  ■ 

3 

1 

0 

624-7 

0-3 

1:10* 

•i 

1 

1 

1345-8 

33 

2-20-29.-2 

1:10«    ■ 

11.     Soll  a    mit  taugu  bis  auf  eine  Decimsleiüheit  der  Üi 
Ordaung,  d. i. bis  auf  |fu<  übereinstimmen,  abo 

lang«— «  =  y(l+-ga»+....)<-jg[ 

sein ;  so  Icann  man  wezen  der  Kleinheit  von  a  fSr  eine  ente  ii 
näberung,  wenn  man  die  obige  fieseichnung  beibehSlt, 


3  ^^iö* 


setzen.    Dies  gibt 


odei 
folglich 


log«'  <  J<n+  I»g3)  +  Ing  r~  m. 


Nimmt  man  abermals  F  und  a  in  Minuten,  so  findet  mu 
tfte  11=0,  loga'<3-6«531-m,  ir*  <4g68':10-, 

-  M=l,  logi''<41)2866^in,  «'<106«t:IO-,  ' 

-  H=;2.  log(>'<4-36198— m,  c('<230]3:KH.         1 


Fflr  eiDesGhSrfere  AnnSberuiig   setze  man  oben  i 
r  a  den  geolherten  Werth  a';  danach  erhält'  niati 


^lich 


°rC+l«*+-)<T' 


«5  «'(1+5  «"■■■)-• 


Multiptrcirt.  niKD  mit  J*,  und  bezeichnet  vrieder  des  Näherungs- 
erthes  «'  VcrltesseruDg  durch  ^a',  netnlicli 


Setzt  man  abermals  för  &  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergUit  sich 
ilgende  Zasammeostellung : 


' 

~3" 

. 

."' 

^ß' 

°< 

»ng.-j.^ 

» 

0 

ä'U 

0 

0"  5"ü 

MO» 

K 

3 
T 
T 

2 

1 

10-7 

0 

0  10-7 

1:10" 

2 

230 

0 

0  230 

1:10' 

ti 

(J 

0 

0  4y-ß 

1:10' 

i 

0 

1  46-8 

2 

2 

230(1 

OM 

3  4«'9 

1:10« 

i 

1 

ü 

4'l3-8 

1.4 

8  14-4 

1:10> 

2  i  r 

1 

1068-2 

13.8 

17  344 

1:W 

III.     Damit  shitt  mit  tangd  bis  auf  eine  Dectmaleinhelt  der 
len  Ordnung  fiberetnsliniine,  also 

lang«— ■ain«=°g(l+j-o'  +  ...)<|jji     ' 

:i;     bann    man  tüt  eine  erste  ADnähernng,  indem  mau  die  g«^ 
aacht«  Beseichnung  beibehält,  wieder 


T<IBf 

hält  man  tt 
renzen  voo 

Zu  einer  genaueren  Annäherung  erhält  man  dann  din 
den  bekannten  \'oigang  ' 

^(H?f%...)<|'. 

daher  ,  a  ^o* -r—' 

oder  a  ^  n' — jjjCfi*  y 

Wird   nun  mit   F  mnitiplicirt   nnd  des  NfiherongmnrdHU 

Verbesserung  durch  Ja"  bezeichnet,  nemlich  4 

, 15  r       51566'  ** 

1(H+»  "  10*+'  ■» 

gesetzt,  so  erhält  man 


"<'- 


Nimmt    man   nieder   für  k  die  Anzahlen    9  bis  2, 
man  fiilgeade  Züsammenstetlung: 


k 

m 

TT 

.. 

o" 

jia- 

°  < 

taagu — sinv^ 

y 

U 

6-26 

0 

0»  6-25 

1:10» 

8 

3 
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üie  Inlernretaion  der  in  den  zwe 
Tifelchen  enthaltenen  Ergebnisse  ist  i 
Kflne  halber  wohl  Heglassen  darf. 


Schlussspalten  dieacr 
)  einfach,  dass 
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XI. 

nläre  Vorlesnni^en  aber  wissen- 
fcflllche  Oegenstiinde  von  F.  Mf- 
sei.  W.acU  dem  Tode  des.  Verfas- 
lierans^og^eben  >on  H.  C  Schu- 
lter. Hambar^.  Perthes,  Desser 
&  91aukc.    1$4S. 

Herrn  Dr.  P.  Wolfers, 

achem  Rcclinrr  nn  der  Krinifrlichen  Slemwiirlc  xd  Berlin. 


Herausgeber  des  vorliegenden  Werkes  hat  hierdurch  sei- 
iBterl)lichen  Freunde  das  schTinste  Denkmal  geeetzt,  denn 
»uch  deu  Männern  der  Wissenschart  vollkommen  bekannt 
vielseitig  und  (was  eetten  der  Fall  ist)  gründlich  zugleich 
rfcSBRikeit  des  grossen  Astronomen  genesen;  ho  erfahren 
^i»  vorliegende  Werk  auch  die  zahlreichiBii  Liehhaber  der 
nUcben  und  physikslleehen  Wissenscharteo ,  wieviel  diese 
rfitorbenen  VeTtasser  verdanken.  Wührend  derxelhe  in  so 
Inefgen  der  Wissen  schallten  erschrififende  Untersuchungen 
llt  hat,  nusate  er  doch  sich  noch  Zeit  abzumüssigen, 
HD  allgemein  fasslichen,  als  gi-ün<llichen  und  eleganten 
lungen  zu  schreiben.  Uer  aufmerksame  Leser  derselben 
it  bedauern,  dass  der  Verfasser  nicht,  wie  nach  einer  An- 
'  des  Herausgebers  seine  Absicht  ivar,  dazu  gelangt  ist, 
iegendea  Bruchstücke  in  ein  Ganzes ,  eine  populäre  Astrn- 
Ku  vereinigen;  reichlichen  Dank  bleiben  wir  ab#r  auch  Itir 
*abe  schuldig.  Das  crwlihnte  Denkmal  ist  nur  dadurch 
lindlg,  daes  der  Verfasser  zu  bescheiden  gewesen  ist.  um 
einzelnen  Abhandlungen  überall  anzugeben,  was  er  selbst 
einzeltien  dort  besprochenen  Gegenstinden  geleistet  hat. 
allgemeinen   Bemerkungen  enthalten  bereits   unser  Urtheil 
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aber  das  Werk,  nir  glauben  keine  undankbare  Atbeit  zu  i 
uehmen,  wenn  wir  die  einzelnen  Abliandlungen  voTxugsweiB 
sprechen,  und  hierbei  werden  wir  Gelegenheit  finden ,  je aemfl 

äel  theilweise    abzuhelfen.     Wir  werden  bei    dieser   BespreT 
ieUeihefolge  des  BuL-heu  nicht  beobachten,  sondern  die  Abi 
lungen  mehr  nach  der  Venvand tschaft  ihres  Inhalts  ordnen. | 
erste  Abhandlung  hat  die  Ueberschrlft: 
Ueber  den  gegenHärtigen  Stan  dpunkt  derAst: 
Dieselbe  nimmt   nur    einen  Hauni    vun    33  >Seiten  « 
der  Verraseer  bat  es  verstanden,    auf    demselben    nia 
interessante  Darstellungen  me<lerzu]e£;en.     Vm  den  gegeiiwSI 
Standpunkt   der  Astronomie  klar   zu    machen,    gibt  der  VeiC 
'  fiine  kurze  Uebersicht  ihrer  Ueschiclite  aus  Uem  vorisen  Jjll| 
t'dert;     er    zeigt,   wie  wechselivcise   besonders  seit  Ne 
•  'Theorie  und    Praxis   einander   vorausgeeilt  Ntaren  und  ffiel 
''  'das  Vorauieilen  des  einen  Zweieea  die  Veranlassung  war,  v 
^  it»  Vorw«rti^chreileri    des    andern    herbeiiVihrte.      WO^etu 
"nicht  ohnedem,    dass  der  Verfasser  auf  der  Höhe  heider  » 
r'ier  Wivsenscbaß  stand,  so  luüssle  nian  diese  Ueberz«t]_ 
j  BUS    abnehmen    können,  dass  er  die  Leistungen  der  heiTon^ 
«.'eten    nenern    Astronomen  mit   wenigen  Worten    klar    dara 
r  feretanden  hat.     Als  eigentliche  Aufgabe   der  Astronomie 
bei  dieser  Gelegenheit  an,  dass  sie  Vorschriften  ettlT 
muss,   nach  welchen  die  Bewegungen  der  HimmelM 
per,    so  wie  sie  uns  von  der  Erde  aus  erscheinentf 
rechnet  werden   buunen.     Zuerst  wird  New 
um  die  Theorie  dargestellt,  hierauf  folgen  Flamsteed's  Vfl| 
eerungen  der  astronomischen  Instrumente  und  BeobachtangSH 
den ,     in      dert^n     Folge     die     Theorie    der  '  Praxis     vocaw 
Die  genauen   Beobachtungen  des    letztern  konnten    desshalH 
durch     die    Rechnung    dargestellt    iverden,     weil    die    StO^ 
nach  ri  e  wton's    allgemeiner   Gravitation    noch     nicht 
waren.     Hierzu    bahnten   Clairaut  und  Euler   den  Weg.  ^ 
genauere  Beobachtungen  als  Flamsteed  stellt  Bradley  ai 
,'  diese  benutet  Tobias  Mayer  zur  Construction  von  Mon^q 
"  «litteist  deren  man  die  Oerter  de^  IVIondes  mit  einer  tieoi 
voraus  berechnen  konnte,    welche  man  früher   nicht   för  n 

Sehalten  hatte.     Jetzt  konnte  man  durch  Beobachtunsen 
es  die  geographische  Länge  auf  dem  Meere  linden.   Durcb  ^ 
ley    war  die  Praxis  vorausgeeilt,    Lagrauge  und  Laptfti] 
dern  die   Theorie,    die    Mecanique   Celeste  des    lelztern  ( 
grosse  Lücke   aus.     Wie   in  den  Wissenschaften  überbatq 
«en  in  der  Astronomie  insbesondere  die  Griissen  sieb' nid 
Int  genau  bestimmen,   die  Grenzen  ihrer  Unsicherheit  köt 
verengert  werden.     Die  Theorie   muss  daher  zu  jeder  Zeil  fl 
beobachtenden  Grossen  so  genau  darstellen,  dass  derUtiteir 
zwischen  Rechnung    und    Beobachtung  den  möglichen  FeU 
letztern  nicht  übersteige.     So  spricht  "sieh  der  Verfasser  fiq 
bisherigen  Leistungen  aus,    er  verlangt  aber,    dass  küi  " 
rie  uml    Praxis  unbekümmert  um   einander   vorwärts  gefGu 
den  sollten. 

PisEzi  bearbeitete   im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  eiojl 
Beichniss    von  70O0    Fixsternen,    ahnlich    wie    früher  Tyell 


nsteed,  Bradley  und  Lalande,  und  enra 
!i  «liecer  Gelegenheit  am  1.  Januar  1801  die  Ceres.  Die  leicb- 
ste  Berechnung  der  Cometcnhahneu  hatte  ÜUiers  bereite  1797 
;lehrt,  die  der  Planetenbahnen  mittelst  »eniger  einander  nahe 
^gender  Beabachtungen  fehlte  noch;  in  FoI{;e  der  Entdeckung 
3r  Ceres  schuf  diese  der  gcosae  Mathematiker  Gauds.  Weitere 
ntdeckiiTi^:en  von  Planeten  folgten  s(;hnell  aufeinander.  Urad- 
y's  BeoGachtiingen  wurden  vom  Verfasser  scharf  reducirt  und 
i  seinem  Werke  „Fundamenta  astronoiniae"  niedergelegt.  Sie  ha- 
tn  den  VVeg  erüffnet,  die  seharfeii  Beobachtungen  der  letzten 
Xl  Jabre  su  fruchtbringend  als  uiöglich  zu  benutzen.  Durch  die 
an  Le.ijendre  uiid.dauss  unabhängig  von  einander  erfuudene 
tethode  der  kleinsten  Quadrate  nird,  nach  des  Vcrfaj«- 
irs  Ausdruck,  die  frühere  Kunst,  aus  Beabachtungen  eines 
iTaiidelsterns  eine  sich  ihnen  anschliessende  Bahn  zu  Gnden,  in 
<ae  Kegel  veiivundelt.  Ausset  den  bisher  eruähnten  Namen 
an  Astronomen  und  Mathematikern  führt  der  Verfasser  die  Ar- 
eiten  der  Mechaniker  Bird,  Rumsden,  Troughtou,  Rer- 
keubach  und  Kepsold  an  und  bedauert  am  Schlus.-',  dass 
b  die  Arbeiten  von  Struve  und  Encke  zu  schildern  verhindert 
Bleifien  trotz  des  angcliihrten  mannichfachen  Inhalts  dieser  Ab- 
ttnng  Lücken  übrig,  so  nerden  diese  durch  die  Ahhandlun- 
,11.;  13.  und  14.  ausgofülit.  Ihre  Ueberscbriften  sind: 
[Jeher  die  Verbindung  der  astronoiuischeu  Beo 
bachtungen  mit  der  Astronomie; 
Beohnchtungen; 


fLsIronnm 
Derter  de 


Hii 


elskugei. 


r  bemerken  sogleich,    dass  die  ztvei  ersten  Abhandlungen 
_ifT  venvandten    Inhalts,    sondern    die   eine  ivabrscheinlich 

B Gm  arbeitung  der  andern  ist;  zum  TheJJ  kommen  wllrtiich 
liantende  ^Stellen  in  beiden  vor.  Wir  betrachten  zunächst 
nfere  (11.)  und  Soden  nach  einer  angestellten  Unterschei- 
:  zwischen  der  Astrologie  und  Astronomie  das  Wesen  der 
bestimmt  angegeben,  welches  nämlich  in  einer  Kennt- 
der  Bewegungen  der  Gestirne  besteht  Die  Beobaeh- 
r  benutzt  der  Verstand,  um  das  Gebäude  der  Astronomie 
Uhren.  Es  werden  allgemein  geltende  liegein  Dir  die  Bc- 
Bgen  aHer  Wandelsterne  aufgestellt,  für  einen  einzelnen 
en  besondere  Zafalenwerthe,  die  ti  Elemente  seiner  Biihn  be- 
ut werden.  Die  Uebereinstimniung  der  mittelst  der  letztem 
ifaneten  Oerler  mit  den  beobachteten  bestätigt  zugleich  die 
igbeit  der  allgemein  aufgestellten  Theorie,  lässl  sich  hin- 
I  die  letztere  durch  keine  Verbesserung  der  Elemente 
Beobachtungen  in  einem  h^'sondern  Ealle  anpassen;  so  ist 
ein  Beweis,  für  die  Mangelhaftigkeit  der  Theorie.  Die  ersteu 
Bomischen  Theorien  waren  unrichtig,  Keplers  Theorie 
richtig  uhd  erschien  auch  so  lange  vollstSndig,  bis  neu- 
l^nanere  Beobachtungen  widersprachen.  Newton  entdei  kte 
nf  die  allgemeine  Anziehung  der  Himmelskörper  und  bahnte 
en  Weg  zur  Vervollständigung  von  Keplers  Theorie.  Die 
BrVolleländigte  Theorie  stimmte  lange  mit  den  Beobachlungeu 
*^»      erst  jetzt   (1«40)  r-'--'-*  ■' ■■'  wij„,. ..  ..l.^^- 

rh«il  \lll. 
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»eine  Stimme  nnd  hringt  nahe  EntdeckuBgeii  in  Auesicht.  Diese. 
Entdeckung  ist,  »le  wir  unten  sehen  werden,  erst  nach  Beaae^ 
T(>de  erfolgt  und  bat  aufs  Nene  die  volialHndige  Richtigkeit  jeam 
Theorie  bestiitigt.  J 

In  grl>ssei'er  Ausführlichkeit  ala  in  der  ersten  AbhandlH 
erfahren  wir  hier,  wie  allmählig  von  der  nlteaten  Zeit  heratljH 
zur  neusten  die  Beobachtungen  vervillkumninel  wurden,  ^b^^| 
atungen  eln^.elner  AKtrnnonien  werden  kinr  dargelegt.  Her^l 
ragend  sind  hier  die  Namen:  PtolemäuR  und  Almamon  uk 
der  filtern,  Johann  Müll  er  Regiom  ontanus,  Copernicus. 
Wilhelm  IV.  vun  Hessen,  Ty<:ho  de  Brahe,  Flanistec^ 
Bradley  in  der  neuern  Zeit,  den  letztern  fögen  wir  einen,  im 
Werke  nicht  erHfihnten  Namen,  Bessel  hinzu.  Wie  die  Aslio- 
nonien,  werden  die  nach  und  nach  eingeflihrten  Instrumente  n- 
vrähnt,  es  wird  gezeigt,  wie  jedes  die  Genauigkeit  der  Beobacb- 
tungen  KU  erhiihen  im  Stande  war.  Wir  erinnern  an  die  Armillr- 
sphäre,  den  Quadranten,  Sextanten,  die  Pendeluhr,  den  Mauer- 
quadranten,  das  Älittagsfernrohr,  den  Milta^kreis.  Jedes  diesei 
Inslrumenle  bezeichnet  eine  Epoche  in  der  Geschichte  der  beoli' 
achtenden  Astronomie  und  tn  der  neusten  Zelt  hat  man  geletnl, 
ihre  Fehler  zu  bestimmen  und  durch  Rechnung  aus  den  Beobach* 
tungen  fortzuschaffen.  Einige  Momente  niussteu  bestimmt  wer- 
den, ehe  man  die  genau  anireslellten  Beobachtungen  auf  absolute 
Grü^seti  Kurflckfilhren  konnte;  ea  sind  diese  die  erst  in  der  neuem 
Zeit  t»estinimte  Strahlenbrechung,  die  Bestimmung  des  wirklichen 
Wid()er|)unktes  als  Anfangspunktes  der  geraden  Aufsteigun^n  n. 
8.  w.,  kurz  i)ie  Fundamente  der  Asirnnomie,  welche  BeS' 
sei  aus  Bradley's  Beobachtungen,  in  Verbindung  mit  ilen  in 
Königsberg  angestellten,  hergeleitet  hat. 

Nach  dem  Ausspruche  von  Laplace  entspricht  die  Netr- 
toDsche  Anziehung,  nenn  ihre  Folgen  mit  der  gehurigen  VuU- 
ständigkeit  entwickelt  werden,  vollkommen  allen  Beobachlungrt 
der  Planeten.  Diese  Aeusserung  war  aus  den  eigenen  Arbettn 
dieses  grossen  Meisters  hervorgegangen.  Delamlire  un«t  Boa* 
vard  hatten  in  Folge  seiner  Aufforderung  die  in  der  IVI^caniijfl 
Celeste  dargestellte  allgemeine  Theorie  auf  die  Planelen:  Erik 
Jupiter,  Saturn  uitd  Uranus  angewandt  und  Tafeln  für  diese  b» 
rechnet,  welche  »war  die  Beobachtungen  weit  t>esser  als  Iröbtr» 
darstellten,  indessen  noch  immer  Uütersehiede  von  10"  u.  m,  filiric 
Hessen.  Besonders  auffallend  zeigten  sich  diese  Unterisclil>-'t<' '"^i  i 
dem  1781  von  Hersthel  entdeckten  Uranus,  dessen  Ih^i 
der  Entdeckung  angestellten,  nachher  aber  erst  aufgefumli 
wie  auch  dessen  neusten  nach  1821  angestellten  Beoltut 
die  Tafeln  durchaus  nicht  entsprachen.  Wir  ersehen  au: 
Abhandlung,  dass  Bessel  bereits  1840  aussprach,  dies« 
schiede  würden  zu  einer  neuen  Entdeckung  im  SnnneM 
Sterne,  namtich  eines  jenseit  des  Uranus  befiDdlielil 
Planeten  führen,  dessen  Bahn  und  Masse  im  voraus  ang< 
ben  werden  würde.  Indem  er  selbst  die  dahin  ztelendeu  Al 
len  bereits  begonnen  hatte,  ereilte  ihn  der  Tod  und  kaum 
eben  wir  daran  zu  eriiijiern,  dass  kurz  uiichber  Leverria.  . 
Adams,  unabhängig  von  einander,  die  jironhelisch  angekflnJi 
Entdeckung  buchstäblich  zur  Wahrheit  gelllihrt  haben. 
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Pie  bisherigen  Ausxiige  haben  wir  der  II.  Abhanilluag  eiit*  ■ 
nen,  die  13.  enthält  viele  Mittheilungen,  welche  io  jeoer  ij«t  J 
^vorkoniRien.  aber  auch  manche  neue  und  interessante.  Wit  ■ 
auefiQhrlich  angegeben  und  erläutert,  tvie  Kepler  sein«  J 
Ize  Befunden  hat,  Newtons  Anzieh irn^isgeeelz  nird  hi«il 
Durch  Znhlen  nird  ungi^geben,  wie  die  Beobachtungeii  1 
s,  Flaiusteed's,  Bradtey's  und  die  der  neusten  Zofc-J 
ehärff:  Kiisenominen  haben  und  der  Mittel  erwähnt,  durcli '1 
.1  diese  Fdrtachritte  berbei  gel'ilhrt  worden  sind.  Wegen-J 
renHiger  Kürze  bei;niigen  wir  uns  niil  diesen  Andentunge^  1 
der  Leser  erfahre,  dass  er  in  jeder  dieser  beiden  iiab4T| 
jidfen  Abbau dluiieen  eigen thündiube  und  lehrreiche  Mitth^  J 
B  finden  wird.  Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  m«ai  J 
vir. aber  nnch  bemerken,  dass  am  Scbluss  dieser  13.  Abband»  1 
^inenigen  Untersuchungen  angegeben  werden,  welche  Be«*  | 
telhst  nach  eigenen  Ideen  angestellt  hat,  nm  die  Fehler  d«r.^ 
rendenden  Instrumente  zu  besliinraen  und  ihren  Eintluss  avf-3 
tesuttate  der  Beobauhtung  fortzuschaffen.  ,•] 

jährend  die  beiden  eben  besprochenen  Abband  tun  L;en  voiCl 
(("eise  der  Bewegung  der  Planeten  gewidmet  sind,  hesch&r- 
e  Abhandlung'U.,  wie  auch  ihre  Ueberscbrift  andeutet, 
eu  Fixsternen.  Der  Verfasser  bemerkt,  was  nicht  in  allen 
iren  Schriften  geschieht,  dass  die  Pixstvrne  bei  ihrer  tSg- 
,  «cheiabaren  Bewegung  keine  Kreise  beschreiben,  eine 
I  der  Strahlenbrechung.  Vun  dieser,  ihren  Ursachen  und 
;en,  wird  eine  deutliche  Uebersicht  gegel>en,  natürlich 
lierliei  nitbt  auf  Rechnung  eingegaii»^en  werde«.  Ua  mau 
r  mangelhafte  Kenntiiiss  von  dem  Emlluss  hat,  welchen 
'erlnderungen  in  der  Atmosphäre  auf  die  Strahlenbrechung 
i«fi>  diese  also  nur  immer  unsicher  bettannt  wird;  so  yeict 
l^erra««eT,  wie  man  die  zu  beobachtenden  Sterne  auszuwSh- 
ibe,  um  diesen  Einfluss  7.n  vermindern.  Tycho  de  Brahe 
lent  durch  Beobachtungen  die  Grösse  der  Strahlenbrechung 
itimmen  rersucbt,  J,  D.  Cassini  verband  damit  die  Theo- 
icb  ihm  vervollständigten  diese  Kenntniss  Simpson  durch 
e.  Bradley  durch  Beobachtungen  und  in  i)er  neusten 
^aptace.  Kramp  und  Beesel  dieselbe  besonders 
^ert. 

tas  älteste  Verzeiclmiss  von  Fissternen  bat  H  i  p  p  a  r  ch 
;  Chr.  verfertigt,  die  Vergleicbung  desselben  mit  den  150 
<  frfiber  von  Timocharis  angestellten  Beobachtungen  führte 
Intdeckung  der,  Praecession  genannten,  Frscbeinuug.  Der 
pm  derselben  auf  die  Lage  des  Frflhiingsnacbtgleichpunktes 
hier  erklärt.  Es  werden  hierauf  die  spätem  hternvcrzeieh- 
besprocJien  und  gezeiijt.  wie  nie  unsere  Kenntniss  der  ein- 
igstem e  ihrer  Lage  nach  erweiterten  und  wie  die  anzubrin- 
tn  Correctiouen  vermehrt  und  verfeinert  wurden.  In  der  nea- 
«it  war  das  Bedürfniss,  die  Oerter  der  Fixsterne  zu  kennen, 
er  als  früher,  um  mitteist  derselben  zu  jeder  Zeit  den  Ort 
beweglichen  Gestirns  bestimmen  zu  können.  Bradley  ent- 
l^ie  Nutation  und  Aberrqlian  und  setzt  so  die  Astronomen 
bn  Stand,  die  Oerter  der  Fixsterne  weit  genauer  ais  fralier 
«Mtimnien.     Die  geraden   Aui'steiguiigen,    sowohl  die    absolu- 
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tvn  ata  die  rctativen,  werilen  Diittelst  der  Fuiidatiifrn1al4| 
bi^xtimiiit.     Unter  den    Arbeiten,    welche  die   Kenntniii 
sternürler    erweitern    sollten,    niaclit    Piazzis     Katalng 
Durch  Verbindung  desselben  mit  den  43  Jahre  früher  ^ 
ley    aiigestelltea   Beobatihtuiigeii  bestimmt    Beseel  n-ett  l 
die  Fraeceseinn  und  die  eieene  Bewegung  vieler  einzelnen  a 
l.alandc  liefert  in   der  Histoire  Celeste  5ÜU(X),    Beesel  V 
von  lÜül-.lH>:i,  75Ü0U  Beübaehluni;en  vmi  Sternen,  die  l«| 
in  der  yO*»   bri;ilen  Aenuatorealzone.'   Die    vier  Verzeichni 
Bradley.     l'iazzi,    Laiande    und    Besset  lielcru  die  < 
luyie  zu  der.  aiil'  des  letztern  Betrieb  von  der  Berliner  /  ' 
veranlag Hte n ,  Herausgabe  von  Karten.  Diese  haben,  wie  B 
vtifHUH  gesagt,    nach  seinem  Tode   die   t^ntdeckung  6  ■■«'- 
net'en    herbel^ertihrt.     Diesen    schiiuen  Lnhn   seiner    uiu^ 
Arbeiten    xu    uileben,    war  leider  dem  grossen  AstronuW 
vergönnt  I- 

Wir  gehen  nun  zur  Besiirechutig  der  7..    ihrem  InhalM 
mit   der    vorhergebendeti    vematidten,     Abliandlung    Dber, 
Ueberschril't   lautet : 

Messung    der  Entfernung   des  61.  Sterns  im  i 
bilde   des    Schwans. 

Der  grossere  Theil  dieser  Abhandlung  ditnt  dazu,  zu' 
dasB  die  versu^^hte  Bestimmung  der  Entlernung  eines  Fl 
manche  Entdeckung  herbeigefQhrt  hat,  im  Vergleicfa.  mit  \ 
die  endliche  Liisung  der  Aufgabe  unbedeutend  ist.  Nd 
Copernii^ua  die  jäbrlicbe  Bewegung  der  Erde  gezeigt' 
miisnlen  die  zu  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  beohat 
Fixsterne  eine  OrtsverÄndernng,  die  sogenannte  ParaliaifS 
ben,  eine  um  so  grössere,  je  kleiner  die  Entfernung  derfff 
von  der  Erde  war.  Die  damaligen  Beobachtungen  zeigt 
jterartige  Ortsverlinderung,  Copernicus  nahm  köbn 
grosse  Entfernung  der  Fixsterne  von  der  Erde,  nach  det  j 
gen  Beotiacblungsscbärfe  über  ]146  Halbmesser  der  Erd 
aU  dass  sich  eine  Paratlaxe  vml  3'  zeigen  könne.  Üie  I 
tüngen  mussten  zunächst  verschärft  werden,  Tycho 
die  Oerter  bereits  bis  auf  1'  genau.  Seine  gleich  sch^rl 
öbachtungen  der  Planeten  fahrten  Kepler  zur  Entdectcuntf 
berühmten  (iesetze.  Seiue  Beobachtungen  des  Polarsten 
ten  dem  letztern,  dass  die  Parallaxe  dieses  Sterns  kl4 
30",  seine    Entfernung  grüsser   als  ti875  Halbmesser  dei 


siebten    das   Fernrohr  an  den^ 

i  und  Hi'imer  vervollkommn^ 

lioa   erstem  mehr  als    SÜjSbrige    Bfl 


Picard    und   Az 
Instrumenten  i 
letztem  anderweitig. 

lungen  waren  sechsmal  so  genau  als  die  Tyclionischen  i 
sie  keine  Parallaxe  der  Fixsterne  zeigten,  mussten  die 
•UäSÜ  Halbmes!<er  der  Erdbahn  entfernt  sein.  üute_rschie<fflj| 
Beobachtungen  dieser  Astronomen  schrieb  man  rähschlich  't' 
rallaxe  zu,  ihre  ttahre  Ursache  zu  entdecken,  wai 
lungen  noch  nicht  hinrei^cbend  scharf.  Hook  suchte  diese' j., 
scharfen,  eben  soMoIineux  in  Ke»-.  Der  letztere  fing  mlM 
|fe«tcestrllten  Fernrohre  von  2**  Brcnniveite  am  3.  Decemh.1 
~"  »bachtungen  des  Sterns    y  Draconis 
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selben  fort  und  fand  in  der  That  Unterschiede  im  Orte,  welche 
bis  auf  40"  anstiegen.  Diese  Unterschiede  entsprachen  nicht 
einer  ParaHaxe,  nach  (Ireijährigeiu  Studium  erklärte  Bradley 
sie  durch  die  wichtige  Entdeckung  der  Aberration  des  Lich- 
tes. Hiermit  hatte  man  einen  directen  Beweis  fiir  die  von  Co- 
nernicus  aufgestellte  eigene  Bewegung  der  Erde.  Bradley 
fand  ferner  aus  seinen  Beobachtungen  eine  andere,  bereits  von 
Newton  angedeutete  Veränderung,  die  ?^utation,  welche  eine 
Periodik  «von  19  Jahren  hat  und  aus  der  Anziehung  des  Mondes 
auf  die  abgeplattete  Erde  hervorgeht.  Die  oJ)en  erwähnten  Un- 
terschiede in  den  Oertern  der  Fixsterne  wurden  jetzt  vollständig 
erklärt,,  Bra dl ey's  Beobachtungen  deuteten  nichts  an,  was  einer 
Parallaxe  hätte  zugeschrieben  werden  müssen,  die  Sterne  muss- 
teä.  daher  über  400000  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein. 


-Herschel  d.  A.  wollte  die  Parallaxe  mittelst  der  optisch  er- 
scheinenden Doppelsterne  bestimmen  und  entdeckte  nie  physi- 
schen, d.  h.  die  aus  mehrern  Fixsternen  zusammengesetzten  Sy- 
steme. Piazzi  und  Calandrelli  glaubten,  wie  Bessel  gezeigt 
bai,  falschlich,  eine  beträchtliche  Parallaxe  mehrerer  Fixsterne 
1.  Grosse  gefunden  zu  haben,  Fehler  in  dem  vielfach  benutzten 
Instrument^  des  erstem  waren  die  Ursachen  dieser  Täuschung. 
Briukley  glaubte  am  Athair  eine  Parallaxe  von  fast  3''  gefunden 
ED  haben,  allein  Pond,  welcher  ihm  widersprach,  verengerte  die 
Grenzen  der  Parallaxe  für  diesen  Stern  nebst  We^a  und  Deneb 
bis  auf  einige  Zehntel  einer  Secunde,  eine  von  seinem  Nachfol- 
ger Airy  besltätigte  Bestimmung. 

So  weit  hatte  man  mittelst  absoluter  Ortsbestimmungen  die 
Piarallaxe,  aber  vergebens  zu  entdecken  versucht,  wesshalb  Bes- 
sel es  noth wendig  fand,  andere  Wege  einzuschlagen.  Um  die 
Fehlerursachen  auszuschliessen  und  so  die  Genauigkeit  zu  ver- 
mehren, verfiel  er  darauf,  einen  Stern  mit  einem  ihm  sehr  nahe 
stehenden  mikrometrisch  zu  vergleichen.  Struve  hatte  bereits 
1835  — 1837  dergleichen  Untersuchuns^en  am  Begleiter  der  Wega 
angestellt  und  aus  denselben  c^efunclen,  dass  die  Parallaxe  des 
käetern  kleiner  ist  als  die  von  Brinkley  gefundene  sein  müsse. 

Res  sei  wählte  den  Stern  61.  im  Schwan  aus,  theils  weil 
dieser  .eine  beträchtliche  eigene  Bewegung  hat ,  also  auch  die  Pa- 
iallaxe  routhroasslich  gross  sein  konnte,  theils  weil  er  als  Doppel- 
steril  sich  genauer  als  ein  einfacher  beobachten  liess,  theils  we- 
aea  seiner  für  Königsberg  bequemen  Stellung  am  Himmel.  Er 
Cenatzte  das  damals  grOsste  llfüssige  Heliometer  und  verglich 
diesen  Stern  vom  J6.  August  1837  bis  zum  2.  October  1838  wie- 
derholt mit  zwei  benachbarten  Sternen.  Die  erhaltenen  183  Re- 
idflate  entsprachen  dem  Einfluss  einer  Parallaxe,  diese  ergab  sich 
:=0^,3136  und  die  Entfernung  des  Sterns  von  der  Sonne  =^7700 
Bi^bmessem  der  Erdbahn,  eine  Strecke,  welcITe  das  Licht  in 
lO^  Jahren  zurücklegt.  Dieser  Stern  legt  demnach  in  einem  Jahre 
ifaieD  Weg  von  10  Halbmessern  der  Erdbahn  zurück.  Weil  er  ein 
wppelstern  ist,  wird  man  künftig  die  Masse  des  Systems  und 
JQoes. einzelnen  Sterns  bestimmen  können.  Das  gefundene  Resul- 
st  erweitert  die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Weltalls  ungeheuer. 
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und   hat   fiir  die  Wissenschaft   als  bcsoiidern  Nutzen  die  Schärf« 
der  Benbachtimgeti    dargestellt. 

Während  die  bisher  besprnehenen  Abhandlungen  sich  vor- 
KUgetveisc  mit  den  Planeten  und  Fissternen  beechärtigeo ,  Bind 
die  4.  und  5.  der  Gelrachtnne  dei  Kometen  gevridniet.  Ihre 
Titel  sind: 

Ueber    den  Halley'schen  Kometen,   und 

Von    den    Erscheinungen,    welche     der    Halley'scha 
Komet  gezeigt  hat. 

Naeh  der  erstem  haben  die  Kometen  schon  sehr  frGh  Ü*' 
Aufmerki^amkeit  der  Menschen  auf  eieh  gezogen,  allein  Gq^M- 
stand  der  ostronomiechen  üeobachtung  wurden  sie  crKt  eehtiejitt' 
Müller  Regiomontanus  stellte  zuerst  i.  J.  147'2  deraitig«'aA. 
Durch  die  Erklärung  der  Keplerschen  Gesetze  mittelst  Ntn^'^n'a 
altgemeiner  Anziehung  wurde  Edmund  Halley  veranlasst,  dlt 
vorhandenen  'iOUjahrigea  Beobachtungen  von  Kometen  zit  beiech* 
neu.  Jm  Jahre  J705  machte  er  2-i  Kometenhahnen  bekannt,  wo- 
bei jedoch  die  groHce  Axe  nnd  somit  die  Umlaufszeit  nicht  aog^ 
geben  «ar.  Drei  derselben,  die  vom  4.  Sept.  1531.,  26.  Octbr. 
1607.  und  14.  Sept.  16H'i.  stimmten  s«  .auffallend  in  ihren  Elemen- 
ten unter  einander  überein,  dass  Halley  auf  den.  Gedanken  ve^ 
fiel,  es  sei  ein  und  derselbe  mehrmals  erschienene  Komet.  Er 
berechnete  hiernach  seine  elliptische  Bahn  und  bestimmte  eelMr 
Wiederkehr  für  das  Jabr  1759  voraus.  Diese  Vorausbestimmiwf 
traf  bekanntlich  zu ,  daher  die  Benennung  dieses  ersten  periow- 
scben  Kometen  nacli  «einem  ersten  Berechner.  Die  drei  Lralauf*- 
zeite»  zwischen  den  vier  Erscheinungen  sind  nicht  einander  gleic)h^ 
betragen  vieJmebr  resnective:  76  J.  2  M  ,  74  J.  lOVa  M-,  76  l 
6  M.  Die  Unterii!  bleue  entspringen  aus  den  Störungen,  welclw 
die  Planeten  auf  deq  elliptischen  Lauf  des  Kometen  um  die  Souitt 
ausüben.  Newton  hatte  zwar  die  Bahn  zur  Berechnung  dieur 
Störungen  gebrochen,  Halley  sie  aber  noch  nicht  hergeleittt. 
Vor  der  Wiederkehr  des  Kometen  im  J.  1759  hatte  Lalande 
nach  Clairaut's  Vorschriften  die  beiden  Umläufe  von  16O7—10S9 
lind  von  1682—1739,  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen, 
rechnet.  Den  neusten  Umlauf  von  I7S9  — 1835  haben 
Astronomen,  Damniseau.  P'ontecoulant.Rosenbei  ^ 
Lehmann  vor  der  Wiederkehr  berechnet  und  bekannt  gei 
Ihre  Angaben  wichen  theils  mehr,  tbeils  weniger  vo 
der  ab. 

Während    in    der    ersten    dieser  zwei  Abhandlungen 
herige  besprochen  war,  gibt  der  Verfasser  in  der  zweiten 
darüber  Auskunll,    in  wie  fern  der  Komet  in  rein  astronoi 
Beziehung,     d.  h.  in  Beireff  seiner  Bewegung  den  im  vt 
gestellten  Berec' nungen  entsprochen  habe.  Rosenbergi 
mente  sind  hiernach  den   Beobachtungen   am  nächsten  gekoi 
Es  folgt  eine  Reihe  von  Beobachtungen  in  Betreff  des  äussern  Ana< 
des  Kometen,  namentlich  der  Bildung  seines  Schweifes,   n 
Figuren  dienen  zur  Erläuterung  und  es  werden  diese  Ersd 
gen  mit  ähnlichen  verglichen,   welche  frühere  Kometen  voi 
176<t,    1807,    1811    und    1824  gezeigt  hüben.     Der    Verfasa 
zugleich    Messungen   angestellt  und  zwar  su  scharfe,     als  sie 


^^^ 
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p^artif^eit  nklit  pcna«  be^ren^.tcii  HiiiinielsLr>r|ieTii  erliingt  wer- 
■Wn  kiinnen.  Er  stellt  eine  ll>|iot)ie)«i)  iibcT  die  KnUttliuoe  der 
Schiveife  auf.  erwähnt  der  Tast  ^ans  versclnündemleii  Ktart  der 
Komeleiiinaleric.  das  Uclri  zu  brechen,  und  «spricht  ülier  das  |)o- 
larisirte  Lichl  der  Kornetten  sellist.  Der  grossere 'Tbeil  dieser 
AbfaandhiD|^  beschal'tigt  sich  mit  dem  auasern  Ansehen  der  Keine- 
leu,  und  findet  daher  nicht  mehr  einen  eii^entlichen  Gegenstand 
der  Astronomie;  noch  mehr  ist  dietts  bei  den  nun  zu  besprechea- 
den  zwei  Abbandliingeti  der  Fall. 
[1        3.  üeber    die    physische    Beschaffenheit    der    Him- 

■  melslclirper. 

■  ]5.  Ueber   den    Mond. 

Wshreiid  der  Verfasser  in  der  erstem  erwähnt,  das«  die  * 
Kraft  uosereii  Augvs,  in  Bezug  auf  die  Erkenntntss  der  Hlmmels- 
Lnruer,.eng  begrenzt  sei,  macht  er  üueleich  anf  anschauliche  flnd 
faäsliche  Weise  klar,  wie  auch  Tür  die  durch  das  Feniruhr  vei- 
Ktärkte  Kraft  eine  nnthiveiidige  (irenze  gesteckt  iät.  Hierauf  zeigt 
et,  was  wir  von  dem  uns  nächsten  Hiiumelskürper,  dem  I\l»nde 
nissen,  dass  er  Berge  und  Th'äler  hat  und  wie  die  Hübe  der 
etatern  gemessen  norden  ist.  Die  Arbeiten  Schröters  und 
Lnhrmanns  werden  besprochen,  die  Karte  des  erstern  stellt 
ilen  Mond  dar,  wie  er  sich  dem  gehörig  bewaffneten  Auge  zeigt, 
die  des  letztern,  wie  er  wirklich  ist.  Die  Mondberge  werden, 
nach  der  Angalle  des  erstem,  init  flenen  der  Erde  verdichen. 
Es  wird  durch  tiründe  dargethan,  dass  der  Mond  keine  oder  nur 
b  mit  der  Erde  buchst  unbedeutende  ,  Atnio- 
rie  zugleich  der  Verfasser  die  Gründe  wider- 
»t:  Tuaiufür  das  Dasein  einer  Mond- Atmosphitre  aufge- 
stellt hat.  Der  Mond  hat  demnach  weder  Lul't,  noch  Wasser, 
noch  Feuer  und  es  kiinnen  daher  auf  demselben  keine  lebenden 
Wesen,  wie  wir  sie  kennen,  wohnen.  Die  Zeiten  des  Umlaufs 
und  der  Axendrehung  des  Mondes  sind  einander  gleich,  wess- 
r  stets  nur  die  eine  Seile  des  Mondes  sehen,  dasselbe 
^ahrscheinlicb    bei    den   Trabanten   der    übrigen  Planeten   der 

Herauf  bespricht  der  Verfasser  die  Sonne,  deren  leuchtende 
uns  verhindert,  ihren  festen  Körper  selbst  kennen  zu  ler- 
nen. Lücken  in  jener  Hülle  hilden  die  sogenannten  Sonnen- 
flecken. Manche  ßeoliacbter  wollen  auf  den  Himmelskürpern  vie- 
les wahrgenommen  haben,  was  eine  Aehnlichkeit  zwischen  ihnen 
und  der  Erde  dartbun  sollte,  der  Verfasser  bat  keine  Spur  davon 
wahrgenommen  nnd  filbrt  einige  Beispiele  an;  dagegen  bebt  er 
die  Aehnlichkeit,  welche  wahrscheinlich  zwischen  (tem  Mars  und 
dw  Erde  stattlindet,  besonders  hervor.  Während  man  durch 
blosses  Beschauen  nur  wenig  von  den  Planeten  erfahren  kann, 
»igt  der  Verfasser,  wie  man  mittelst  der  Beolwchtung  ihrer  Tra- 
banten ihre  Masse  und,  durch  Verbindung  derselben  mit  ihrer 
Grösse,  ihre  Dichtigkeit  bestimmen  kann. 

Die   Abhandlung    „UelTer  den    Mond"    verdankt  ihre  Entsle- 
lioDg   dem   Erscheinen   der  Karte   von   Beer    und   Mfidler.     Die 
iDgieichförniige  Beivegung  des   Mondes   in   seiner  Bahn  und 
jfleiehförmig^    Axemlrefaung    werden    besprochen,     wie 
I  die  Grande,  wesshalh  beide    von  gleicher  Dauer  sind.     Aus 


eine,  im  Verglei 
subSre  habe,  so 
leg,  •-- 


Der  Vecfasser  krltisirt  hier,  nie  in  <ler  vor  hergeben  den  Ab- 
handlung, das  der  Erümessung  «ntnomnien«  metrische  SysMn 
der  Franzosen  und  spricht  eich  überhaupt  gegen  eiu  derart«« 
Natur-  und  Urmass  aus.  Aehnlich  verhalt  es  sich  mit  dem  No- 
turiiiasse ,  welches  der  Län^e  des  Securidenpendels  zn  entnehmen 
wäre.  Den  ersten  VorschTag  hierzu  hatte  Huygens  hereits  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  gemacht.  Damals  tvusste  man  nocli  i 
nichts  von  der  Veräi:hiedenheit  dieser  Länge  an  rerschiedenvn 
Orten  dur  Erde,  eine  Folge  der  Abplattung,  die  gefundeue  Läng« 
hätte  also  nur  Tür  Einen  Ort  Gümgkeil  cehabt.  Wenn  spi(ter 
Borda  und  Kater  die  Llinge  des  Pendels  bestimm^  haben,  M 
zeigt  Bessel  die  Fehler  dieser  Best! nimun gen  nach,  indem  d^ 
mangelharte  fjcbärfe  der  Schneide  und  der  Widerstand  der  Luft 
nicht  berücksichtigt  worden  waren.  Uer  Verfasser  erklärt  »\A 
demnach  gegen  ein  ünnass,  welches  zu  einer  von  der  Nattir  gu- 
gebeneu  Cänge  ein  bestimmtes  Vethjiltniss  haben  soll,  weil  man 
diese  nie  mit  absoluter  Genauigkeit  bestimmen  kann.  Er  verlair^'l 
aber,   dass  ein  einzuführendes  Mass 

1)  viillig  unzweideutig  gemacht  werde, 

2)  durch  jedes  Erfolg   verheissende  Mittel  erhalten  werde. 

3)  dass  Mittel  ergriffen  werden ,    möglichst   vollkommene  Cd- 
pien  mit  niilglicbst  grüsster  Leichtigkeit  erhalten  zu  können. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  speciell  seine  Arbeiten  in 
Betreff  der  Regiilirung  des  nreussischen  Längenmasses  im  Jalire 
1835.  Bei  der  Erklärung  desselben  im  J.  18)6  wnren  einige  l'ii- 
liestimmtbeiten  ii1>rig  geblieben,  statt  des  damaligen  Urmasses  iai 
ein  neues  angefertigt  worden,  welches  gegen  Abnutzung  und  Be- 
schädigung gesichert  ist,  leicht  übertragen  werden  kann  und  Dll- 
verändert bleiben  muss.  Dasselbe  verhält  sich  zum  französischeu 
wie  1^0,13:144,  diese  Kahlen  sind  das  Resultat  4»  einzelner  Ales- 
sungen,  welche  so  gut  mit  einander  übereinstimmen,  dass  der 
mittlere  Fehler  nur  ö«f^  Linie  beträgt.  Zur  Vergleichung  hat 
eine  von  Fortin  verfertigte  Copie  der  Toise  de  Perou  gedient, 
welche  Arago  und  Zahrtmann  mit  dem  Original  verglichen  habet. 
Der  Apparat,  welcher  zur  Vergleichung  von  Copien  mit  dem  von  Bau' 
mann  verfertigten  preussischen  Urmasse  dient,  so  wie  die  Opc 
ration  der  Vergleichung  wird  beschtiebcn.  Besonders  schwierig 
war  es  hierbei,  die  erforderliche  beständige  Temperatur  heran- 
stellen. Die  dänische  Regierung  hat  bereits  dasselbe  Mass  i> 
ihrem  Lande  eingeliibtt. 

Die  6.  Abhandlung  ist  betitelt: 

Ueber  Flut   und  Ebbe. 

Diese  Erscheinung  sah  man  vor  Newton  als  ein  Zeicbm 
des  Lebens  der  Erde  an,  die  allgemeine  An:«iehung  des  letzter 
setzt  uns  in  den  Stand,  Jahrhunderte  lang  voiauszubestimiar 
wann  an  einem  gegebenen  Tage  und  bis  zn  welcher  UitJ 
eine  Flut  eintreten  muss.  Newton«  Natmlehre  hat  die  Flut 
Ebbe  von  allem  Wunderbaren  entkleidet  und  in  den  KreU 
Nothwendigen    zurückgeführt.     Die    ganze    Erscheinung    wl 


ilupr   Dauer   und  ihrem   Verlauf  nanli,    beechrielien  und  Figuren 
dienen  zur  Erläuteiiiiiff.     Auf  einer  ideale»,   ganz  mit  Wasser  be- 
deckten Erde  «"ärde  der  Verlauf  ein  anderer  sein,  als  er  auf  der 
wirklichen    Erde   ist.     Im   erstem   Falle    wQrde  jedes  Viertel  der 
Erde,  welches  Flut  hat,  etwa  100  Culiiknieilen  Wasser  mehr  ent- 
ribatten.  ala  jedes  Ebbe  habende  Viertel,     lier  grössere  Theil  der 
rBiDong  von  Osten    gegen   Westen,    welche  das  Meer  hat,    ist 
nnuthlich    der  Flut  und  Ebbe  zuzuschreiben,    der  andere  Theil 
ips  Unterschieden  der  TemperalDr'zugesihrJeben  werden.     Die 
einen  Continente  verändern    die  liichtuiißen  der  ätrümungen, 
umgekehrt  lüsen   diese  Theile  der  einzelnen  Kffsleu  ab  und 
indero  so   ihre  Gestalt.     Die  Form  der  Küsten  wirken  auf  die 
[.und  Hübe  der  Flut  ein,    welche  Einwirkung  nicht  mehr  be- 
(net  werden  kann;  hier  muss  die  Beobachtung  zu  Hülfe  gezo- 
I  werden.     Der   Erfahrung  zufolge   ist  Hflbe  und  Zeit  der  Flut 
I  Stande  des  Mondes  gegen  die  Sonne  und  Erde,  sowohl  der  *> 
ubtung    als    Entfernung'    nach,    abhängig:.     Die  Flut   und  Ebbe 
Jft  sich  gar  nicht  oder  nur  unbedeutend  in  kleinen  eiM"eschIo9- 
fen  Meeren ,    vielmehr  nur  im  Wettmeere,    und   dietranzosen 
I  Englander  haben   in  diesem  eigene  Thürme  zur  Beobachtung 
'  Erscheinung    erbaut.     Das  von  diesen   gelieferte  Material 
t  Beweise  der  aus  Newton's  Lehre  der  Schwere  gezo- 
ten  Folgerungen.  —   Zur  Erklärung  der  mechanischen  Gesetze, 
liebe .  die   Flut  und   Ebbe   befolgen ,    erklart   der   Verfasser   auf 
'"  '  a  die  KräRe,  ihre  Richtungen,  Zusammensetzung  und 
J^bnt  der  Reibung.    Mittelst  dieser  vorausgeschickten  Erklärun- 
Eiseigt  derselbe  lieutlich  die  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mon- 
»anr  die  Erde  und  ihre  llilssige  Hiilie,     eben    so    erhält    man 
'  deutliche  Vorstellung  von  der  geringen  Einwirkung  der  ni&ch- 
onne  auf  diese  Erscheinung,  im  Vergleich  mit  der  des  weil 
I  Mondes,   weil  hierbei  haupleächlich  der  Unterschied  der 
fitfernungen  in  lletrachf  kommt  Die  Wirkung  der  Sonne  beträgt 
V  %  von  der  des  Mondes,    beide  erfolgen  zugleich  beim  Neu- 
'imä  Vollmonde  und  es  entstehen  so  die  grtissten  Finten;  bei  den 
Hondvivrteln    trifft   die  Flut  des  einen  Kürpers  mit  der  Ebbe  des 
aadern    zusammen    und   daher  ist  hier  die    erstere    am  kleinsten. 
Besonders    beim  Monde    ist  auch    sein   Abstand   von   der   Erde  in 
itracht  zu  zi<:hen.     Die   oben  erwähnten  Thiirme  liefern,    gleich 
1,  Sternwarten ,   Materüilien  zur  Berichtigung  unserer  Kenntniss 
I  Lau f  und  der  Masse  der  Sonne  und  des  Mondes.    Nach  La- 
«timniuogen  belindet  sich  das  Meer  im  Gleichgewicht,, 
p  Uebersch wem mung  des  Festlandes  ist  daher  nicht  zu  besorgen. 

tDi©  Uelterscbrift  der  12.  Abhandlung  „Gleichgewicht  und 
g"    erregte   uns  Zweifel,    ob  fiber  diesen  Gegenstand 
I  Dir' Dilettanten   deutlicher  und  unterhaltender  Vortrag   gehal- 
I  könne :    der  geniale  Verfasser  hat  aber  beide  Schwie- 
len überwunden.     Er  erklärt    zunSchst    die    Kraft,    welche 
rch   ihre    Wirkung   erkennen,    so  wie  diese  auch  ihre 
!  bestimmt.    Indem  die  Wirkung  einer  bestimmten  Kraft  als 
Bit  angenommen  wird,  kann  man  jede  andere  Kraft  durch  eine 
1  ausdrücken  und  so  die  Betrachtung  der  Kräfte  zum   Cegen- 
hd V  der  Mathematik  macheu.     Bei    dieser  Gelegenheit  schiloert 
.Verfasser   die    Krält  der    neuern   Mathemalik  und  zeigt  den 
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grossen,  ilurch  Decurtes  herlieigefülirleii.  Portschritt  von  ilvr 
altern  zur  n«uern  iiiii  so  UeutHcher,  als  er  ein  paaseailes  Ueisiiiel 
anführt  und  beä|)r)cht.  Er  deutet  an,  wie  die  Aufsuchung;  der, 
jeder  Frage  aiigeaiessenen,  mathernntischeu  U|ierHtion  ziir  Eiil- 
deckimg  der  Analyse  des  Unendlichen  durch  Newton  iiiiil 
Lei'bnitz  selührt  hat  und  wie  in  der  neusten  Zeit  ein  besond-' 
rer  Zweig  der  Mutheniutik ,  der  matheiualische  Calcäl  eril 
standen  ib-t.  Nach  diesen  und  melirern  andern  nicht  unniittelbrii 
zur  Sache  gehüreiideu  lietrachluugen  kehrt  der  Verlasser  zw 
Mechanik  zurück  und  erklärt  die  Masse,  die  bewegende  Krull 
und  das  Gleich  gen  icht. 

Archimedes  ging  vom  Gleichgewicht  der  gleicliarmigen 
Wage  aus,  Galilei  und  seine  Nacbfolgcr  vuin  Parallelogranim 
der  Krkfte,  Johann  BernouJIi  fügte  diesem  den  Grundsatz  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  hinzu,  dessen  Wahrheit  Lasran^c 
auf  einfache  Weise  bewiesen  hat.  Dieser  Grundsatz  hat  ävn 
grüssten  Nutzen  für  die  Yervollkoraninung  der  Lehre  vom  GleicV 
gewicht  —  der  Statik.  Einige  hervorragende  Sätze  dieser  Lehn 
werden  angeführt,  namentiich  der  Sehwerjiunkt  und  die  Figuren 
der  KDrper,  z.  B.  die  Fi<;nr  der  Erde  und  die  Anziehung  e'mt 
^.^  Kugel  auf  Punkte,  welche  inner-  oder  ausserhalb  dersell>en  lie- 
gen. Findet  kein  Gleichgewicht  unter  den  auf  einen  Körper  ein- 
wirkenden Krälten  statt,  ho  wird  dieser,  wenn  er  ruht,  sich  u 
bewegen  anfangen  utid  wenn  er  sich  bereits  bewegt,  seine  iir- 
^chwindigkeit,  oder  Richtung  oder  beide  zugleich  ändern,  üuri-li 
d'Alembert's  Grundsatz,  wonach  die  Kräfte,  welche  die  verln- 
renen  oder  gewonneneu  Bewegungen  der  einzelnen  Mussentbeik 
irgend  eines  Systems  zu  erzeugen  fahis  filnd ,  unter  einander  im 
tileiehgewicht  stehen,  werden  die  Aulgaben  der  Lehre  von  ileT 
Bewegung  —  der  Dynamik  —  auf  die  Statik  zurückgeführt.  Sne- 
dell  besprochen  und  durch  interessante  Beispiele  erläutert  »ird 
das  Gesetz  der  Bewegung  des  Schvrerpunktes,  das  Gesetz  der 
Winkelflächen  und  das  Gesetz  der  lebendigen  Kraft.  Das  lelzIeK 
gibt  dem  Verfasser  Gelegenheit,  des  perpetuum  mobile  iit 
erwähnen  und  die  Fruchtlosigkeit,  dasselbe  zu  suchen,  aus  ein* 
ander  zu  setzen.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  erfüllt,  wenn  «ic 
jede  Frage  hinsichtlich  des  GleichBewic)rt&  und  der  Bewegung  ni 
eine  bestimmte  Forderung  verwandelt  hat/*H£lche  der  niatf"^ 
tische  Calcill  erfüllen  niuss.  So  weit  es  dieseirt.  nach 
steu  Fortschritten  möglich  ist,  erfüllt  er  seine  ^t^al 
chanik  aber  hat  die  ihrige  ganz  erfüllt. 

Die  10.  Abhandlung  ist  überschrieben:  üeber  ^\  jhrscheii 
lichkeits-Kecbnuug.  Es  wird  zunächst  gezeigt,  «üs  iiW>(Brgi 
wiss   oder    für   wahrsclrt  i  nlich  zw  haften  bähe:    im    touejrt 
Leben  wird  beides  bisweilen  mit  einander  verwecbsell.  l>i 
Theorie    der    Wahrscheinlichkeiten   beruht    auf  dem  sog« 
Zufalle;    an  einem  Beispiele  wird  erläutert,    welchen  Si 
mit  diesem  Worte  verbindet.     Man  hat  Mittel  gesucht,    d 
nannten  Zulalle  im  Allgemeinen  zu  beurlheilen,  Jaco 
noulli   brach  in  seinem  1713  herausgegebenen  Werke    „, 
jectandi"  die  Bahn,    Laplace  hat  in  seinem  grossen  Werl 
vitflßiltigen  spfjtern  Untersuchungen  der  Mathematiker  vnr 
'  gelegt. 
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Em  War  fei  dient  dem  Verfasser  als  Beispiel,  um  das 
äs 8  der  Wahrscheinlichkeiten  zu  erläutern  und  zu  zeigen,  wie 
an  aus  der  Beobachtung  auf  die  Beschaffenheit  der  Ursache 
^hliessen  kann.  Ein  anderes  Beispiel  dient  dazu  zu  zei<j;en,  wie 
an  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  bestimmt  ange- 
ln und  von  dieser  Angabe  Anwendung  machen  kann.  IVJit  der 
nzahl  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  nimmt  das  be- 
immte  Mass  der  Wahrscheinlichkeit  an  Richtigkeit  zu  und  zu- 
ttzt  wird  der  wahrscheinliche  Fehler  so  klein,  dass  das  heraus- 
^brachte  Verhaltniss  nicht  mehr  merklich  von  der  Wahrheit 
l>weicht.  Dagegen  wird  durch  Beispiele  gezeigt,  wie  man  falsch- 
ch  ein  Ereigniss  für  wahrscheinlich  halten  konnte,  weil  die  zu 
nrode  -liegenden   Beobachtungen  nicht   richtig   angestellt  waren. 

Durch  die  astronomischen  Beobachtungen  erhält  man  nie 
en  wahren,  sondern  nur  den  wahrscheinlichen  Werth  und  dieje- 
ige  Bestimmung  desselben  Gegenstandes  ist  die  beste,  deren 
ahrscheinlicher  Fehler  am  kleinsten,  deren  Wahrschein« 
ichkeit  also  am  grössten  ist.  Die  Wahrscheii  lichkeits-Rech- 
DDg  hat  gelehrt,  mittelst  beliebig  vieler  Beobachtungen  eines 
limnielskurpers  seine  beste  Bahn  zu  b(^stimmen,  vorher  hing 
iess  von  der  Geschicklichkeit  des  Rechners  ab.  Dieselbe  Rech* 
DDg  lehrt  die  Unsicherheit  des  gewonnenen  Resultats  kennen 
Dd  diese  dient  theils  dazu,  unter  verschiedenen  Resultaten  das 
este  auszuwählen,  theils  zu  beurtheilen,  wie  weit  man  dem  Re- 
nltate  vertrauen  dürfe.  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits- 
leclmunff  auf  die  astronomisi*hen  Beobachtungen  hat  auch  Au- 
riffe  erntten«  welche  der  Verfasser  mit  gewichtigen  Gründen 
irdckweist,  so  wie  er  auch  den  Grund  angibt,  warum  er  diese 
etrachtungen  nicht  auf  andere  Wissenschaften  angewandt  hat. 

Die  letzte  Abhandlung,  welche  wir  zu  besprechen  haben, 
t  die  9.,  ihr  Titel  ist:  Ueber  den  Magnetismus  der  Erde. 

Diese  Abhandlung  ist  die  einzige,  deren  Thatsachen  ohne 
eiträge  des  Verfassers  sind ,  wie  er  selbst  am  Eingange  erwähnt. 
IQ  Anziehungskraft  und  Polarität  der  magnetischen  Kör- 
it,  die  maghetische  Abweichung  oder  Decliiiation  und  die 
leigung  oder  Inclination,  wie  auch  der  magnetische  Meri- 
ian  werden,  erklärt.  Die  Declination  hat  Columbus,  die  In- 
fnatiou  Robert  Norman  entdeckt,  beide  sind  Wirkungen  der 
agnetischen  Kraft  der  Erde.  Beide  Erscheinungen  sind  an 
»^chiedenen  Orten  der  Erde,  sowohl  während  eines  Tages  als 
ihfend  grosserer  Zeiträume,  verschieden.  Diese  Versctiieden- 
It  kann  zur  Auffindung  der  geographischen  Länge  auf  dem 
9ere  dienen,  wesshalb  Edmund  Halley  bereits  1700  eine 
(.ste  flSr  die  Abweichungen,  Wilcke  1768  eine  älinliche  für  die 
rlgungen  an  den  einzelnen  Punkten  auf  dem  Meere  entwarf. 

"'Zar  Richtung  der  magnetischen  Kraft  kommt  noch  ihre 
Mike  oder  Intensität,  welche  zuerst  Humboldt  an  vielen 
'Vkteii  der  Erde  bestimmt  hat.  Mehrere  namentlich  ai^fgefüh^te 
i^iieDden  haben  später  derartige  Untersuchungen  angestellt, 
^«h  die  Intensität  hat  an  einzelnen  Punkten  der  Erde  verschie- 
^  Werthe,    welche   man   mittelst  Karten   anschaulich  gemacht 
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Hur  in  Bezug  auf  die  Uecliimtion  hat  man  bt"  jetvt  die  ISg- 
liebe  Veränderung  des  magiieti seilen  Zustandes  der  Erde  uater- 
soclit,  dieeelhe  ist  von  8  L'lir  Morgens  bis  1  Ühr  Mittags  am 
STussten  im  April,  etwa  15',  am  kleinsten  im  Üecemher.  Diese 
Resultate  verdankt  die  Wis!<enschart  Gauss,  welcher  einen  e^ 
nen  Apparat  zu  diesem  Uehul'  construirt  hat.  Ausser  diesen  ici 
gelmässigen  Veränderungen  treten  andere  plützlich,  und  zh»  u 
den  verschiedensten  Orten  der  Erde  gleiebKeitis,  ein.  Diese  n 
erforschen,  hatte  Humboldt  bereits  ]»0f)  und  1807  gleichzeitigt 
Beobachtunsen  an  verschiedenen  Orten  veranlasst,  die  Zeitum- 
stände brachten  diese  in'«  IStoclten.  Arago  fand  durch  fibnliebi 
Beobachtun£;en  unter  anderm  einen  Einllu^s  der  Nordlichter  aat 
die  Magnetnadel  und  zuar  einen. gleichzeitigen  in  Paria  und  Castn. 
Humboldt  rief  von  1828—1830  aufs  neue  gleichzeitige Beohacb- 
tungeu  an  6  Orten  ins  Leben,  allein  an  (jenauiglceit  wurden  di{ 
bisherigen  Beobachtungen  bei  neilem  durch  diejenigen  ObertroBen, 
welchevon  1836  an  (iauss  an  verschiedenen  Orten  mittelst  d« 
bereits  eiiv&hnten  Apparates  herbeiführte.  Die  Gleichzeitig' 
Iseit  dieser  Veränderungen  ist  nun  durch 
gen,  vrelche  au  den  verschiedensten  Orten 
den  sind,  bestätigt. 

Wie    man    sich   die  Wirksamkeit  der  magnetischen    Ktalt  in 
einer  Nadel  zu  denken,    damit  jedes  Theilchen  der  letztern  wie- 
der einen  hesondern  Magneten  bilde  und  diese  Kraft  durch  KurbI 
hervorgerufen  werde,  wird  aiisluhrlich  besprochen.     Wir  erfabten, 
dass  die  magnetische  Kraß   wie  die  Schwere    dem   Quadrat  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei;    diess  haben   Cuulomb, 
Hanstee'n   und    besonders    vollständig    Gauss    durch  VersuiJie 
dargethan.     Hieraus    folgt  die  Wirkung    eines  magneti scheu  K< 
pers   und   sein  sogenannter  freier  Magnetismus.     Diesen  ni 
man    schwerlich   jemiils   auf  geradem  Wege   durch  Rechnung 
jedem  Punkte  der  Erde  kennen  lernen,  die  ""      '    ' 
stfitzt  durch  diis  Gesetz,  müssen  uns  jlahi 


lählige  BeobachtuD- 
scharf  angestellt  ««• 


In  der  Astronui 
einer   Erscheinung  gebe 
perniciis,    Kepler  ui 
erklärte  die  Itewegung  di 
-     ■  ■    Tol- 


le   man   die    Erkllrj 
Grund  zu  erratheo. 
ind    Newton  folgen  auf  einander,    d 
lelsknrper.    Eben  so  dachten  ij 
Crlilärnng    der    : 


:hte  ] 
konnte,    j 


Hin 


.  s   Mayer. 
Erscheinungen,    einen  in  der  Erde  befindlichen  Magneten, 
steen    nahm,    nachdem   die   Erscheinungen    verviellaltigt 
deren  zwei    an.     Gauss    verliisst   alle   Annühmeii    und    he 
die    unzweideutigen    Bedingungen ,     denen    das    Hervortreten'  j 
magnetischen  Kraft  auf  der  Oberflüche  der  Erde  durch  ibrGe 
selbst   unterworfen    ist.     Diese   Erklärung  oder,    astronnmisel^ 
sprechen,    diese  Elemente    gelten  nur   für  eine  bestimmt 
Gauss  seihst  hat  sie  mit  103  beobachteten  Dedinationen, 
ctinationen  und  95  IntensitJiten  verglichen,    Erman   hat  a 
Karten  derartige  Vergleichungen  in  Bezug    auf  Declination  ( 
stellt.    Am  Schluss  der  Abhandlung  werden 
tersuchungen;    welche    Gauss    in    Gemeinschaft    mit    Wilh 
Weher  über  den  Magnetismus  angestellt  hat,  besprochen. 
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Hiermit  ist  meine  Aufeabe»-  den  Inhalt  dieses  Werkes  in 
luftEüffen  ananideuten«  beendet;  sollte  diese  Darstellung  dazu  die- 
\%n,  dem  trefflichen  Werke  manchen  Leser  zuzuwenden,  so  wfirde 
eh  niich  vollkommen  belohnt  fühlen.  I)ie  Erinnerung  an  den  ge* 
lialen.  Verfasser  wird  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt  und  rege 
»ffbalteo   werden. 


Demonstration  des    formules   de  Mr. 
Glanss  dans  la  Trif^onomötrie   spM- 

rigue. 

Par 

Monsieur  F.  Arndt, 

Docteur  en    Philosophie   a  Stralsund. 


On  sait,  c|ue  les  relations  entre  les  six  parties  d*un  triaogle 
pb^rique,  connues  sous  le  nom  de  celles  de  Mr.  Gauss  ^  ont  öt^ 
Kultes  fräquemment  des  analogie^  de  Neper ;  mais  celles  •  ci 
^sulfant  de  celles -lä  par  urie  simple  division,  il  est,  ce  me 
emble»  plus  naturel ,  tle  demontrer  les  formules  de  Mr.  Gauss 
ans  avoir  recours  aux  analogies  de  N^per.  II  e^t  jrrai  quelques 
ateurs  ont  doiinä  des  demonstrations  airectes  de  ces  formules; 
lals  toutes  ces  demonstrations  r/^tant  pas  assez  courtes  pour  un 
btjet  si  elementaire,.  j*ai  juge  utile  de   donner  ici  la  mienne. 

En  dösignant  les  trois  cdtös  du  triangle  spherique  par  a,  6/ 
;   les  angles    oppos^s    resp.   par    A^  B^    C,  la  formule  coouue 
MMr=cos6cosc-f  sin6sinccos^  donne 

cosa=cos(6— c) — 2sin6sincsin  a-^^» 

cosa = cos  (Ä + c)  +  2sin6  sine  cos  s  -^^  • 

^joutez  d'une  part  chaque  membre  de  ces  ^quations  k  Funit^,  et 
le  söustrayez  d*autre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formules 
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2  cos  5'«*=  1  +  cos«,  '2^in  5-  «*  =  1  —  eosa  »- 


voQs  aurez 


11  1 

[1].... cosn*  «*  =  cos s" (^  —  c)*  —  sinösiDCsiDÄ*^*' 

^    [2] sin  ^  a*  =  sin  ^7  (Ä  —  c)*  +  sinÄ  sin  c  sin  s"  -^* » 

[3] ....  cos  ^  «2  =  cos  5-  (6  +  c)*  -|-  sin6  sine  cos  5"  ^* » 
[4] cos  ^  a^  =  sin  ^  (6+c)*  — sin6  sine  cos  ^  ^l*  •  . 

Au  moyen  de  i'equation  cos^^= — cos^cosC-h^in^sinCcosa, 
bien  des  equations  pr^c^dentes,  en  changeant  les  quantit^  a, 
c,  A  en  les  Supplements  I8OO— ^,  ISO»— ^,  I8OO-C,  180^— a, 
trouvera  les  quatre  suivantes: 

[1'] sm~A^=cos^{B''C)^-^smBsmCcoB^a^i 

1  1  1 

[2']....cos^  -4*=sin  ^(B^t^^-t-siuBsinCcoa-^a*, 

[3']  ....  sin  2  ^*  =  cos  ^  (Ä  +  C)*  +  sin^sinCsln  ^  a«, 

[4']....  €080-^*= sin  ^(Ä+C)* — sinÄsinCsinä-fl*« 

C'est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  equations  qu 
obtient  les  quatre  form  nies  de  AJr.  Gauss,   savoir   * 

la  premiere: 

11  11 

cos7)^coSn(6 — c)  =  icoSrtOsins-CÄ+C) 

"^  1  l 

par  [t].  cos  ^  A^—,  [4']  cos  ^a*, 

la    seconde : 
cos  zy  Aaln  «  (^  —  c) =+  sin  ^  «sin s"  ( B — C) 

par  [2].  cos  ~  ^2- [2']  sin 2^0^ 
la  troisi^me: 

',!,  ;       .IMir[3J.8io^.l^[3']cos5-a«, 
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« 

la  quatrieme: 

1  •     '     1  11 

sin  5- ^  sin  s"  (^  +  c)  =  +  s*>n  ö"  ö  C08  2  (^  ~  ^0 

1  1 

par  [4].  sin  3-  A^  —  [1']  sin  5-  a^ . 

En  faisant  |0  calcul  prenez   ^bxüA  au  lieitde  sin  ^-^cos  »  ^» 

e  m^me  »sina  au  lieu  de  sin^acos^'a,  ^  remarquez      önsuite 

Q*on  a  toojours  i'öquation  sin6sincsin^^=sinßsinCsina^,  qni 
SKnIte  imm^iatement  par  ia  niultipliqation  de  eis  formoles  j||^ 
lies:  sinasini9=:sini4sin6,   sina sin C=sin^ sine.  ^^B 

Quant  aux  doubles  signes  dans  les  equations  ci  dessus,  pour 
s?er  le  doute,  je  fais  reniarquer  qu*on  suppose  iei  un  triansje 
ph^rique  dont  tous  les  cotes  et  les  angles  n*excedent  pas  Iw^. 

Gela  poa^9  d'abord  il  est  elair  qu'il  faut  prendre  le  signe  su- 
iMeur  dans  la  premiepe  et  quatrieme  equation,  tous  les  sinus 
!t  Cosinus  ^tant  positifs;  mais  ce  qui  concerne  les  deux  autres, 
war  demontrer  que  le  signe  -|-a  egalement  lieu,  voici  une  niö- 
kode  pour  y  parvenir. 

Ensubstituant  dans  les  equations  cos6=cosc'C08o-|-sin6*sincicos^, 
;osc=cosacos64-sinasin6cosC  la  valeur  cos6cosc-f  si"6äinccos/l 
\  la  place  de  cosa  et  faisant  les  reductions  necessaires ,  on  ob- 
ieodra  les  equations  suivantes: 

cos6sinc  =  sin6  cosc  cos^  -f  sina  cos^, 
cosc  sin6  =  sine  cos6  cos^l  \  sino  cos  C\ 


tesquelles  on  d^duit  sin(6Jt<?)(li~cos^=sincf(cosCj:Cos^,  ou 


« > 


». 


1)  si»<6^e)dD^il*iäs8iBaooSc2-(A-|'C)Gos^(l?^C), 

2)  siD(6— e)  cos  g-^a  =  sina  sin  j^(i^+C)^in  y(Ä—C). 
faintenant  la  premi^re  öquation  de  Gauss  ^tant 

cos  s-  A cos  5-  (6 — c)=: cos  ^  « sin  5-  (^  +  C) > 

iipposons   qu'oo  prenne  le  signe  inferieur  dans  la  secoade,    de 
luuii^re  qu'oD  ait 

cos  o^  sin  s-  (6— e)= — sin  5-  asin  j  (Ä— C), 

h  mqltiplication  de  ces  deux   i^quations  donnerait 
Thcil  XIII  i\ 


ue  4ui  u«  s'accorde  pas  at  fc  la  formule  2).  De  meme  s'il 
prendre  le  eigne  iiifeTieur  daiie  la  troUIeme  equation,  la  m 
cation  de  celle-ci  par  la  quatmnie  donnerait 

conlre  Ja  rormnle  ])._ 

Voili  donc  general^ment  ilenionlre  qu'il  Taut  preadrc  le 
lautes  [es  quatre  formiNes  de  Gauss,  des 
II  cdte  et  qu'aurun  aiigl«  o'est  plus  grand  que^ 

Stralsund  le  10.  mal  1&19. 


HP 


xin. 


I 


Ein  IVort  fOr  die  Romensbausen'scl 

JHessinstrumente  den  Herren  Barf 

and  Schneltler  ire^enüber. 

Von   dem 

Hern  Dr.   August  Wiegand, 

ObMiehrer  an  der  Koal*cIiaIe  sn  Halle. 


In  deu  Schrifleii:  „Handbnch  d«r  bühern  und 
Messkuiide  etc.''  von  Dr.  Barfuss,  Weimar  1847.  and  , 
Instrumente  und  Werkzeuge  der'hühern  und  niedi 
SIesekunst  etc."  roa  Schiieiller,  Leipzig  1S48.  sind  '_ 
"LoniershaDsen'scbeR  Messinstruniente  tlieitneise  einer  Ben! 
uoterHorfeu    wonlen,  und    zwar    ivird    derselhen 


l«3 


^ tet)  nur,  Mit  G«rin;eclifitEung  und  einer  geirlssen  Werwer- 

nng  gedacht.  Keiueaweaä  deKlialb  nun,  n-eil  ich  in  meineräclirifl. 
.Der  geodItUche  Meseapparat  und  sein  Gebrauch"  3. 
iuBaf>e.  Halle.  1S4S.  jene  Instrumente  als  zn-eck massig  und^ortheil- 
baft  aur^efiihrt  habe  und  durch  die  Urtheile  genannter  Herren  meine 
^ntorehre  verletzt  glaubte,  snnderu  lediglich  aus  dem  Grunde, 
weil  ich  die  Römers haueen' sehen  Instrumente  durch  längeren  un- 
ausgesetzten Gebrauch  hiidänglich  zu  erproben  Gelegenheit  hatte, 
nehme  Heb  Veranlassung  gegen  das  unbegründete  und  übereilte 
Uttheil  jener  Herren  das  \Vort  zu  ergreiren.  Hilren  wir  zunfichst 
die  Herren  ober  das  Spicgeldio^ter.  Der  besseren  Vereleichung 
wtgen  setze  ich  die  Crlheile  beider  gleich  neben  einander: 


Hpcbneitler  sagt  S.  i>6.: 
H^ie  Idee  za  diesem  Instru- 
BEnte  ist  sehr  einfach  und  nicht 
neu,  da  im  Grunde  das  Fall 
sehe  Spiegellineal ,  ein  zu  dem 
beschränkten  Gebrauche  viel  zu 
theureslnslrumenl,  dasselbe  ist. 
Bei  a  und  b  (Fig.  55.)  be- 
enden f^ich  Uinptern.'von  denen 
jedes  durch  zwei  messingene 
Stifte  gebildet  wird,  die  eine 
ichmale  Spalte  zwischen  sich 
lissen.  Uie  Spalte  des  Objec- 
jvdiApters  b  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  Ocnlardinp 
ers  a,  damit  man  noch  deutlicl 
lenng  einen  Fluchtslab  durcl 
ileuelbe  sehen  kann.  Gegen  die 
i'isirlinie  ab  ist  nun  der  ebne 
'(•ieeel  cd  unter  45"  Neigung 
(Stellt  und  wenn  daher  ein  Strahl 
J.1  so  darauf  Rtllt,  dass  er  mit  der 
i^irtinte  ab  einen  rechten  Win- 
.*:!  macht,  so  wird  er  in  der 
;ic:htung  dieser  Linie  reflektirt 
md  geht  folglich  durch  das  Oku- 

I   ergiebt  sich    der   Ge- 

I  des  Instrumentes  leicht. 

ize     Vorrichtung    ist    in 

ier  eckigen    prisma- 

en  Gehäuse  von  i"  LSn- 

i  an  der    Seite    entspre- 

«  AuHHchnitle  hat  und  worin 

*  noch     eine    ähnliche    zum 

ckeu  von  Winkeln  von  45" 


fiarfuss  sagt  S.  159.: 
Der  Gedanke  zu  diesem  Instru- 
mente ist  äusserst  einfach  und 
keinesnegs  neu,  denn  das  Fal- 
1  o  n'sche  Splegellineal  ist  im 
Grunde  dasselbe  Werkzeug. 

Bei  a  und  ft  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
belinden  sich  Uioptern,  von  de- 
nen jedes  durch  zn'ci  messin- 
gene Stifte  gebildet  wird,  die 
eine  schmale  Spalte  zwischen 
sich  lassen.  Die  Spalte  des  Üb- 
iectivdiopters  b  ist  jedoch  etivas 
breiter  als  die  des  Okulardiop- 
tcrs  a,  damit  mau  noch  mit  ge- 
höriger Helligkeit  einen  Abstecke- 
stab durch  dieselbe  sehen  kann. 
Gegen  die  Visirlinie  ab  ist  nun 
der  ebene  Spiegel  cd  unter  45" 
Neigung  gestellt  und  nenn  da- 
her ein  Strahl  mn  so  darauffallt, 
dass  er  mit  der  Visirlinie  ab  ei- 
nen rechten  Winkel  macht,  so 
wird  er  in  der  Richtung  dieser 
Linie  reflektirt  und  geht  folglich 
durch  das  Okulardioper  a. 

Hieraus  ergiebt  sieht  der  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht 
etc.  Die  ganze  Vorrichtung  ist 
in  einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  i  Par. 
Zoll  Länge  angeordnet,  worin 
zugleich  sich  noch  eine  ähnliche 
befindet,  mit  der  man  Winkel 
von  45"  abstecken  kann. 


Ohne  «rieb' Weiler  auf  eiae  UntersHchnntr  fciit 
Sehneiller  voii  Herrn  Barfusa  oder  ob  heule  von  eineml 
ten  iriirtllcli  abgeschrieben  hüben,  »ill  ich  nur  so  viel  sagen,) 
weder  die  Besehreibung  noeli  diu  liei{;elugte  ZeichnTing  diti 
ringi>le  Aehnlicbkeit  niit  dem  RoTnershausetrsrhen  Spiegeldtrif 
haben,  ilass  «oniit  heldr;  Herren  dus  Ijetreffemle  Inttrumenl  |i 
einmal  ^ei^ehen,  |r«echwei^e  denn  sepffifl  hüben  nnd  beide  f 
urtheilen,    nie  der  Blinde  von  der  Farue. 


Fall» 


Das   tlo 


ehn 


sensrhe  Spi  egeldiotiter*)  hat  mit  il«a 


ichkeit  ' 


f^eltii 


Stil'te 


e  bilde 


t  Di 


al 


icht    di( 


pter 


du 


Ä 


igt  dasse 
gen    (ieb»U)«e    ein^^eschlnsiscii.     I 
liiere  Form  eines  Ideinp»   Taschenfe 
x\fe\    parallele  Durchsiebten    enthiill,     welchi 
Objeetivglus  «eützten  oder  durch  ein  feines  Haar  gebiirfeteii' 
tufieslinie    correspondiren,     Im    Innern    des  Itnfars    befiMdeil 
KWei  feine,  ffir  die  Winket  von  Wund  ^5-  unwandelbar' 
fieirte    M  e  t»  I  Inpi  egel.     Diese    EinTiehtnn^   gewbhrt  y«\ 
anderen  ähnlichen   Instrumenten,    wegen  einfacher  Brecb 
Lichtstrahls    mehr  Klarheit,  Hieherheit  und  Leicbtif(kett 
Ten  auB  freier  Hand ;  sie  gestattet  die  hei  prakttachen  Sic 
so  überaus  nützliche  Constriiction  des  recbtw  inklig-gleicbi 
gen   Dreiecks    auf  eine   sefanelle  und  leichte  Weise  und*i 
dessen    nicht  allein  Horizontal-,    »undern    auch  Hühenniei 
sie  macht  die  sofortige  lieetimmuni;  der  Entfernung  anzugäi 
Punkte  bei  coupirlem  Terrain  möglich  und  eiebt  die  Factai 
Flächen berecbnung  unmittelbar  auf  dem  Felde. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  von  seihst,  dass  der  .von  > 
Herren  empfohlene,  mir  durch  längeren  Gebrauch  übrigen» ii 
falls  vollkommen  bekannte,  alte  Adamsche  Winkelspieg  _ 
nicht  die  Hälfte  der  Leistungen  des  Romershausen'schen  SplegeT- 
diopters  für  sich  in  Anspruch  nehmen  kann  ^  abgesehen  davon, 
dass  seine  doppelte  Spiegelung  und  wandelbare  Rcklilicatinn  <Tc- 
nig  Klarheit  und  LSicherheit  im  Visiren  gestallet.  Hr.  Barfusi 
hofft  zwar  die  beim  Suiegeldiopter  angegebenen  Vortheile  nmti 
auf  den  Wiukelspiegel  üliertragen  zu  künnen  und  will  zu  dem  En<l( 
entweder  zwei  dergleichen  Instrumente  för  die  verschiedenen  Win- 
kelgrüssen  vorrichten  oder  vier  Spiegel  in  einem  Kasten  anbrin- 
gen. Letzteres  mOthte  über  wold  schwer  ausführbar  sein  und  i\:a 
üomplicirle  Instrument  sehr  veriheuern,  ohne  dass  es  zugleich  die 
Bequemlichkeit  und  Sicherheit  des  kleinen  und  billigen  Spiegfl- 
Uioplers  erlangte, 

Nicht  hesser  nie  mit  dei 

sieht  es  mit  des  Hei  . _.    . 

hausen'schen  Llingenmesser  (Drastinieter)  ans,  und  ich  ^»ol» 
such  hier  dreist  behaupten  zu  kennen,  dass  der  genannte  t§!^ 
dieses  Insfraiuent  ebenfalls  nie  gesehen,  geschweige  denn  geprilft 


*)  ltoiUL'i'iliauiii:ni  Spiegeldia|iler  und  Langmuiei 
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hat.  Ed  liesse  B\ch  wenigstens  dann  gar  nicht  begreifen ,  \^  ie  der- 
selbe jeiie8  Instrument  mit  dem,  nach  ganz  andern  Grundsätzen 
md  aufgaus  verschiedene  Weise  construirten ,  uralten  P an tome^ 
trnni  Paceccianum  zusammenstellen  kann.  Wunderlicher  Weise 
stiltyt  er 'sich  hierbei  auf  ein  im  Jahre  1819  von  Schulz-Afon- 
tanus  abgegebenes  Urtheil,  wonach  dieses  unter  allen  Distanz- 
messern der  zweck  massigste  und  brauchbarste  sein  soll,  indem 
es  auf  10000'  nur  einen  Fehler  von  ^\  der  ganzen  Länge  zulasse. 
Er  fligt  mit  einer  gewissen  vornehmen  Verachtung  noch  hinzu: 
»Ahermals  ein  Beweis,  was  von  allen  solchen  geometrischen  Wun- 
derwerken, an  die  ein  Newton,  Tob.  May  er»  Hadley,  Raros- 
den  etc.  nie  gedacht  (?)  bei  Messungen,  wo  es  auf  mehr  als 
UDgelähre  Weiten bestimmungen  ankömmt,   zu  halten  ist. 

Hierzu  nur  ein  paar  Bemerkungen.  Schulz«Montanuskonnte 
Mtfirlich  das  jetzige  Diastimeter  des  Dr.  R.  nicht  kennen  und 
'es  ist  deshalb  lächerlich,  \tenn  sich  Herr  Schnei tier  auf  das 
Urtheil  desselben  beruft;  noch  auffallender  ist  es  aber,  wenn  er 
Nichts  anerkennen  will,  woran  nicht  schon  jene  alteren  berühm- 
te Mathematiker  gedacht  haben.  Er  verneint  dadurch  jeden  mög- 
Ücheo  Fortschritt  nnd  setzt  sich  mit  sich  selbst  in  Widerspruch» 
kideih  seine  Schrillt  doch  den  jetzigen  vervollkommneten  Stand- 
mmkt  sämmtlicher  Messapimrate  darstellen  soll.  Er  hätte  daher 
«esen  sehwierigen  ftlr  Civil -Militairmessiing  wichtigen  Distanz- 
Bessaneen  eine  liesondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  sich  kein 
absprechendes  Urtheil  darüber  erlauben  sollen,  ohne  sich  vorher 
perstelich  mit  den  heueren   Instrumenten   dieser  Art  bekannt  zu 

isachen. 

« 

Die  Messung  mit  dem  Romershausen'schen  Diastimeter 
leiebt  bei  genauer  und  richtiger  Behandlung  in  gehöriger  Sehweite 
der  unmittelbaren  Kettenmessung  nichts  nach  und  übertrifft  die- 
selbe an  Genauigkeit  bei  coupirteni  Terrain.  Es  gewährt  diese 
tiusrtbeile  durch  das  ihm  zu  Grunde  liegende  eigenthümliche  Prin- 
zip, wornach  es  bei  constanter  Tangente  des  parailaktischen  Win- 
kel« nur  den  Radius  ändert  und  deshalb  auch  bei  Messungen 
-sehr  kleiner  Winkel  nach  meinen  sorgfältigsten  Prüfungen  dem 
kostbarsten  Theodoliten  nichts  nachgiebt.  Eine  längere  Einübung 
erfordert  dies  Instrument  allerdings;  das  kann  aber  doch  wahr- 
lich I  kein  Vorwurf  für  dasselbe  sein,  sonst  wäre  auch  das  Ur« 
theil  .eines  ungeübten  Schützen  gerechtfertigt,  dass  eine  Büchse 
siehti  tauge«  weil  er  nichts  damit  treffe.* 

Herr  Dr.  Barfuss   scheint  vom  Romershausen*schen  Di- 
astimeter gar  nichts  gebort  zu  haben,    denn  er  erwähnt  nur  den 
praktisch  völlig  unbrauchbaren   Reichenbach'schen   Distanzmes- 
ser.    Eben  so  wenig  scheint  ihm,  sowie  auch  Herrn  Schnei tler, 
das  nicht  minder  interessante  und  zur  Messung  grösserer  Entfer- 
•  Bangen  bestimmte  Militairfernrohr*)  bekannt  zu  sein.     Schon 
iheim^  ersten  Gebrauche  dieses  Instruments   überraschte  mich  die 
..Genauigkeit  der  damit  erlangten  Resultate  so  ungemein,  dass  mir 


*)     Koiuerihaitscii*!  Militairfcrnrobr  etc.  Halle  1848. 


>ri';e  Instrument  sind  deu  Her' 

s  Romcrsh'aii^en'sche  Sj»i«- 

lu.     Was   das  erstere    betrifft, 

ni  Geistthore  in  Halle  tSiigs 

I  links  seitwärts  naoi 
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dre  aHgeiiieinste  Anerkennung  desselben  unzweifelhiift  schien  und 
meine  Vermnthnng  wurde  auch  bestfiti^t  xitnSchst  durch  dns 
Urtheil  des  KOnigl.  Preuss.  PremJerlieutenant  Hellmuth*)  soivia 
durch  die  zu  meiner  Kenntiiiss  geknuimenen  Urtheile  der  vierten 
preussischen  Artilleriehrigade  und  eines  «vBrttenibergiächeH  Inge- 
nieur!) rSciers  "*). 

_  Ebenso    unbekannt   ivie  das 
tcn  Schneitier  und  Barfuss  li 
g^lniveau  und   das   Reductionsniv 
8(1  habe  ich  damit  ein  ISiveltement  i 
der  Magdeburger  Chaussee    und  von 

dem  Bade  Wiitekind  unternommen  und  dasselbe  mit  einem  seSi 
genau  gearbeiteten  Nivellirinstruinente  mit  Fernrohr  wiederhiiU. 
Ich  habe  mich  da  überzeugt,  dass  der  Gehrauch  vun  jenem  die- 
sem nicht  nur  nichts  nachgiebt,  sondern  namentlich  wegen  beden' 
tenderer  Abkürzung  der  Arbeit  einen  grossen  Vnrtheil  voraushat 
Seine  vorzügliche  llrauchharkeit  dürfte  auch  Hnhl  aus  der  Tbit- 
sache  hervorleuchten,  dass  die  Nivellements  der  Prinz  Wilhelm«- 
Bahn  vorzugsneise  dajtiit  aiisgefübrt  worden  sind.  Mit  dem  Re- 
ductionsniveau  hnbe  ich  eigene  Messungen  zur  Zeit  noch  nicht 
unternommen  und  enthalte  mich  deshalb  jeden  Unheils,  mues 
aber  hinz'ufugen,  dass  ich  es  von  den  mit  der  Separation  in  dei 
ungemein  couuirten  Wettiner  und  Löbejüner  Gegend  hescbäftigt 
gewesenen  Feldmessern  habe  ganz  vorzüglich  rühmen  huren. 

Mächten  diese  Mittheibingen  die  Folge  haben,  dass  den 
Romershaushausen'schen  Instrumenten  die  allseitige,  verdienteA"- 
erkennung  zu  Theil   ivürde. 

In  Bezug  aat  das  sonst  so  tf elHicbe  Werk  des  Herrn  Schneit- 
ier klinnen  wir  schliesslich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken,  äass 
der  Herr  Verfasser  bei  einer  neuen  Auflage  auch  den  nenecrn 
Instrumenten  eine  gerechte  und  aus  eitjener  Prüfung  hervorgegan- 
gene Würdigung  zu  Theit  werden  unit  nicht  nur  dem  Alten  und 
Bekannten   allein  das  Wort  reden  möge. 


•)  DIo  Dittnni-Mpiisungen  derArlillerln 
r «  h H II a c n'schen  LnngpnmesBcra.  ton 
ulenant  im  Preuaa.  ST.  Inf.-Regimenl. 

**)  Sa  eben  erführe  icli  durch  di'n  hipsigen  Merhaniku«  Herrn  Jii- 
■  Schmidt,  dass  in  Folge  zahlreicher  Bmtellilngen;  eine  Henje 
itair  -  FernrÜhre   nnrh  Schieswig-Hnlateio  abgehen. 


XIW, 

om  Maximum  und  IWinimum,  dem 
De  oder  zwei  Oerade  unterworfen 
id,  welche  von  1  oder  IS  gegebenen 
inkten  an  einen  gesuchten,  in  ei- 
\T  Curve  gelegenen,  Punkt  geben, 
nnkte  und  Curve  in  dersell»en  Kbene 
iredacht. 


Herrn  Brenner, 

TuUlingeii  iin  Künigreich  Wiirlembur^. 


die  Coordinaten  dei  Curve  durch  ar  und  ^,    i 
I)   Punktes    durch    a    und  ö  dargestellt,    so 
in  Fall  rrugliche  Linie 

I   hut  all«  Bedingung   des  JU.31. 

(ft-:t)+(6-y)Bj,, 


S«,=  - 


V'(«-a.)»  +  (6-y)» 


.  folgt 


ist  die  Tanjieule  des  Winkelt«,  den  die  Normale  derCnTve 

der  Absassenase  macht.  Hbenso  ist  — ;—  dieTangeote  des  Win- 
I,  den    eine  durch  die  Punkt«  (o,  6}  und  (a:,«)  gehende  Linie 

derselben  Axc  bildet,    woraus   Tokt.   <3ass  die  gesuchte  Linie 

der  Normale  der  Carve  tusttmmen^llt. 

Im  zweiten  Ftill  seien  (Taf.  11.  Fig. 3.)  die  beiden  Punktet  und  J3 

den  Coordinaten  n  und  b ,  a'  und  f>',  und  die  Curve  CV,  wSh  • 
\  OX  die  Abseissenaxe  darstellt.     Ist  10  der  gesuchte  Punkt. 

liehe  ich^^undfijtf.  so  ist  die  Summe  dieser  beiden  Geradeti 


je» 


Bedingung  des  M.IW.  lierert  nun  ilie  <jteichung 


V{«-.T)if+(6-y)"a      V(a'_a:)H(6'-»)» 


1  _(&'-?)  V(«-^}H(6-yj'+(ft-y)V(o--.^)''jH6'^r 


Theilen  vrir  nun  tien  Winkel  /f^ß  durch  LM  in  anei  gleich« 
Theile   und  untersuchen,    ob    nicht   Litf  die    Normale  der   Cnire 


ist.  Iii  diesem  Fülle  niüsstu  identisch  sein  Ig  (LMN)=~ 
wir  flJV"  parallel   OX  ziehen.     Wir  halien  aber 

tg  (2  LMN)  =  tg  ( ß  IflN  +  J  JtfiV)  =  ^f'j^y'"  -^'-^ 


'S*' 

-■V)("- 


Da  man  aber  die  Gleichung    hat  tg'2Z(l— tgZ3)=:2lgZ,  $d 
setze    man    in    diese  GleiihungZ^LäfiV    und    für  tg/,jÖA'  und 

tg2L/>/iV  obige Werthe,  w&lirend — g-  durch    dessen  Werth  In  i. 

y,  u,  b,  a'  und  b'  eri^etzt  wird.     Macl.t  man    noch  ziir  Abkürzont; 

a'  —  x^A', 

h     -.T=B, 

f,'  —  x=B';  so  kommt  endlich 

AB'+A'Br       /B'^74HB^+B\^Ä^^B^\2-t 
AA'-BB'L      \A'\np+B*+AV~Ä^^^)  J 
_,,  B'^A^+B'^BVJ^+B^ 
"  A'V  ~A^  H  ß*+  .^ V^'H^' ' 

eine  Gleichung,  von  deren  Indentität  man  sich  durch  Reducti 
bald  jiberzeugt.  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  4 
Normale  gleiche  Winkel  machen;  und  znar  geht  die  Normale  V 
teu  zwischen  A  und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt 
ehien  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  i 
=BMJS+4 


Will  1. 


)  Aufgabe  lüsc 


nkt  C: 


1  gesn 
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y  und  dy#  die  au«  der  Gleichung  der^urve  gezogenen  Werthe 
ImtHolren  und  die  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  auflösen.  Oder 
na  man»  mo£  Palarcoordinateii  uher|^ehend,   statt  der  Gleichung 

• 

M  andere  aafstellen. 

V 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  4.)  die  Curve  LMy  der  gegebene  Punkt 
,0B  die  Axe,  RM  der  Radius •  Vector  r,  Winkel  MRBz=iw, 
N  die  Normale,  so  dass  M  den  gesuchten  Punkt  darstellt, 
I  ist  bekanntlich 

•     tgJSlUR  =  y, 

dr 
tgw 

tgANß=ztg(w'^NMR)  = ?^; 

1  +  tgw.- 

imnach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 
5bt: 

dr 

—  6=-^ ^  (x* — a),   wo  x'  und   y'   die  Coordinaten  der 

i+tgtc— 

ormale. 
Mau  hat  aber  tÜi.M  y^^zrsmw  und'a:'=rcos2r,  folglich 

tgw— — 
I)  rsinw — ö= g- (rcosio — o),    • 

1  +  tgti^^ 

eiche   noch    mit  der    Gleichung    der  Curre    zu    verbinden   ist, 
n  r  und  w  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  in  einer  Cnrve  gesuch- 
D  Punkt  zwei  Linien  ziehen»  deren  Summe  ein  3t.M.  sei,    so  ist 

tg(2üriyi?)(Taf.n.Fig.  4)  =  tg(2£ilfiV)(Taf.II.Fig.  3.). 

^      ^-  (a^x)(a'--x)-{b^y){(/--y)'      ^ 

tgw 

rtkrend  igMNß=— ^. 

1+tgw^ 

'    Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

ig2MNB(l'-t^'^MNB)=2tgMNB,  po  hat  man 


I 


^)(t-yXn'-3:)-Kf-y)(. 


(»-j.)(.'-i)-(6-j)(4'-y) 


t[-(B)'] 


■Htg)i-;> 


l+tg«^ 


wo  nur  noch  x  durch  rcosio  und  ^  durch  rainto  EU  eraetien  iit  | 
Zur  AnnenJung  des  Obigen  gehen  wir  auf  einige  apecielle  Anf  J 
gaben  üb«r. 

dufaabe  1.  , 

Von  einem  gegebenen  Punkte  soll  in  einen-noGh|| 

suchten   Punkt  eines  Kegelschnittes    eine  Gerade  Q 

zogen  werden,  die  ein  M.M.  ist. 

Auflösung. 

Die     allgemeine    Gleichung    för     diese    Art    von    Curven  I 


l  +  ec( 


HierauH  ergibt  s 


l+tg^v    ^ 

6(H-ec08«,)=- 


-[pcosw— B(l  +  e 


Die  weiteren  Entwicklungen  und  Reductionen  liefern 

3)  pesiDw  +  (l+ecosw)|;a8inip— *(e+cos«!>]=0. 

Hat  man    einen  Wcrth    w'   gefunden,    der    dieser   GleicbttDg 
beinahe  genügt,  so  ist  der  Currectionewerth 

pesin«i'-|-(l-|-ecoetc')[usinM' — b{f  -f  coato')] 


o'-Kl+cco8a!')[acosw'+6(*inw']— 


»•[., 


Gebt  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensyetem  über,  so  d 
die  Axe  durch  den  Punkt  A  selbst  geht,  so  wird  das  neua 
gleich  Null  und  jenes  a  gebt  über  in  n'  =  V^o"  +  V*-  Die  Wi^ 
aber  werden  von    RA  angezählt.     Setzt  man  nun  ARAI:=c 

ARB=v-,  so  ist  w^i»  +  ii'  und  tgt>'=-,  während  ist 
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MTSVf  W\lA 


'  y       tgP  +  gtet?co8(p-|-pO—rgin(t?  +  pO 

-  -  .     3r        l  +  ccos(i?+rO +«tgrsin(r+t7') 
i+tgr—- 

leichung  1)  gibt  somit 

flIdMs  oach  alleo  Reductionen  gibt 

1'  ^8in(i>  +  i>0+(«int>— esinvO[l  +  ccas(t>+cO]— 0. 

bt  «^  ein  Werth,  der^  dieser  GieSchoDg  beinahe  genügt»  so 
at  man  den  Correctionswerth 

^  sin  (©''+ 1>0  +  (sin  v"—  e  sin  v[)  [1  +  e  cos  (r"  +  ©0] 
~cos(e*+vO-H50«r*'[l+«cos(t>^+rO]— ^iM(ü*'+t>0  (sinr"—  «  sin»^) 

Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  TÖn  der  Garve  ent- 
erot, so  kann  man  Cär  einen^ ersten  Näherungswerth  sino=o  und 
089=1  setzen»  weil  v  klein  ist,  und  es  entwickelt  sich  dann  aus  4) 


VZ=Z :^ • — ^ 


f  cosr^n +2^^+ e+e^sinv' 


Ffir  einen  Punkl,  der  in  der  erossen  Axe^  der  Cnrve  selbst 
egt,  hat  man  6=0  und  v'=rO  und  es  ergibt  sich  sowohl  aus  3) 
Is  auch  aus  4) 

,      .    8mw(pe\-{'a  +  äecosw)=0. 

Diess  liefert  die  vier  l^erth3 

to=s=0, 
^  w=:180o, 

••«=5  —  ^ ,  und  wenn  der  Werth  w'  der  letztem  Gleichung 

■tspricbt» 

ist  ^  -f  "-  griisser  als  -f  1  oder  *-  1,  so  gibt  es  nur  zwei  M.M- 
unkte. 
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Um  zu  entscheiden ,  wie  viele  M,M.  im  Allgemeinen  hvchsteni 
tiren,   gehe   man 
rück  und  verbinde  fe;i 


existiren,   gehe   man    zur   Bedingung   (a— a:^-|:(6 — 9)^^'^^^  **' 

;ie  zunächst  mit  der  Gleichung  uir  die  Ellipse 


und  Hyperbel  .y^=zB^-^  ,  so  wird  man  entwickeln 

+"*  L  (A^±B^  .r  ^  A^±B^^'^(A*±B^f^ 

wodurch  höchstens  vier  Werthe  angezeigt  werden.    Fffr  die  Para- 
bel aber  ergibt  sich  bei  Benützung  ihrer  Gleichung  ^*=z2px, 

wo   a'    die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Punktes  A 

ist. 

«  • 

Will  man   aber  die  Gleichung  3)  in   Anwendung   bringen,  so 
muss  man  «=1  setzen  und  hat 

/^  sinir+(l +cosw)[asinii?  —  6(1  +costc)]=0, 

welches  nach  gehuriger  Entwicklung  gibt 

^SöirLtg  ,^  w^  +  tg  2  ^\~y-;  -  ^- J=0- 

welches  zuerst  gibt  ,^tc  =  900undl  w=27(P.     Beide  Werthe  lie 

fern  *r=180*^,  wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein 
Punkt  angezeigt  wird.     Die  andere  Gleichung 

1,1      /2«  +  iA      26     ^ 
ti?.2^r3+tgr,tr(-^^j^-=0 

kann  höchstens  drei  Werthe  liefern,  so  wie  es  auch  mit 

der    Fall  ist.     Demnach   bietet  die  Parabel  höchstens   drei  M,M- 
Punkte  dar. 

Für  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imaginüre 
Werthe  zu   liefern,    hat   man    vermuae  der   Cardanischen   Formel 

('2a  \- p\^  "  1 
1"     j  ~0,    wenn  man  bedenkt,   dass  a  +a' ^z^^P- 

A H fij nbe  2. 

Vo n  z  w ei  b o I i e b i g  g e  1  e  g e  n  e  n  P u  n  k  t e  n  a n  e i  n en  g e s u ch ten 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkt  zwei 
(lerade  zu  liehen,  deren  Summe   ein  M,M.  sei. 


COi 
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Auflösung. 
Es  seien  (Taf.  II.  Fig.  5.)  von  A  und  B  an  einen  noch  gesuchten 
Punkt  D  in  der  Peripherie  eines  um  C  beschriebenen  Kreises 
swfei  gperade  Linien  ÄD  und  BD  zu  ziehen,  deren  ^umme  ein 
M.M.  sei.  Bezeichne  ich  die  Coordinaten  von  A  mit  a«  b  und 
die  von  B  mit  a'y  b\  die  fragliche  Summe  mit  u,  so  wie  die 
Coordinaten  des  Punktes  D  mit  Xy  if,  während  alle  Coordinaten 
von  C  aus  gerechnet  werden,  wo  CX  die  Abscissenaxe  ist,  so 
limbeD  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen : 

a-x+(b--y)difx^        a'  —  ^  +  (b' S)difx  _q 
V"(a— a:)«  +  (6— y)^        V^(o'-ar)a  +  (b'—i/y^  . 

Die  Gleichung  des  Kreises 

r*=:^*+y2  liefert  aber 


a: 


dyx— ,  und  diess  substituirt,  gibt 


y(a— a;)  — (6— y)>r  y(i/^— aQ— (A^  ~y)g 

Nehmen  wir  nun  fiir  einen  Augenblick  an ,  CX  habe  die  Lage, 
dass  sie  den  Punkt  des  M.M.  in  der  Peripherie  gerade  treffe, 
so  hat  man  in  diesem  Falle  ^  =  0  und  a:  =  r,  folglich     * 

b  b' 

5)  ■ 


V  (a-^f'  \b^       V^(a'-r)«+6'« 

J£s  ist  nun  zweckmässiger,  wenn  wir  uns  an  diese  Bedingung  hal* 
ten,  anstatt  die  Gleichung  2)  zu  benutzen.  Da  die  Wurzeigrussen, 
als  absolute  Werthe  der  Linien  AD  und  BD,  nur  das  positive 
Zeichen  haben  können,  so  sieht  man  zunächst,  dass  einer  der 
^Werthe  b  oder  //  negativ  sein  niuss,  dass  demnach  der  den 
M.M,  Punkt  treffende  Halbmesser  oder  dessen  Verlängerung 
stets  zwischen  A  und  B  auf  solche  Weide  hindurch  gehen  muss, 
dass  der  eine  Punkt  auf  der  einen  und  der  andere  auf  der  andern 
Seite  desselben  zu  liegen  kommt,  wie  auch  diess  oben  schon 
bemerkt  worden. 

Obige  Relation  lässt  sich  noch  einfacher  ausdrücken,  wenn 
man  die  eine  Grosse  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  bringt, 
4|iiadrirt,  reducirt  und  wieder  die^Wurzel  auszieht.  Es  ergibt  sich 
liiedurch 

b    _      _b' 


a — r      ■""  a' — r 


Um  nun  die  Fälle  auszuscheiden,  in  denen  das  positive  oder 
negative  Zeichen  ^u  wählen  ist,  geben  wir  dieser  Gleichung  fol- 
gende Form: 
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Haben  die  beiden  (>rGii»«n  a'  —  r  uiiil  «— r  das  i>leiche  l 
chen,  d.  h.  liegen  A  und  B  innerhulli  oder  beide  ausserhalb  d 
Kreises,  sn  ist,  unter  der  Voraussetzung,  daev  ti  pnsitiv  ist,  ' 
ne^tive  Zeichen  zu  nehmen,  weil  ö'  negatir  sein  niua^,  und  i 
durch  wird  wirklich  Q)  befriedigt. 

Haben  hingegen  a' — r  und  a — r  verschiedene  Zeichen,  weW 
der  Fall  ist,  wenn  der  eine  Punkt  innerhall),  und  der  t  ' 
ausserhalb  deä  Kreiaes  liegt  und  der  den  M.M.  Punkt  Ire 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  räckwSrts  gehende  Verlängern 
zHischen  Ä  und  B  hindurchgeht,  so  ist  das  positive  Zelcber 
nehmen,  damit  h'  negativ  wird. 

Auch   diese    Bedingung    befriedigt    die    Gleichung    5).      D 
'  *'=*^-Ef'  80  gibt  5) 


setat  I 


V{o— r)»  +  6»  ' 


r)HA'] 


Der  Nenner  im  letitern  Posten  stellt  noch  imm 
GrOsse  Bf)  dar  und  damit  sie  uirklich  positiv  wi 
die  negative  Wurzel  zu  nehmen.     I>ann  bat  man  al 


rde,    hat   man 


Wenn   demnach   beide  Punkte  in   oder    beide  ausserhalb  i 
Kreises  liegen,  «n  steht  die  einzige  Bedingung  fest 


Liegt  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  uiidere  m 
seihalb  desselben,  so  hat  man  uusser  der  obigen  auch  noch  I 
gende  Bedingung  zu  untersuchen: 


Cm  nun  den  jtf.itf.  Punkt  in  der  Peri|»berie  des  Kreises  w 
lichzu  bestimmen,  gehcnnir  wirklich  vom  ursprüngMcbe»  Coord 
ten-System  mit  der  Abscissen  -  Aie  CX  zu  einem  anderi 
dessen  Abscisse  CX'  durch  den  gesuchten  Punkt  />  geht 
»ir  den  Winkel  A'CA=w,  so  wie  die  seu.indfiren  Abscissen  I 
Puaktes  A  gleich  a,ß  und  des  Punktes  B  gleich  q',  ä 
man   fBr  diesen  üebergaug   bckanntlJcb 
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a:=6  Sin  w-f-a  COS  w, 
ßzzzbeosw'^asmwi 

a' =z  ö*  sm  w-i-a' cos  fo  9 
ß'=b'cosw'-'a' sinw. 

Die  Bedingung    -^  +  -f—  =  0  liefert  aber  die  Gleichung 

+rcosto(6{-6') — r8intr(a*faO  '  ~ 

8)  »rh  2f©  Caa'— 66')  —cos  ^w(ab'  +  6a')  )  _^ 

+rcostc(6 +6')— rsinw(a  +  a')     J  "~ 

Die  Bedingung  —^ ^^=0  aber  gibt 

r  sin  1©  («' — a)  —  r  cos  to  (6' — 6)  —  (6a' — a6')  =  0. 

Bringt  man  diese  Gleichung  unter  die  Form 

t                   /6'-6^      6a'  -  ab*       ,      .  ^ 
»mt©-— cosii?! -; )='— r-; — TT-  und  setzt 

-; =tfftt,  so  hat  man  hieraus 

a' — a      ^^ 

9)  sin  («r— fi)  =  y(q._qj-  cos  f*- 

Diese  Gleichung  gibt  z%vei  Werthe  für  tr.  Denn  wenn  der  eine 
^  bty  ao  ist  der  andere» — u7'-f-2fi.  Die  beiden  hiedurch  angezeigten 
'wikte  sind  aber  nichts  anders,  als  die  Durchschnittspuhkte 
er  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreide, 
^enn  substituire  icli  in  die  Gleichung 

rsinii>(a'— a)— rcostr(6'— 6)  — (6a' — «6')=0 

statt  rsinto  und  ^  statt  rcosir,  so  geht  sie  über  in 

y  (a' -  a)  -  or  (6' -  6) — (6a' — a6')  =0, 


Cllehes  nichts  anders  l$t,  als  die  Gleichung  far  die  Linie,  dii 
jVth  die  Punkte  (a,6)  und  (a\b*)  hindurchgeht.    Uebrigens  frag 


die 
fragt 
khs  noch,  ob  beide  Punkte  3i.M.  Punkte  sind. 

Es  lässt  sich  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein  Maximum 
■d  Ein  Minimum  existiren  kann.  Dennoch  ist  es  interessant  zu 
lMen>  wie  viele  Werthe  fiSr  ^  die  Gleichung  8)  liefert.  Zu  die- 
l^'^Zwecke  setzen  wir  in  der  der  Gleichung  8)  unmittelbar  vor- 


■     sinw^'^  and  cosib=  — j  trelchea  gifcl 

Verhindet  man  iliese  Gleichung  mit  der  des  Kreitres 
^* +  ?/*"'■*' 

und  eliminirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  »ndere  zu  liriitini 
so  wird  man  hiedurch  auf  eine  (ileichuns  des  vierten  Grades  qef| 
wodurch  im  Allgemeinen  vier  Pnnble  liestinimf  ncrden. 

Um  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  zu  den  i 
Punkten  eehiirigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir,  dasa 
nf.ch  ztr&i  La^en  des  Radius,  nie  z.  fi.  CE  gibt,  in  denen  <1£  j 
EB  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  AEC  und  BEF  n 
^'immt  man  hier  CF  als  Äbsciasenaie  an,  so  liegen  beide  PiM 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Axe  und  man  hat  als  Beding 
für  die  Gleichheit  der  Winkel 


// 


üdei 


-  +  ^-,  =  0. 


Da  sich  diese  Bedingung  von  6)  in  Nichts  unterscheidet, 
klar,  wie  bei  der  angegebenen  Cnordinalen-Verwaiidlung  auch  )l 
die  Gleichung  H)  zum  Vorschein  kommen  nmsa.  Pemiit 
8)  aasserden  beiden  if.M  Punkten  auch  nnch  zwei  andei 
mit  der  Eigenschall,  dass  die  von  A  und  ß  an  sie  p 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  ms 
der  That  befriedigt  auch  ol)ige  Bedingung 


legative  Griisso  ist,  die  Gleichung  5)  nicht.    Dm 


vw^^- 


Allein  aus  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  W'ui 
ten  Pustetis  negativ  genommen  werden,  und  dann 
Ipiusse,  die  nicht  —0  ist,  nemücb 


Wallten  wir  nun  unsere  M.M.  Punkte  auf  algebraischem  V 
erhalten,  so  könnte  diess  nur  durch  Aullüsung  einer  Gleichung 
vierten  Grades  geschehen,  indem  man  dazu  obige  zwei  Gleich 
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n  in  «  und  y  beutete.  Besser  ist  es>  8)  näheningsweise  auf- 
tösen.  Ist  w\  ein  Werth,  der  dieselbe  beinahe  befriedigt,  so 
t  dd  Nähtfftingswerth 

sin2ti?^(aa^— 6&0— cos?t(?'(g6'4-6a0-|-rcostc'(&-|-60 — rsin«?'(a+aO 
^2oos2to'(aa'n-ft*0+2sin2fr'(ö6'+6aO— rsinw'(6+60--reosw'(a+öÖ 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Nähcrungswerth  lassen  sich  verein- 
kchen,  wenn  man  zu  einem  neuen  Coordinatensystem  übergebt, 
|tf>  solche  Weise,  dass  die  neue  Abscissenaxe  den  Winkel  ACB 
•Ibifirt    Denik^gSsetzt,   es  sei,  für  unsem  jetzigen  Zweck,  CJÜ' 

lese  Abscissenaxe,  ^o  \bXX'CX^\{ACX\BCX),  folglich 

.    ^^        ha'  +  ab* 

tg2©= ; — 7X7  » 

enn  man  X^CX^^v  setzt. 

Setzt  man  nun  die  neuen  Coordinaten  gleich  A,B  und  A\B*\ 
0  ist 

^ = 6sin  t? -f*  a  cos  V , 

^=:6coso— asinr; 

A'zzz  h*  sin  t?  +  a*  cos  i? , 

.^  Ä'=6'cosö--o'sint>. 

-^    Nun  ist  ^^-f-^^'^O,  und  so  bekommen  wir  statt  8)   und 
Mren  Nähemngswerth 

0)      2sinw(/4^'-^Ä0  +  KÄ+^0-»-tg«^(^+^')=O  und 

-_  ^  2  sin  w^AA-BB') + r(^ + ^0--rtgto^(^ + A) 

Ä— cosfo  .  r(i4s+i4')-2cosw'3(^^'— i9iB') 

ro  aber  to 'Von  der  Axe  CX"  an  zu  rechnen  ist. 

Auilser  der  Vereinfachung  bietet  die  Gleichung  10)  noch  eipen 
mäem  sehr  bedeutenden  Vortheil  dar.  Sind  nerolich  die  beiden 
linkte  A  und  B  so  ziemlich  gleich  oder  auch  nur  sehr  weit  vom 
Kreise  entfernt,  oder  ist  der  Winkel  ^CiS  ziemlich  klein,  so  wird 
kr  das  M.M,  treffende  Radius  auch  beinahe  den  Winkel  ACB 
■  zwei  gleiche  Theile  theilen  und  fSr  eine  erste  Annäherung  kann 
■an  dann  setzen 

sinw'  =  tgio'=w',  welches  gibt 

riB^B") 


u>* 


T  r{ji\A)-%AA'^BBf)  * 
bt  auf  solche  Weise  der  Winkel  w  bestimmt,  so  wird  man  haben 

AD^  Va^+6* + r^~—  2(a  cos  tu  +  6  sin  w). 


ÄZ>=:V*«'»  +  6'«  +  r*  -  2  (ö'  cos  w  +  6' sin  w)- 
LTkeUXlII.  ^  VI 
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Schliesslich  bemerken  wir  noch ,  dass  skh  auf  die  Gleibhuf , 

■j 
'Ixy  {da'  -  bb")  +  {y^—x^ {ab'  +  ba*)  +  r^x{b^  &0  — i*y(«  +  •')=?' ] 

eine  Methode  gründen  Hesse,  vorliegende  Aufgabe  durch  Constnc- 
tion,  Termittelst  eines  Kegelschnittes ,  aufzulösen.^  ^' 

An  diese  Aufgabe  scbliesst  sich  von  selbst  die  folgende  ao: 

Aufgabe  3. 

In.  einem  Dreieck  einen  Punkt  zu  bestimmen,  von  des 
aus  drei    Gerade  in     die  Spitzen    desselbe«    gezogai»' 

ein  Minimum  seien. 

Auflösung. 
Es  sei  (Taf.II.  Fiff/6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesuchte  Panlt 
/>,  so  wird  AD+DB+DC  fragl.  Minimum  sein.     Der  Punkt  B 
wird  bestimmt  sein,  wenn  ich  auch  nur  zwei  der  letzten  drei  U- 
nien  kenne.     Ich  setze 

AD=a:,    BDz=iy,     CD=z; 

so  wie  die  Seiten  des  Dreiecks 

BC=z  a,    AC=b,  AB=  c, 

Soli   x-{-y  für    einen    beliebigen ,    aber    bestimmten    Wcrtk 
von  z,  ein  Minimum   sein,    so   kann  man  sich   mit  z  um  C  "^''^ 


'         —   r   —  —    ..-..— — ...— —   —  ~  —    — 

Kreisbogen  gezogen  denken ,  und  dann  muss,  wie  diess  schon  ob« 
bewiesen     worden,    ^  ADC=^BDC  sein.     Gleicherweise  i 
^ApB:=:j^BDC,   wenn  x-\-z  bei -beliebigem  Werth   von  y 
Minimum  sein  soll.     Hieraus  ist  klar,  dass 

ADC=ADB=BDC=zi2Q^,  wenn  x+y^i  ein  Min. 
Man  hat  daher 

?/*  +  **  — %2  cos  1200= a«  oder  "" 

11)  y*  +  z*  +  y2  =  a*,  und  ebenso 

12)  x^+z^  +  xzzizb^, 

13)  a:^  +  y^^xy=c^. 
Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert 

14)  ^^+y^  +  2*+^(a:y+j:r+yi)  =  ^(a«+6«  +  c*). 

Nim  ist  der  Inhalt   des  Dreiecks  ADB=z'xys\nl209  oder 

VT  xw 
AADB^ ~^.     Gleicherweise  ist 


If» 


JADC=z^— und 

.    ■  ■*'  4 


Somme  aber  gibt  den  Flächeninhalt  i  des  ganzen  Dreiecks,  d.b. 


V  .fc. 


V3,  ,     . 

"T  ^^  '\-xz-\- yz)z=ii^  woraus 

3  .V. 


iirjf  ich  dies«,  zu  14)  und  ziehe  die  Wurzel  aus»  so?  kommt 
ar+^  +  2=Y  2("H^Hc«)  föVS.i,  welches  icb=^  setze. 


he  ich  11)  von  12)  ab,  so  habe  ich 


or— y= >  welches  gibt: 

J  ,  und  diess  von  13)  abgezogen : 


/ . 


-»^c^-c^oi- 


"dttese  Gi^hung  aufs  Neue  mit  x — y=- verbunden 

entwiekelt  sich 


6«— o« 


wie   durch  Buchstabenverwechslung 


'=°-^+VH>--(^)'] 


2? 

Vi* 


iSo 


•<0) 


'^sflbH'^U 


Die  Wurzeliteich  eil  ergaben  sich  durch  folErende  Uetrac 
(gesetzt,  CS  sei  a  die  grüsHle  fSeile  des  Ureiecks,  b  die  m 
c  die  Ideinste,  so  kann  die  Wurzel  in  15),  da  wir  nur  posÜ 
Werthe  fär  s,  t/  und  z  annehmen  dürren,  nur  positiv  seio.  ) 
Wurzeln  in  15)  und  18)~sind  an  sich  gleich;  allein  sie  inflsi 
auch   noch    gleiche  Vorzeichen,    d,  h.  das  (tositivej   hahen,  n 


Ulan  eonst 
kann  auch 


6»- 


-,e[n   niuss. 


;ht  hätte  X — y= 

Bcziehun<;  auf  die  librigen  Wurzeln  gefolgert  weH 
der  Verbindung  voh  16)  mit  111)  und  von  17)  mit  W). 
Von  Interesse    ist  auch    die  Beanttvorliini;  der  Frage,  ob 
nicht  Fälle  gebe,  tvo  keinMininiuni  iniiglich  sei^  Diese  CnraSglii 


kcit  ergibt 
auch  VC 
negativ 


•»  ff". 

Die  Qp'i^sen  uutqr  den  Wui 
werden,  bevo^-sie  durch  Ni 
ifangen  imaginür  zci  ivcrder 


Werthe 

II  gehe 


eben  krtnn«n  oii 
Es  nird  also  x. 
lon    vorher  ge"' 


<^y 


=0. 


Es  ist  aber  klar,   dass   nicht  der  eine  Werlb  15)  von  x  im 
sein  kann,  vienn  es  nicht  gleichzeitig  der  andere  16)  auch  t 

muas  daher  auch   sein  fl«— f  — ^ -°    j  =0.      Somit    ist     auchj 
Wurzel  in  I8)=0,  folglich  auch  i 


]  17)  nemli 


Und  so  sind  glelcbzeilig  alle  Wurzeln  io  15)  — 20)  der  Null 
Addirt  man  alle  Gleichungen  15)  — -iO),  so  hat  man 

2(a-+y+i)-29=:0. 

Setzen   wir  nun   in  i/  den  Inhalt   i  gleich  der  bekannten    Fotm 


oa  +  6a  +  cä+V"3\''(«+6+c)(a+6-c)(«-6+p)(-a+i+c)=0. 

Setzen  wir  die  Wnrzelftrösse  auf  die  andere  Seite  des  Gleichhel 
Zeichens,  quadriren  und  reduciren,  so  werden  wir  auf  die  Gleichd 
gefiibri 

«*  hÄ*+(*  — ««fts  — o»c«— 6*r==0. 


t*  und  e^  auf,  f 


nach  einander   in  lieziehung  ; 


=-,(«»-»'i'i 
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lebe  Gleicbuogen  nicht  exUtireu  können,  wenn  nicht  ist 

6a-c«=0,  a«— c*=:0,  6»— a*=0;  woraus  folgt 

a=:6=c=0  und  ebenso  a7=f/=z=:0. 

Sopiit  hat  sich  alles  auf  den  Punkt  zurückgezogen,  woraus, 
jjtf  dass  im  Allsemeinen  so  lange  ein  Minimum  existiren'  wird, 
lange  a,  b  und  c  noch  Werthc  haben,  d.h.  also  füi*  jedes 
»eck.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  k«in  Min. 
^findet,  als  man  Keine  negativen  Werthe  für  x,  y  und  z  zu- 
st  Bevor  iedoeh  einer  dieser  Werthe  negativ  wird^  rouss  er 
Ai  Nnll  gtenen,  und  nehmen  wir  diess  in  Beziehung  auf  x  an, 
haben .  wir 


etzen  wir  q  und  t  durch  deren  Werthe,  so  kommt 

ae  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth 

'a*=:6*+c*  +  fte,  und  vergleichen  wir  diess  mit 

o2=Ä«+c«  — 26c.cosÄ^C,  so  ist 

1 
cosÄ^C=  — 2^undÄ24C=120<^. 

ler  That,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitze  A  auf  AD 
ir  lund  mehr  zurückweicht ,  so  bilden  x,  y  und  z  doch  stets 
UDmeD  das  Minimam,  bis  in  D  das  Dreieck  ABC  mit  DBC 
unmenßlllt.  Weicht  A  auf  der  Verlängerung  von  AD  noch 
ler  ixff^ck,  so.  wird  x  negativ  und  il  BAC  >  120^. 
mus  folgt,  das»  filr' Dreiecke,  die  einen  grosseren  Winkel  als 
*  haben,  kein  Min.; statt  findet,  in  so  fern  negative  Werthe 
Xi  y  und  z  ausgeschlossen  sind. 


XV. 

Heber  die  Aehnlidikeit  der  Cnrvc; 
und  Körper. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lelirer  zu  TiittÜHgcn  im  Königreich  Würtemborg. 


Ä.     Polygone /><! er  gebrochene  Linien  sind  ähnlich,  wei 

gleich  viel  Seiteimnd  Winkel  haben,  wenn  die  in  ftteicher  Ri 
dge     liegenden   Winkel    einanijer  gleich    sind,    und    die    g 
Winkel     ein  9  eh  Hess  enden     Seiten     nach      derselben    Reibet 
einander  proportional    sind.     Homofeg    heissen    diejenif»! 
>flder   Stücke,    z.  B.  Diagonalen,    die    die'  Schenkel    def 
[  Winkel    sind.     Homolog    heissen    ferner    zwei   Punkte, 
■en   aus  niaa  jedes  Polygon   in  ähnliche  Dreiecke  zu  th< 
Stande  ist,  iviifeni  In  jedes  Eck  ein  81rahl  gezogen  wird: 
nach  sind  auch  <liejenigen  Ecken  der  Polygone   oder  eebroi 
Linien  homolog,  die  die  Scheitel  gleichet,  Winkel  enthalten, 
rade  Linien  heissen  homolog,  weiche  die  Verbindung   zweier 
n^ologen  Punkte  vermitteln,  und  man  schreibt  ihnen  eine  bomali 
Lage  XU,    selbst  wenn  man  sich  dieselben  unbegrenzt   denkt, 
l^tzterm    Fall   heissen    sie    auch    homologe   Äsen,    welche 
anders    sind,    aU     eine    ununterbrochene    Reihenfolge    homoloi 
Punkte.     Diejenigen  Seiten   homologer  Axes  nennt  man  ebenAi 
homolog,    auf   denen    die   ähnlichen   Theile  der  Polygone    lieg 
Zieht    man    von    beliebigen    homologen  Punkten    im    Umfang  ■ 
Polygons  oder  in  der  gebrochenen  Linie  auf  homologe  Axen  nei 
rechte  Linien,    so  sind  nicht  nur  diese  Senkrechten  selbst  lim) 
log,    sondern     sie    schneiden     von    jenen     Axen  'auch    homoki 
Stacke  ab. 


hts 


B.     Man  bezeichne  die  Seiten  zweier  ähnlichen  »  Ecke  durcii 

i',/',A»"".-..i"  und    S',S".S'"S"" S",   wo    die    mit   gleichj-' 

Stelienzeigern  versehenen  homolog  sind,  so  hat  man 
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'S'     s* 


$'  ~ 

- «"' 

s"  — 

S" 

^«« 

y  - 

i"" ' 

5»-» 

;«-i  = 

s« 

'  i" 

iiltiolicirt  raan  je  «.die  2  ersten/  3  ersten  u.  s.  w.  Gleichungen 
Ir'lftinander,  so  nat  man 

,.  —  ^/  —  ^  —  ^///  —  ,„  • 

Ife  diese  Verhältnisse  -tj  -fTw-r;  haben  demnach  eine  con- 
anter.  Grosse ,  die  wir  glei^  c  setzen ,  und  dann  haben  wir 

,    »  _  S"  S^_ 

¥      '  9' 

^#69elbe  Gonstante  Verhältsiss  lässt  sich  fiir  alle  homologen  Li- 
il|%  nachwfiiseny  z^  B.  auch  für  die  oben  berührten  Senkrechten 
lÄ-  die-  durch  dieselben  von  homologen  Ax^n  abgeschnittenen 
tMe.      ** 

■  C.  Da  sich  nun  jede'Curve  als  ein  Polygon  oder  als  eine 
möchene  Linie  von  unendlich  vielen:  unendlich  kleinen  Seiten 
KrachteD  tfisst,  so  gilt  alles  oben  Gesagte  auch  von  ähnlichen 
lArvien;  Die  Curven  ^ber  sind  in  der  Regel  durch  Gleichungen 
geben,  und  so  msst  sich  dernnach  die  Frage  stellen:  Weläe 
Minguugen  ii|üssea,erfüilt  sein»  damit  zwei  Curven 
Kttlicb  sina? 

'  Nehmen  wfr*zwei  beliebige  ähnliche  Curven  an,  legen  ihreCoordi* 
iten-Axen  h'omolog,  und  stellen  wir  die  Coordinaten  der  erstero 
^ch  X9  y,  die  der  letztem  durch  a;\y\  vor,  so  haben  wir^  wenn 
k  uns  in  diesen  Curven  zwei  homologe  durch  (a%  y)  und  (x',  yO 
ig^bene  Punkte  denken: 


=c  und  oben  so  — =c. 


■*-  =c  und  oben  so  — 

Ist  demnach   die  Gleichung    der  einen   Curve   y^=:f(s),    der 
Mkrn  y=9(^09  ^^  ^^^ 

^/  V  =  c  oder    ^  v   =c. 

less  ist  die  Bedingung  der  Aehnlichkeit ,  und  man  sieht,   dass 
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die  beiden  Funktionen  f  und  tp  dieselbe  Form  babei 
m  fi  Ksen, 

Die  Bedingungen  aber,  die  die  einzelnen  ConfBcienteod^ 
Verftnderlichen  x  und  x*  zn  erfallen  h^ben,  finden  sich,  rai 
man  in  9>(.rO  die  Veriinderiicbe  x'^zcx  setzt,  die  Funktion /[i) 
mit  c  multiplicirt  und  in  der  Gleichung 

q>(cx)^=cf{x) 

die  Coeflicienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  einander  gleich  sebl« 
X  mag  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  versehen  sein,  oder  oiehfc 
z.  B.  mit  trigonometrischen  oder  logarithmischen.  Nur  mfisseB  A 
den  Vorzeicneii  voranstehenden  Coetlicienten,  wofern  sie  sich  niell 
unmittelbar  vor  x  setzen,  d.  h  wofern  sie  sich  nicht  unter  kä 
Vorzeichen  bringen  lassen,  gleichfalls  einander  gleich  gewbl 
werden. 

In  Beziehung  auf  implicite  Funktionen  y  von  jr,  die  doick 
eine  Cilcichung  zwischen  m  und  x  gegeben  sind,  ist  Folgendes  fl 
bemerken,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  von  homologei 
Axen  ausgegangen  %vird. 

Obschon  die  Auflösung  einer  solchen  Gleichnnff  mehrere Fnk- 
tionen  v  von  x  liefert,  so  stellt  immerhin  Eine  Gleichung  nur  Ein 
Cun-e  <uir  und  die  verschiedenen  Werthe  von  y  repräsentiren  Hrl 
verschiedtMie  Zweige  der  Curve.  Sollen  nun  zwei  Gleichungen  dofck- 
aus  gleich  viele  und  lauter  fibnliche  Zweige  liefern,  so  kana  diM 
nicht  anders  sein,  als  wenn  beide  fiir  y  gleichviele   und  daretail 
Funktionen  vttn   derselben  Form  (von  x)  (larbieten,  iind   diess  fii* 
det   nur    statt,  wenn   auch    beide  lileicbungen    durchaus  dieselbe 
Form  haben.     Die  Aehnlichkoitsbedinifunsen  werden  sich  hienifl 
dadurch    linden,   dass   man   in   die  lileichiing   zwischen   x*  nod  y 
durchweg  //'  durch    cv  und  j."  durch    vx  ersetzt,   und  die  Coen* 
cienten  der  gleichen  Potenzen  vttn  x  und  q  einander  gleich  setzti 
mit   welchen   sonstigen    Vorzeichen    x   und  y  auch    behaftet  seil 
mögen. 

l'ni  lur  die  vorsieleiite  Form  der  Gleichungen  die  mugücW 
kleine  Anzahl  \on  Hedini:uiiv;on  zu  erhalten,  wird  man  toHmt 
jede  Gleichung  mit  einer  möglichst  kleinen  Anzahl  von  Coeflici* 
euten  i>der  konstanten  darstellen. 

So  läs^t  sich  z.  B.  die  Gleichung 

iiy*  \  h.r  f  c.r-  =  0  einlacher  durch 
V*  f  .1^  f  Bj:^=zO  ausdrücken. 

Toetlicieuten     \or    logarirhmischen   und  WurzelgTusseD  lassei 
sich  unter  das  Zeichen  bringen. 

So  lässt  sich 
■flog-r"  tlarsrellon  ihach  ln^.r"«  yiuler  auch  durch   .llo:;-r)  un(i 


i\  ^  ^  rx^  durch   S  AV  Bx- 
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Da  dieVerMItnlsszahi  0  unbestimmt  ist.  so  kann  man  dieses  c 
'ermittelst  einer  der  erhaltenen  Gleichungen  eliminiren,  wodurch 
>ich  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  auf  eine  weniger  re- 
lacirt.  Dennoch  ist  es  leicht,  c  zu  bestimmen  und  dann  wird  c 
len  linearen  und  c^  den  quadratisch  vergrösserten  Zustand  der 
lurch  die  Gleichung  zwischen  a:*  und  y'  dargesteüteu  Curve  be-^ 
:eichnen.  - 

1.  Beis piel. 
Man  liabe  die  Gleichungen 

1)    y^  +  ax  +  bx^=-p  und 

2)     ^''+i4a:'+-ß^*=0,  80  ist,  y*  =  cy  und  x'=^ca:  setzend, 
c'^y*  +  Acx  -{-  Bc'^a^=0 ,  und  mit  c^  dividirend: 

A  A 

3f*  +  -^ar+JRa;*=0.    Die  Vergleichung  mit  1)  gibt  a=— , 

woraus  c=:—  und 
a 

\'=zBjA€  die  einzige  stattfindende  Bedingung. 

2.  Beispiel. 
Mao  |iabe 

1)     y=aV6+7^, 
2)  ^^=A  V B-{-Ex'^y  so  ist,  wenn  y*=^cy  und  x'=^caß 

re0e|zt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Coef- 
Sdenten  unter  dasselbe  gebracht  werden : 

—5-  ^A^Ex^:,  woraus 


^^      A^B       "    '  .,,        AAf'B ,       , 

a^6= — ä~'    welches  gibt  c=— w  y  ;  und 


a*ez=A^E. 


.  >» 


3.  Beispiel. 

1)    ^=:a8in6jr-|'^cos/^    und 
.2)    y  =  i<  siDÄr' +  JBcosF^'  geben 
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5f='^8in  JBav-l — cos  Fe»  und 


■j» 


a=  — ,    welche»    gibt    c= — > 


£ 

^=7' 

/ 

/^=Fc. 

i 

Die  Eliminationen  aber  liefern: 

- 

6  = 

BA 

a 

aE 

c= 

a: 

f= 

AF 
a 

4.   B( 

eispiei. 

1)  y = a  V^6  +  e  cos^fx  * 

2)  y =.4  V"B+Fcöi^fV  liefern 


=  y  -^  +  -^  cos  Fex;    folglich 


y 


•.       A^B  A 

a%  =  — «-^  woraus  c  =  — 


A*E    ,     e      E 
^odeTg^=3g 


i 


«! 


fxzFc  oder/*: 

D.  «Hat  man  aber  Polarcoordinaten ,  so  nehme  man  dieAiet 
mit  hom^loeer  Lage  und  als  Anfangspunkt  homologe  Punkte.  Bei 
]gletehen  Enkeln  v,  die  nach  den  homologen  Seiten  der  Axn 
gesSillt  iw»rden,   sind  die    beiden   Radii  vectorea  r  und  r'  selM 

homolog,  und  so  hat  man  —=€,    bei  demselben  i;.    Qie  Bedio- 
jüBgeo  der  AehDlIdikeit  werden  sich  daher  einfach  dadurch  erge- 
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fiD^  daa^^an  r'^durch  rc  ersetzt,  die  beiden  v  abtf.eiosnder 
lelcb anseht,  und.  in|[  Uebrleen  ganz  wie  oh^n  verfährt»  n^rvnd 
aeji  hier  diQpeiben  BemerKungen  in  BezieBung  auf  die  Vorzei- 
len  Top  e  and^  r  gelten.  Dass  hierin  auch  das  Verfahren  filr 
Qplicite  Funktionell  .-*  eingeschlossen  •  ii^t,  i^ird  kaum  zu  jerinnern 
Sthig  sein,  e^en  so  irenig  als  das«  beide  Gleichungen  zwischen 
und  V,  r'^  und  v'  durchaus  dieselbe  Form  haben  rodssen. 

Hat^man  z.  B.  \ 


a  '  . 

r=T— ? rr? und» 

o»inev-i-fCosgv 


j 


A 


«  BmaEv  +  FcoaGv ' 

K)  gehen  diese  zwei  Gleichungen  nach  obigem  Verfahren  über  in 


a 
6 


Bixiev  +  V   coß^p 
A 


und 


r= zzz »woraus  folgt 

sla  £o  rf-  -g  cos  Cr  t>  , 

'     E=e. 

S=*  und 
G  =  g. 

m 

R.  Aus  dem  Obieen  folgt,  dass  sieb  desto  mehr  Bedingun- 
gen der  Aehnlichkeit  aarstellen,  je  mehr  die  Gleichung  constonte 
Coefficienten  hat. 

Jede  Curve  aber  lässt  sich  durch  verschiedene  Gleichiings- 
ionnen  darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr  oder  weni- 
ger Gonstaoten;  und  zwar  bietet  die  ellgemeinst^  Gleichung  einer 
CorT.e  die  möglich  grosste  Anzahl  von  Constanten  dar,  während  ' 
fie  einbchste  Gleichung  d^e  möglich  kleinste  Anzahl  derselben 
»ithält  Geht  man  nemlich  för  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glei- 
lÖBft'^iif  elÄ  neues  Coordinaten-iSiystem  über,  des§^n  Axen  dthrch 
i^a  V  Yepräsentirt  sein  mögen,  so  hat  man,  wenn  die  Coordina* 
m  dei^-93B«bn.  Anfangspunktes  a  und  6  sind,  so  wie  der  Winkel, 
m  dl»  Axe  der  |.roit  der  Axe  der  x  macht,   gleich«.« ^gesetzt 


•'•^ 


a:=a+  $coso — vsinp, 
y=  6  +  Jsinc  +  vcosc. 


r 
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Subetituirt  mau  nuu  diese  Werthe  für  x  und  «  in, die  ujl^^- 
iiieinste  t!Ieichuiig,  so  kann'  man  über  die  drei  beliebigen  Cirlis- 
seil  a,  h  und  c  aul'  solche  SVeise  verfügen,  daes  im  Allgemetiieii 
drei  CoelTicienlen  anf  Null  gebracht  werdeu.     Daraus  Tolgt 

1)  dass  znei  Curven  ähnlich  sein  küiinen,  «renn  auch  die  Fori» 
ihrer  Gleichungen  nicht  dieselbe  ist,  in  nelcheni  Falle  ihre  Aien 
keine  homologe  Lage  haben; 

2)  dass  nur  dann  die  niiiglich  kleinste  Anzahl  von  Aehnilcli-  . 
keitsbedin^ungen  zum  Vorschein  kommt,  wenn  die  Form  der  Ulei-  J 
chuugen  die  eiDfachste  ist.  I 

Will  man  daher  die  Aehiilichkeit  zweier  Curven  untersuchen,  | 
so  versucFie  man,,  ihren  Gleichungen  durch  Coiirdiuaten-Venvani!- 
lung  dieselbe  Form  zu  geben,  wobei  zu  bemerken,  dass  man  na- 
türlich keineAehulichfeeitvermuthendarf,  wenn  die  eine  Uieichun" 
transceiident  ist,  die  andere  aber  nicht,  oder  wenn  beide  ungleicB 
transcendent  sind. 

Will  man  aber  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Bedin^un 
gleichuugen  erhalten,  so  ^ebe  man  jeder  Gleichun»  ihre  einhw 
ste  Form  und  stelle  die  Bedingungen  ganz  nach  olien  angegeb* 
ner  Weise  auf,  oder  noch  besser,  nian  nehme  die  Coocdunateit-  \ 
Vertrandlung  nur  in  Beziehung  auf  Eine  Curre  vor,  stelle,  Vie 
oben,  die  Aebnlicbkeitsbedingunsen  auf,  tvodurcb,  wenn  wiHtticIi 
Aebnlichkeitforhnilden  ist,  eine  homologe  Lage  der  Axen  bezfteclit 
tvird,.  und  etimioire  zuletzt,  aus  den  erhaltenen  Gleichungen, 
nebst  c,  noch  a,  b  und  v.  ' 

So    enthfilt  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y*  +  4j^*  +  Bxy  \  C>)  +  Dj:  +  Ü^O 

füilf  Cnnstanten,  woraus  sich  zunächst  fünf  Bedingungsj^leichungen 
ergehen.  Die  Elimination  von  c,  a,  b  und  r>  reduoirt  sie  aber 
auf  Eine,  woraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  fürdie  Kegelscbaitte 
höchstens  Eine  Aehnlichkeitsbeilingung  esistirt. 

F.  Interessant  i^t  auch  die  Untersuchung  der  Frage:  Welt^he 
bekannteren  Curven  sind  unbedingt  und  welche  nur  beding 
lihnlich? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  unumgänglich  nöDiig, 
die  einfachste  Form  der  Gleichungen  zu  wählen. 

1}  Uie  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

y=Ü,    s'^O  oder  cy^Q-. 

woraus  weder  eine  Bedingungsgleichung  noch  eine  Bestimmuog 
für  c  hervorgeht.  In  der  Thai  IRsst  sich  die  Gerade  ganz  belie- 
big als  Curve  oder  gebrochene  Gerade  betrachten,  wo  zwei  anein- 
ander atossende  Seiten  einen  Winkel  von  180"  mit  einander  machen. 
SellKt  man  c=:\,  so  sind  beide  Gerade  congruent. 

1)  Uie  Gleichung  des  Kreises  ist 


18» 

Ans' der  ietztern  ist  .  ^ 

•w2-|-a:*=^«- ,    daher  r=—    undc=:— • 

Detnnach  sind   alle  Kreise  unbedingt  ähnlich,    wie  auch  aus  der 
Elementargeometrie  bekannt 

3)  Die  Crleichung  der  Parabel  ist 

y^=2px,    y'^=2Pa:';     daher 

y^=—a:,    p=^    und  c  =  -. 

Alle  Parabeln  sind  unbedingt  ähnlich. 

4)  Diess  findet  überhaupt  für  alle  zweigliedrigen  Curven  statt. 
Denn- habe  ich 

so  ist 

y^  +  Pc"^—^x^  =  0  und  p  =  Pc^"*'-^ , 

woraus 


m^n 


5)  Die  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide  ist 

a: = rare  (sin.  vers.  =^)—  ^2ry  —  y^, 

'        •      '  .t'=  /?arc  (sin.vers.  =  ^ )—  V^^Ry'—y'^  5 

,  'WO  r  und  R  die  Radii  der  E^zeugungskreise  bedeuten.     Aus  der 
zweiten  Gleichung  fblgt : 


ar=  — arc(sm.vers.  =-^)- Y  ~y-yr 
Diese  Gleichung  fällt  mit  der  ersten  zusammen,    wenn  man  setzt 


R  R 

r=  —  j    woraus  c=  —  • 
c  r 


Demnach  sind  alle  gemeinen  Cjxloiden  ähnlich. 

6)  Anders  verhält  es  sich  mit  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Ihre 
Gleichung  in  Polar-Coordinaten  ist:  >  " 
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I  +ecosr'  l+£cost>'  i 

woraus  * 

P 

c  P  P 

r=:,  ,  ^ ,     ö= — >  oder  c= — und  6e=£. 

]-|--c<co8&       '^      c  p  ^ 

Zwei  EIRpsen  oder  Hyperbeln  sind  also  nur  dann  ähnlich,  weiui   ' 
ihre  Excentricitäten  gleich  sind- 

Will  man  auf  die  Axeo  fibergeben,  so  hat  taan 

p=±a(l-e«),  P=±^a--E«);  ^ 

.woraus  man  ableitet  ^=ca  und  Brzzcb,  und  wenn  man  e  etimiairt: 

A:a=:B:b. 

G.    Will  man  aber  eine  Ciirve  construiren,  die  einer  gegebe- 
nett'  ähnlich  ist,  so  kann  man  sich  entweder  Torsetien:     ^  * 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gesehenes  Vielfaches  vergruSBcrt 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  man  aerVe^ 
hältnisszahl  c  den  bestimmten  Vergrösserungswerth  zuweisen ,  dife 
neue  Gleichung  in '  derselben  Form ,  nur  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cienten,  hinschreiben,  und  diese  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin-  ' 
gungsgleichungen  bestimmen.    Oder  ' 

2)  kann  man  sich  vorsetzen«  irgend  einen  oder  vielleiAt  nieh- . 
reren  Coefficienten  einer  bestimmten  Zahl ,  z.B.  der  Einheit  gleidl 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung' entspreclnie- 
den  Werth  erhalten  wird. 

Habe  ich  z.  B. 

a 


!/= 


so  setze  ich 


STö  +  eii^fa:^  '  j 


y  = 


V^Ä  +  JEtgFar'* 


Aus  1)  habe  ich 


1 


V  ^+ i"r" 


i^nd  aus  2): 
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V 


ja    ■   '^a  *S  *'^  *^ 


welches  liefert 


Hier  kann  mai\  nun  entU^eder  F  oder  B  oder  £^;  oder  zugleich 
B  und  il,  £  und  A^  nicht  aber  ß  und  E  der  Einheit  gleich 
s^zen.    Setzt  m9nB=^Äz:=\y  so  ist 

^  b       r»     e        .  „      fa 


H.  Alles,  was  über  d«e  Aebniichiceit  der  Curven  in  derEbepe^^ 
agt  i¥orden  ist,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit,  auch  auf  die  Aehn- ' 
hkeit  der  Flächen,  der  Körper  und  der  Curven  im  Räume  aus« 
dehnen,  nur  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Bemerkungen  in 
JS^  auf^flen  Raum  übertragen  werden,  man  nicht  bloss  %ber  drei, 
sottdern  üb€fft»echs  beliebige  Constafiten  der  Coordinaten  -  Verwand* 
Vom  (xA  verßigen  kann,  woraus  sich  die  Folg^rung^von  selbst 
grgibt*  Auch  hier  haben  die  homojosreti  Coordinaten  homologer 
Puakte  das^constante  yer4iältniss  c.  Habe  i^  z.  B^zwei  Curven 
deif.  Ranmes,  die  durcfr  folgende  Gleichungen  dargestellt  werden: 

•od  _  * 

y'=Ax'  -\-Bx'^,     2'  =  JS.tr'  +  Fjr'«;  "^ 

ftö  setze  ich 

tf'  =  cy\  z'=:ct  und  x'=zcx 

und  habe  dann 

y=Ax+  Bcx^,     2=Ex  +  Fcx^ 

und  folglich 

■ 

a=il;   e=E;^  b=  Bc  und  f=Fc. 

1.  Sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben,'  und  ich  will 
i*iitersuchen,  ob  sie  äh'nüche  Curven  nefern,  so  kann  ich  bei  un- 
K^eicher  Form  nicht  auf  die  Nicjitexistenz  der  Aehn lichkeit  schlies- 
*«n,  weil  tine  und  dieselbe  Urgleichung  sehr  verschiedene  Diffe- 
l^^ntiale  von  jeder  Ordnung  haben  kann  und  demnach  die  Mtig- 
^^hkeit  vorhanden  ist,  dass  zwei  verschiedene  Differentialgleichun- 
Ifc^D  dieselben  Integrale  aufweisen  können. 

Allein  wenn  zwei  Differentialgleichungen  von  derselben  Forn^ 
^Iso   nur   mit  verschiedenen  Constanten)  vorhanden  sind,    so  ist 
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gewiss,  dass  sie  aach  Integrale  von  gleicher  Form  Uefem»  welche 
rar  die  CurveiH Aehnlichkeit  bloss  noch'  die  oben  aifj^gebeiieo 
Bedin^ngeo'  in  ihren  CoefBcienten  zu  erfsllen  haben.  Diese  Aebn 
lichkeit  oder  Unähnlichkeit  lässt  sich  jedoch  schon  &us  den  cod« 
stanten  Coeflicienten  der  Differentialgleichungen  selbst  absahen, 
indem  man  setzt: 

•    y'=cy\  a:'=car; 
8^'=c8^;  o*a:'=c3%;  (woraus  noch  (bigt): 


^=a^'     S^=^^   u.  s.w.,  oder 

By*x*=Syx;  dYx''=  —  &^yx  u.  s.  w. 

« 

und  hierauf   die  Coeflicienten  derselben  Differentiale  oder  derseh 
ben  Potenzen  der  Veränderlichen  mit  einander  vergleicht 

Hat  man  ferner  nur  Eine  Differentialgleichung,  so  kann  min 
vermittelst  obiger  l^ethode  eine  andere  Differentialgjtaichung  da^ 
stellen,  welche  eine  der  obigen  Curve  ähnliche  Cnrve  Fiefert 
Hiebei  schreibt  man  sich  eine  Differentialgleichung  von  derselbe! 
Form,  nur  mit  unbestimmten  constanten  CoefBcienten,  hin,  setzt 
y'=icy,  x*-=^cx^  %V=d^x  u.  s.  w.  und  macht  die  .betreffendeo 
CoefBcienten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kann  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eine  der  Constanten  einem  bestimmtea 
Werth  z.  B.  der  Einheit  gleich  zu  machen.  Hat  man  hierauf  d«|. 
Integral  gefunden  jy'=/(a:'),   so  ist  ; 
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NTote  §ur  l'integrrale  d^^lliile 

/    /(l— 2r  Cos  a:  +  r*)  Cos  nxdx. 


O 

Par 


Monsieur  D.  Bierens  de  Haan 

Doctear  k%  sciences  k  Deventer. 


1.  Od  a  fait  plusieurs  fois  la  reniaraue,  que  plus  uiie  integrale 
Moie  contieot  de  konstantes,  plus  eile  peut  donner  lieu  gän^ra- 
lonent  k  d'aotres  integrales  d^finies,  non-seulement  enles  späcia- 
baoty  maus  surtout  par  rapplication  des  theoremes  plus  ou"  möins 

fi^raux  de  cette  brauche  de  lanalyse.    Mon    but  est  de  traiter 
cette  maniere  Fint^grale  mentionnee  ci-dessus,  qui  en  foumira 
lusieurs  autres,  ä  ce  ^ne  je  crois  nouvelles. 
Cette  integrale  d^ünie: 


/ 


/(l — 2r  Cosa;  +  r«)  Cos  nxdx  =— »  —  ( 1 ) 

o 

et  y  1(1  -  2r  Cos  x + r«)^^: =0  (2;, 

lik   dans    la  premi^re   »>0...(«)  |et  partoat+ l^r^— l...(iJ)] 

«en  conDae,  se  trouTe  entre  autres  dans  les  Beiträge  zur 
rbeorie  bestimmter  Integrale  du  Prof.  Dr.  O.  SchlTi- 
11  Ich,  page  34.  Mr.  [10]  et  [11]. 

Comnien^ons  par  la  constante  r,  et  diff^rentions    par  rapport 
eile,  ii  vient 

t  o 

Theil  XIIl.  V^ 
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d*oi^,  puisqae  /     Cos«ar8j:"=:0...(a)....,  /     8«=:«..^), 

%  o 

/^      Coswj-8a: 
1— 2rCo8:r+r2 

o 

_     1      /»>r(i-2rCos^+r^)-r(-tyos^+2r)  ^^^^^^^ 

0  •  o 

da: 


f 


1— 2rCosa:+r« 


(5) 


/ 


^        Cosa:8a: 
1— 2rCosa-+ra 


1    /*^r— (~2Co8ar+2r)  ^        1  ^     «ÜL_  —  J5L 


(<!>: 


La  formule  Cos(it— l)ar=:Cos}i;rCo&r4-SinnarSinjr.^(c)     ,\ 
donne  par  Tapplication  ä  (3)  et  (4) 


/ 


Les  fonnules   (3),  (5)  et  (7)  sont  respectivement  les  ißh 
oue  Prof.  Seh lu milch  a  trouvees  i.  c.  formules  [7],  [22]  et  [U 
Cette  coincidence  rösulte  des  propriöt^  des  särieSj  dont  il  afi 
nsage  pour   parvenir  k  ces  integrales ,  d*^tre  les  unes  ies  diäffrr^^ 
4^  autres  par  rapport  ä  r,  ou  du  moins,  de  pouvoir  ^tre  trai 
mm^e»  ais^ment  pour  ce  but. 

II  y  a  de  plus   ä  observer,  que  les  intemles  (5)  et  (f)  i 

.^ahmt  ^t^  trouT^es  par  la  Substitution  de  n=0  et  m=1  dant  T  _ 

'  '        ■  .  .  S  lli 

..tttgrale  (3),  qui  jouit  ainsi  de  la  condition    n  :S0...*(7)* 

^     SL  Qoant  i  rinti^gration  par  rapport  ä  r  il  convient  de  fa 
wagt)  TOS--  formales  suivantes : 


10$ 


r  8r         _  2  ,    j    v[4-(8Cosj;)«li 

J  l-2rCo«»4l»~  V  [4-(2  Cosa;)*]^'*^*  r  2+(— aCosar)r  j 


1    ^     .       rSina;  . 


y^       r~^  l  ,  l--2rCo5£+r*     Coso?^  rSina? 

lont  la  somme  et  la  diff^rence  donnent 

yj^_^^^__l=!f=fr-/(l-2rCo«.  +  r«)....(0 

I 

En  appliauant  la  formule  (d)  ä  (5)  et  (6),  et  (e^  ä  (6)  [puisque 
application  ae  (e)  a  (5)  coincide  avec  celle  de  (a)  ä  (6),  comme 
I  est  aisä  de  voir]  on-  obtient  ä  Taide  de   la  transportation   des 
onctions  sous  les  signes  d'int^gration  dans  les  integrales  doubles,    , 
jBi  en  risultent, 

et 

fr  +2Arctgj_^j.^^^.  3lj^-JCo8^8^  =  «y-^-^^ 

=-(-'+'^)  • 

qoi  donne  ä  Taide  de  (a) 

/^.     .      rSino:     Cos%Sa;       7c/il+r       \ 

La  diff^rence  de  (8)  et  (10)  donne 

'     lies  foTiiiules(d)et(e)donnent döcette  niani^repourrhifflgrale  (1) 

^'■<^*8f-Hi;r^Sln«*8;r  =  5yr"->ar=g---     (12) 


/ 


oü.'piihqfle/     Sln«JtSlna:8aM)....(g)!    '       'i-':*'^-  ^ 

Aunioyende  larnrinuleSinf7i-t-l):i:=SinM^Co6j--|-Cos»j^SiDjfl 

un  «'psr  le^  .ihUgraleB  (12), et  (13)  fi  l'aide  de  la  Substitution  ^ 
R-t-1  au  lica  de  n  dans  (12): 

v'.'!:.C"  .''.■•!  ■  ■     _«/'.'*•''■  ■■  .»»^'\  =.-"-'i"3 

.ii-,;tlr<.!i    •«:  '■•!l..i    ■■■    -■  ■■■-;..•  1;  «--^ — »- 

EDfiiionobÖeatpar  r&pplicatioD  de  lä         _._        . 

(4)  et  (7)  aa  moyen  de  la  in^me  m^thode  q|ae  ci-dessus 

/^"[fr-;/(l-2j-C..M:4r«)]SiQKa^Siiu;8;r=|  /(l— rV»-*»- 

d'oü  ä  cause  de  (g)  et  de  /     Co8HxQoaxdx=^ü„..{\ 

/*'/(l-2rCoB*+r*)  Cos  Ha:  Cos  1^3.1=— J(^  +  ^J  (IS) 

.    f''l0.-'lrCosx-iT^)^\nnx^mxhx  =  ^\~-^-~^\  i^- 

L'application  de  la  loriuule  (f)  aux  integrales  (3)''et  (5)  reproiij 
rwl  les  integrales  {\)  et  (2).  -  L'iDttfgrale  (II)  rentre  dan»  C 
pour  n=l. 

Les  denx  dernieres  int^g;rales  aurateilt  pu  £tre  calcul^ 
ntoyen  de  I'iotigra\e  (1)  a  VaVÄe  Aea  (mmulea  cunnues 


2Co8tMrGolij:r=CQs(if-l)a?r|.Go«(i«-f  l)dr...(k) 
et  2SiDfwrSinar=Co€h(w-~l)a:— Cos(w  +  l}ar...(l) 

omme  äiissi  les  mt^rales  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3);  de  meme 
o  trauverait  les  integrales  (13)  et  (14)  au  moyen  de  (12)  par  les 
irmules  anologaes 

2  Sin  nx  Cos  a: = Sin  (n  +  l)x  +  Sin  (n  —  l)ar...  (m) 
et  2Cos«j:Sina:=:Sin(n;f  l)d; — 'Sin(n — l)a:...  (n). 

De  ces  diverses  intäsrales  les  (8)  et  (10)  se  trouvent  chez 
rof.  Schlo milch  1.  e.  form.  [31]  et  [14];  la  derniere  pour  une 
tison  semblable  j^  eelle  mentionn^e  pour  nos  integrales  (3),  (5) 
t(7).  ^ 

On  4  ici  p.artoat  la  conditioa    ii>  0 ...  (a). 

3.  Passo0S  a  la  constante  n,  et  eommen^ons  par  la  differen- 
ittioD  par  rapport  ä  n.  A  cause  de  la  conformite  entre  les  va- 
urs  des  integrales  (1)  et  (12),  on  peut  les  combiner:   on  obtient 

OTH  : 

^ßlO  — 2r  Cos  A+r«)  Cos  na:da: 

0 

=  +2y  "Arctgj;^:;^  Sinna;e.r=«r»i,, 


h/'/(l- 


2r  Cosj?  +  r'^)x  Sin  nxdx 


O 

+  fH  l  — SrCoso;  +  r^)x^Cosna:dx 
=  — 2  /     Arctg  I p ar*Sin  nxSx  =■  nr^ 


rSinx    .^^^,_^^^ ,(n/r)^2(>»/r^l) 

«8  ^ 


— 2  /  "^Arctg 


-r  /  "/({ -^  2r Cosar+r«)  ar3Sinna:8ar 
^^•'^^  :r»Cosna:8a:==«rn<'^^^>'(«^^^^^^^ 


< 


1— rCoso:  «* 

—  fKl  -  2r Co8.r  +  r*) .r* Cos na:8ar 
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(«/r)* — 4(fifr)«  (iifr-3)  ~2.a4(iifr — 1) 
etc.  etc.  etc. 

d*oü  se  döduisent  aisöment  las  formales  generale«  ponr  p^Oet 
entier  (d): 

o 

= — 2  /     Arctg  Y~c —  ^^'"S*"  nmdx 

0 

^-np+i™-.   (2.3....2j»(l— »fr)+4-3"X3-iifr)(iifr)«l 

°^    JL+i        {       +6.7....2p(5-«fr)(«/r)«+. 

(  ....+  2;»(2p-l— Bfr)(«fy)*i"-«+(«fr)*) 

_  (-l)P+i>rr"rX2p  +  l)r  3-n/r  5-nfr 

(^-l)-«fr  J«Ä^-1 

••+     Ji:2p)    ^'^^     +  n[2p+i)J 

_  (-wl)P+l«y".n[2/»fl)  r,      «fr      (wfo)«      («fr)» 

—  ««/'+1  L*~  1    "•"   1.2  ~  2.3 

.  (wfr)*       (»«fr)»    .  («»)«>-'   .    (itfr)»1 

+  2.3.4  ~  2.3.4.5  + "  IX2p)      ■*"  I^4^J 

_(-^l)P+i«r«n[2yH)  -=*P  (-«fr)«         ^         ,g^ 
C"l{X—  Sr  Cosa: + r V''+  ^  Sinwa^Sa; 

0 

=+2/    Arc^  j p a;*P+*Co8nar3af 

^    l^p««  (2.3...(2p  +  l)(«fr-.l)+4.5...(2p  +  l)(«fr--3)(«fr)») 

=      1,4^  i  +6.7...(2p+l)(«fr--5)(«fr)*+...  [ 

"  (  ...  +  («fr— 2p-l)(Mfr)1'  ) 

_  ( -  l)P4^';rr"IT2y  +  2)  «=y-  ■(>-«»)«     :  g^. 

-  ^i^ä „fo    r(«  + 1)       ^****^ 

11  r^sulte  de  la  conformitö  eotre  les  valeurs  des  integrales  (1^ 
et  (16)»  (14)  et  (16)  respectivement,  qui  dopend  seulement  de  cdl 
«ntre  (l)  et  (12),  qu'on  ait  en  se  servant  des  formule«  (k)  ä  (a) 

+2y   ''/(l— 2r  Cosar  +  r*)Cosiia?Cosa?8ar 


>     « 

# 

I 


IM 


o 

'     =f''l(i  -2r Cos X  +  r»)Cos  (ii  -  i)xdx 

o 

+ /^""/(l— 2rCosa: +r»)Cos(n  +  l);röa?, 
+2/     /(l— 2rCos.i:+r»)Sinn.T8Ui.r8Är 
r=  +^  /     Arctg  |_y(3Qg^  Cos  na:  Sin  otSj: 

o 


—  /  ''/(l--2rCosa:  +  r*)Cos(?i  +  l)araar. 


•i  donc  on  diff^rentie  les  preroiers  meinbres  de  ces  äquations  par 
rt  ä  n »  le  r^sultat  pourra  se  d^dahe  des  formales  (17)  et  (19) 
faisant  successivement  n  4$gal  a  n^ — I  et  än-fl ; .  tandis  que 
iveau  facteur  Cps  j;  ou  Sin  o:,  ne  contenant  pas  de  n,  la  forme 
nttoaiesr  elles  -  memes  sera  celle  des  integrales  ^17  et  18) , 
t  2^  sauf  le  facteur  Cos^  ou  Sinor,  qui  s'y  est  iotroduit. 
.OD  aura«  en  faisant  attention  au  changement  de  signe,  in- 
X  pair  la  diS^rentlation,  apr^  une  reduction  facile: 

(21  et  22) 
r  l(l^itCo»a!+r^)x^PCö»naCoBxSa; 

/7i  '  i*Sin^ 

Arctg  |_;^  ^    ■      a:*^Sin iiar Co« xdx 

l •5«P{-(ii-l)Ä-)^ 


-l)P+i«r— irT2p  + 1)  \     (w  —  l)«P+i  «=o         r(a+ 1 

r«  a=2p  {— (n+l)/r)« 


(23  et  24) 
I     /(l-  2rCosar+r«)a;ap+iSinwarCosa:aar 

/^Ä               I»  Sin  X 
=  2  #     Arctg  "1^3"^ ^*P+ ^  Cos  nx  Cos  ;i:3;r 


aoe 


1  •%«!»+ 1  {— (j»-rl)&i« 


"  2  j  yg         «=ap-H  {~(n+l)fr|' 

(25  et  26) 

==  2  /     Arotff  1 7i .'C^  Cos  nx  Sin  ojflar  - 

(«  -  1)«P+*  «=o       IXa  +  1) 
r»  «=«P  {  — (n+l)fr}* 

/ 

(27  et  28) 

ff 

y     /  (1  -  2r  Cos  o: + r«)a:«P+  ^Cos  nor  Sin  arSar 

u 

=  -  ay  "Arctg  Y3^^^a:»H-iSin na:  Sin  aÄ* 

(  1  »=^aiH-it--(n— l)fr|' 

\     (n-ir  " 


O 


^i—iym^^rcip+il     (n -!)«!•+*  «=ro         r(o+i) 

'~(«  +  l)»p+*<.fo  ir(a  +  l)    ' 

4.  En  diff^rentiant  les  formules  (3)  et  (4)  par  rapport  i  »> 
on  obtient,  en  observant  la  conformitö  des  valenra  de  ces  iit^ 
grales  quant  ä  cette  constante: 


O 

TT 


l—r» 


r»/r. 


/^     Cos?tj?8:g        2—        2r        P^_Slonx8x . 
1— 2rCo»a:+r«'*'  — ""  1  -r«  J      l-.2rCosar+r«'*^^"'* 


o 
TT 


1-r» 


r^C/r) 


9 


•N 
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y 


O  O 

l'oü  l'ou  conclut  generalement: 


l-2r€ösx+r^^'^  ==  (-  1)P  j-^^  (fr)«!- .  (29) 

O 

-r:-2rCog^+r«^^'=(-*)''+'  miT^'-CfrmS  (30) 

O 

r^ärCo«r-t-,*^^Sin;r=(-l)P^r-i(fr)«P, ,  (31) 

l-2rCo«:r+r'^^'+^Sin^=(-l)P^r»-i(/r)»fi.  (32) 

O 

Au  contraire  en  multipliant  de  part  et  d'autre  simplement  pai" 
9ii,  et  60  iotägrant  par  rapport  ä  n»  on  trouve 


^     Sion^S^       1 


y     1— 2rCos;r+r*  x 

0 

2r       p^     CoBfurdx      Smx '  n    ^  r^ 


/^     Cosnd;8jr 1 
l-2rCos;r+r*  F« 
o 

^'"T^^J     l~!;8rCosar+r?    «»  ""1— r>  (fr)«' 


•'^     Siofurda.' 


J      l-2rCosjr+r«  ar» 

•  o 

— +rz:i3y     I-2rCo8;r+r«     a:»  -*l-r»  (fr)»* 


Linsi  on  a  les  formules  g^n^rales: 


P^    Cosnxdx         1  .      |v        «_     r"  ,  ...«. 
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/"    Smnadx  1 .     ..,_»_    '  t*  ^. 

o 
o 

On  däduit  des  integrales  (4)  et  (7;   la  relation 

■ 


0 


dont  on  conclut,  puisque  leur  rapport  est  todependaDt  de  n»  qne 
la  diff^rentiatioii  et  Tintegration  par  rapport  ä  la  constante  ii  ik 
cette  integrale  (4)  nous  fourniront  les  suivantes: 


/ 

o 

/ 


/ 

O 


r^2rCos^+i^  "^V  — (""  ^^^  2  r=^  (ÄÖ^       ^^  ^ 


o 

De  ces  integrales  toutes  sont  soiimises  ä  la  condition  n>0  (a) 

exceptees  les  (29)  et  (30),  qiii  joulssenl  de  la  condition  n^.O«..(y) 

a  cause  de  la  forniule  (3)  dont  elles  sont  deduites.  De  meme  on 

a  partout  p  ^-.0  et  entier  (6).    De  plus  la  condition  1 r — Iffl 

se  change  dans    les   inte^^rales    (17)   ä   (40)    dans    la     suivaote 

1_-.r--....0(€),  puisque  les  valeurs  de  toutes  ces  integrales  sont  des 

fonctions  (Ir)  et  ainsi  valent  seulement  pour  des  valeurs  positives 
de  r. 

Les  integrales  (17)  ä  (40)  se  divisent  natureilement  en  quatres 
groupes ,  savoir : 
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it.    19,    21,    23,    25    et    27 
*  iS.   ^.    22,    24,    26    et    28 


*t 


\   2»,    32,    33,    36,    37    et    39 
30,    31,    34,    36,    38    et    40 

Ott  les  denx  deniiers  groupes  surtout  sont  assez  simples* , 

5.  Aprte  avoir  va  de  nouveau  la  fertility  de  oes  princtpaux 
^r^moa»  la  diflterentiation  et  l'lntägration  par  rapport  ä  ane 
Dstaote  sousle  signed*int^gration  d^finie,  passons  ä  rusage  d'une 
opriötö  curiens^,  dont  jouisseot  les  fonctions 

/(l-2rCo8a:  +  r«),  (l-2rCos.r+ra)-iet  Arctgj^^^    ' 

qui  noQS  servira,  non-  sealement  k  obtenir  quelques  nouyell^ 
tögrales«  mais  aussi  k  röduire  la  limite  de  quelques  udes  de  nos 
l^;rales  ir  k  son  denble^  moyennant  quelque  restriction  k  l'^gard 
IS  censtantes. 

Prenoos  k  ce  bnt  r  successiTement  positif  et  n^gatif  et  fai- 
ms   1^:=^. .....(£);    de  sorte  qur  pour  cette  nouvelle  coastante  la 

»nditloD  (p)  devienne 


1,,-g  ^0 (17). 


^n  obtient  alors 


/(!— 2rC»*r  +r2)+/(l+9rCoKit+ra)=/[(I  +  t«)«— (2rCo&r)«] 
:/[l-|.r«-2r«(2Co8»*— 1)]=/(1— 2p«Cos2a;+r«)=/(l— 2eCo82a.+e*), 

1  , L_ 2  __l±if__ 

1  + 


'-^ll-ijCosL+p«'  (P> 


1         ^  1  4rCösa? 

1 — 2rCosa?+t«""  I  +  2rCosa:  +  r«~  (l+r«)*-^(2H3osa:)* 

4rCdsa?         *  . 
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rSiiu;  rSios 

A,«*„   rSina:  — rSiiia;        .     ^    1— rCoiur      l+rCoü 

^'*=*S  1-rCos«  +  A'*=*SH-TC^=  ^'*=*S      ,   .      r«Sin«x  ~ 

rSinar  rSim 

rSinor  .     ^    —  rSina:        .      .     1 — rCosi  ■   l-frCow 


l-r»Co8«a; 


=  Aretg-j^::j3-  (s) 

On  voit  de  suite  que  ces  transforiiiations  ne .  sont  pas  appli- 
cables aux  integrales  (17)  ä  (40),  puisque  leurs  valeurs  ^tant  d« 
fonctions  de  (Ir),  ne  Talent  parsuite  que  pour  r  positif.  Oocupoai« 
Dous  donc  des  integrales  (1)  ä  (16)  et  premiereinent  quant  w- 
changenient  des  integrales  elles  meme.  II  faut  observer,  quepa^ 
tout,  oü  dans  les  valeurs  de  ces  integrales  r  est  älevö  aanepiii^ 
sance,  fonction  de  n,  il  faut  distinguer  les  cas  de  n  pair  et  ifl«. 
pair  ou  egal  ä  2m  et  a  2m — 1. 

(1)    donne  par  (o),  pour  «=:2?ii  — 1; 


/ 


''/(l-2eCos2a?+ e*)Cos(2m— 1)0:30:  =0 ;  (41) 


(2)    donne  par  (o) : 


/ 


''/(l— 2pCosar  +^«)8or = 0,  (42) 


qui,  au  fond«  ne  diff^re  pas  de  (2); 
(3)    donne  par  (p)  pour  M=2m — I: 


o 
(3)    donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  n=2m: 


Cos2ma7  Cosa;da:      ^  ^  ^ , 

•=0;  (44) 


-«AM 
donne  pour  n^%n  —  1,  par  rappl4f;atiön *successive  de  (p) 

/^  Cos  (2m—  l)ar .  Cos  a;dx n  g^  ^ /4r\ 

o 

l-2^Cfo82^  +  ^^       =^'  (^) 

o 

ä  cause  de  2Cos*a? — ^l=Cos2ar  par(43>: 

/^  Cos(2/fi  «-1)0?  Cos  2ar  8ar      ,, 
1— 2^Co»2ar  +  p«      -.'  ("^^^ 

o 
I    donne  par  (9): 

Coso:8ar 


/^         Cosardor 
1  — 2eCo«2a:  +  ^2"""' 

0 


(48) 


I    donne  par  (p)  pour  nz=z2m  et  n  =  2m — •! ,   et  par  (9)  pour 
bii— 1,  suecessivement: 

r  7 

/"  Sin2iB:BSinj:8j:  _ 

/^  Sin  (gm— l)arSinar8a?      tc  ^>" 
l-2eCos2o:  +  ^2    "^2   1+^'  ^^^ 

o 

/^  Sin  C2m  —  1 )  j?  Sina:  Cosa?3ar 
1— 2^Cos2ar  +  ^2  -"• 

o 

/^  Sin  (2/11— l)ar  Sln2;g  8«^  _  a 
1— 2^Cos2a:  +  ^«     -**'  ^^^^ 

o 

L'application  de  la  formule  (j)  ä  (8),  (9)  et  (10)  nous  fournit 
ntögrales  sravantes: 

J  ^»^tsi^q^c^itesnn^^"'         <«2) 


o 


/».     ^       ^Sin2j?       Co8o:8j?  ..,       .  .^«^ 


o 


y 
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De  m^nie  (12^  (13)  et  (14)  donnent  par  (r)  pour  fi=:2met 
n=2m — 1  sucGesivenient : 

/"A'cte  1^1^  Sln2m*ar=«^ .  (85) 

O  •  .  - 


y  Arctgj^^l^  sin  2  ma:  Cos  3:3«  =0,  (87) 

O 
O 

/     Arctg  |2_  f. — ö- Cos2ma:Sinar8a:=0,  (S?) 

0 
^     0 

Si  Ton  fait  le  meme  usage  de  (s)  pour  les  integrales  (8),  (9) 
et  (JO),  et,  en  prenant  successivement  n=2m  et  n=:2i?t— 1,  de 
inenie  pour  les  integrales  (12),  (13)  et  (14),  on  obtient: 

/""a     *  2rSin^'     ^x  _    ,1  +  r 

o 

/"  2rSin^ Cos^ar  _^ 

ö 

/     Arctg-j3-^-^— =«(/j^^),  (63) 

O 

Arctg-j3^-  S\n%na:da:=:0 ,  (64) 

/^  2rSirir  r2m— l 

Arctg-y^-^f-Sin(2«-l):r8a:=;rJ^  (66) 

O 

A'-ctgT;:::;ä-  Sln2ma;Cos.:aa:=2  (^^^j^  +  ^jj^)  (66) 

O  . 


/ 
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Arctg  ^5jr  Sin  (^m-l)xCoBxdx=:0,  (87) 


/ 


""Arctg^^CosC^m  — l)«siiia:aa:=0  (69) 


L'application  de  la  forninle  (o)  aiix  iutägrales  (15)  et  (16)  donne 
respectivement  pour  n=2metw=2m — 1: 

ß    ^/(l-2^Cos2ar  +  ^«)Co82iiw:Co«a:aar=0,  (70) 


/' 


/(l— 2^Cos2ar  +  p^Sin2wu'Siiia:8a;=0,  (7l> 


■  /*''/(l--2^os2ar+^«)Cos(2m--l)a:Cosar3ar==--|(^^+  ^)  (72) 

o 

/^''/(l— 2^Cos2ar+^«)Sin(2/n-l);rSin:r8ar=— 1^^^~ ^\  (73) 

o 

Dans  toutes  ces  integrales  (41)  k  (73)  od  am>0,  except^e  Tin- 
t^grale  (44),  qui  vant  encore  pour  m^O,  comme  le  d^montfe  Tin- 
tögräle  (48). 

Les  int^ales  (52)  ä  (60)  et  (61)  ä  (69))  forment  deu^x  nou- 
▼eaiix  groupes  diverses  de  celui^  que  composent  les  integrales  (8) 
k  (14)  en  ce  que  les  fonctions  sous  le  signe  Arctg  y  sont  diffä- 
rentes. 

6.  Nous  avons  observ^  que  ces  m^mes  transFormations  peu- 
▼9Bt  servir  k  cbanger  les  liroites  de  quelques  unes  entre  les  inte- 
grales (1)  k  (1^0»  effectuons  ce  changement,  en  faisant  partout 
w  =  2a?  (6),  ce  qui  reduit  les  limites  de  x^O  et  n,  pour  ^  äO  et 
3mp»  II  est  clair  que  ce  cbangemeot  ne  peut  avoir  heu  qut  pour. 
des  valenrs  paires  de  n  ou  Egales  ä  2m. 

Alors.(])  donne  par  (o) 

•  — 

-       /    "/(l— 2pCosy  +  92)Cos»iiy8y=— 2»^,         (74) 


(3)  pai'  (p) 


/•"d 


a»     Cogmy8jf     _  2»^^  . 
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et  (4;  par  (q)  - 

Pn  Cos  2  mar  Cos»  a:8a;         1+jf  ««_i  JL_ÜL  *+?       i 
/        1  — 2pCo82a:  +  9«— "l-r«*"         4r— 4  I^j •^  • 

O 

troü«  puisqae  Cos2;i;r=2Cos^ar=:l,  ä  t'aide  de  rint^gralf  (74) 

/>^^Co6>»yCo8y8y  _     Hig!        ^     ,  ^ 

o 

Enfin  rintegrale  (7)  donne,  par  l'application  de  (q) 

/^^Sin 2  y/u:  Sin  d;  Cos  xix  «-,_i  ^ 

,/        l-2^Co82^  +  (?«     =''''^    «^' 

o 

V   ^  /*2^Sin«iySiny8y  ,  ^ 

Les  integrales  (42),  (53)  et  (55),  trouväes  daos  le  Paragrapk 
pr^c^dent,  noiis  offrent  encore  pour  notre  biit  actuel  les  sulvanw: 

y*"''/(l-2pCosy  +  ^^)8y=:0,  (78) 

o 

0 
I 

L'int^grale  (74)  donne  au  moyen  des  formules  (h)  et  (I) 
y*  ^^UX-'l  qCosj, + e«)Cosmy  CosySy = -  »(^*  +  ^)    (») 

O 

De  m^iue  l'integrale  (81)   iious   fournit,   d  cause  des  formr 
les  (m)  et  (o): 


II  s'ensuit  qne  la  valeor  de  ces  integrales  prises  entre  les  li" 
iMtes  0  et  2»  est  pr^cls^ment  ia  double  de  la  valeur  des  mtaei] 
int^ipmles  prises  entre  les  limites  0  et  tt,  savoir:  * 
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«;  yMgndes  (74),  (7»),  (76),  (77),  (78),  (80),  (81),  82,  (83)  et  (84) 
»ipectirement  de  (t),  (3),  (4),  (7),  (2),  (12),  (15),  (16),  (13)  et  (14). 

Quant  k  Tint^grale  (79)  on  v^rifie  cette  meme  propri^t^  en  |ire- 
nt  la  aomme  de«  integrales  (8)  et  (9). 

Iba  re^te  cette  propriet^  de  ces  integrales  d^end  uniquement 
i  ce  qu'elle  ait  lieu  pour  les  integrales  (1)  et  (74);  car  ce  chan- 
iment  de  limites  n'ahere  aucunement  requation  (a),  k  Taide  de 
loelle  les  antres  integrales  (2),  (3),  (4),  (7),  et  (12)  k  (16)  sont  dö- 
rtos  de  rintägrale  (1)  comme  nous  Tavons  monträ  au  6. 1,  sans 
itre  restriction  k  I  egard  de  la  valeur  de  r  que  la  eondition  (ß), 
11  comprend  celle  (17)  comme  cas  particulier.  Ainsi  nous  pou* 
ms  eonclure,  puisque  pour  ce  meme  changement  de  limites  la 
ilear  de.l'integrale  (6)  est  doublee  aussi,  que  les  integrales  re 
aotes  (5),  (8),  (9)  et  (10)  devront  jouir  de  la  m^me  propriete, 
i  Sorte  que  Ion  doive  avoir: 


/ 


*»  By. 2« 

1  — 2^Cosy  +  ^a"~  l  —  g* 


(85) 


O 
O 

Od  a  ainsi  pour  toutes  ces  fonctiops  la  reiation 

9(ar)Sar=2    /       q>{x)dx=J       (p{a:)dx ,  (A) 

7.  PIttsieurs  des  integrales  defmies,  trouvees  dans  les  §§.5. 
t  6.  sont  susceptibles  d'etre  assujeties  aux  methodes,  dont  nous 
^ons  fait  usage  aux  §{.  3.  et  4.,  ä  Tegard  de  la  constante  n. 

Leur  äpplication  sera  bien  facile  ici,  soit  que  les  valeurs  des 
t^aiei^  ä  traiter  soient  zero,  soJt,  parceque  au  moyen  de  la  for- 
nle  evidemment  vraie 

•  ^/'F(«^)a-=©'|-/V^)S-.        (B) 

^,    6.et  j»  sont  des  constantes,    on  peut,   en  posant  ftazm. 


^-.»  G>  ••——n  wl  ^5»i— I,  saivant  (es  cas  di»ers,  d*öi 
(s-)  ~(i>)"  ranten^'"  ais^meut  pcs  iiitegrulc»  anX  integrales 
correspnudaiites  qui  se  trouveDt  panni  Celles  (3).  (4),  (7)  et  (l'2) 
h  (16),  qui  Ronl  traitecs  succesetvement  dans  les  §§.  cites: 
Operation  Taeile,  puisque  le  rapport  des  valeure  ile  cMt  integrales 
res  pect!  vement  correspondautes  est  Tunite,  ou  dunioins  uae 
rolictioD  ind^peridanfe  de  la  cotistante  n. 

Dans  le  prontier  cas,  oü  la  valeur  des  iategraleB  est  a^o. 
rinflueucc  de  la  differentialion,  comme  de  riategratiOB  {»ar  rapport 
h  n,  ae  presento  du  premier  abord:  dans  le  cas  coiitraire,  poQt 
foiites  les  Hitegrales,  qui  se  rapportent  ä  un  logarithme  oi 
HD  Arcf:a  ngente,  an  ne  pourra  se  «ervir  que  de  )a  differei 
tion  par  rapport  n  cette  constante  n. 

Comnien^ons  par  les  integrales,  oü  Ion  trouve  le  signe  I 
ritbmique  sous  le  sisne  d' Integration  deÜnie.  II  est  aise  d«  ' 
que  les  intögrales  (ii),  (70)  et  (91)  donoeront  tant  par  la  i 
renfiation  que  par  rmtegration  par  rapport  ä  n ; 

/'''/(l-20('o82jr+e«)^±«pCos(2w-l)j-ar=:O,  (( 

y   ''/(l~2pCos2a:  +  e»)a:±(»P+»)Sm(2Bi— l).Taar=0,  (B 

/""/(I— •2pCos2a;+e«)3r+»PCos27n;rCöe*Sx=0,  (fl 

/""^(l— 2eCos2:r+p'')a:+('P+«  Sin2m»Co8.ra^=0,  (S 

y  ''^(1— 2eCos2:e+pV±^Sin2/n:rSiri:r83r=0,  (S 

/'"/(I-apCos'iT  +  e*)j'±(*(^  »1  Cos2m.TSina:Sj:  =-0 .  (( 

Qoant  aus  int^^ales  (72)  et  (73)  elles  donneront  ik  IVid 
l'equatioD  de  reduclion  (B)  et  des' integrales  (17)  ä  (20): 

/*'/(!  — 2pCos2.T+e'')jr2pCo5(2ni— 1)3:  Cos  a,-3a 

_(— Ijf+'ite-^ijl^p-l-l)  V,„  _ i)«ct' «;„     /i;«  +  i)    ( 


1"  »1«?+' 


r(o  + 1) 


/*/(!— 2eCo»2»+»*)«^H-»Slii  (2  m— J)*Cos  «aar 


y*/ (1 — 9^  Co«  ar  +  j«)  «%>+»  CM(2m  — 1)«  Sin  aröar 


•^P+iJ— ^— 1)^< 


-l)r«g»~»Z^42)  l(«-~t)«»+«  ^«        r{«  +  J) 


2^+*  )  P     '%ip+H-mtify 

m*P+*  ia      r(a  + 1) 


(98) 


L  Piasso««  matntenantaux  deux  groupfs^  oü  lafoncHoti  principale 
I    le  sigiif   cl'tDtägratioD  est  im  Axcte,   et   traitons  en  pre- 
Heu  le  eroape  des  integrales  (55)  ä  (60),    dont  Celles  (56), 
et  (59)  doDDeTODt  tont  de  stute : 

ßtctg  j^^^x±^PSmi2m^l^^^  (99)       ' 

/Arc^j:^^^a:±(«i'+»CM(2m-l)*8ar?=0,     009) 

O 

/Aritg  j£^^^a;±«P  Sin2ma:  Cos  a:8ar=0,        (101) 
o 

,/Äcl^II^^^±^*»'+»'Cos2mxCo8a;8a;=0,       (102) 

/Arotg  f:*;^^-ar±«i»Cos2marSin:r8a:==0,       (103) 

yArctgj45^^;r±(«J'^»)SiB2ia;i:SlnaÄir=rO;  OW) 

o 

s   qne  les  integrales  (65),  ^)  et  (60)  fourniront   au  moyen 
-oc^d4  du  §.  pr^cödent  et  des  m^es  formules  (17)  ä  (20): 


\ 


\<w* 


X 


212     ' 

0 

/Arctg  1^  Vi    o~  ar^P+i  Cos  2  marSa: 
o 

—         22P+ii/i-ip+a  0=0     Aö+1)  '     ' 

/Trctgj^^^^^ar^PSin  (2m— l)arCosar8j? 


o 


(  1  ^JP[-(m^l)lQU 

Arctg  jp^^^l^ar^p+i  Cos(2»ii— l)a«osxr8ar 


/ 


3(ot-1)V 


«H-i  {-(m— l)/»)« 


Arcfg  ._    p — g— 0:^008(2»» — l)a;Sinj;dj; 


ß 


•^'  (-(m-l)jgri 

(-l)P+'n:e"'-'JK2p+l)  Um— l)äp+i  ^0       IXa+1) 


2*P+*  )  ^     '>=jr(-ml(f)' 

»»*p+i  0=0    iT«+l) 


/- 


aw) 


,a«) 


m 


Arctg ^ ^   Cos 2 ~''g"'+^Sin(2OT— .l)aSin a;3j?  '^ 

0 

(  1  «=«!+ » l-(m-l)/g|«, 

_  (-l)p+%g'»-^.n:2p+2)  Wm-  pap+a     ^^        Tla+l)     I 

l  mip+a     0=0   r(o+l)  ) 

;:..Aprtfsent  nous  avons  k  traiter  le  eroupe  (64)  ä  (60)  doat  h 
inti^ales  (64),  (67)  et  (69)  donnent  de  suite:  ^    '    ^ 


/ 


/A«5tg--j— -j.ri*''Sin2maraar==0,  (UH 


n» 


/Arctg^5^*a;±<»»^i'Co82»uraa:=0.  (U2) 

O  ' 

I 

yTrctg  ^^^a:±^''Sin(2m-l)arCosa:8ar=0 ,  (1 13) 

JAtetg  -j^^  arif  *'+  •  ^Co8(2m-l)xCosa:Bx=0 ,      (1 14) 

/Arctg  ^^x±*»'Co8(2ni-i)a;Siiu;ax=0,  (115) 

/^*S  ~5^jrti*«'+^)  SiD(2m-l)a:SiDaraa:=0.  (116) 

11  cpntcaire  les   integrales  (65),  (66)  et  (68)  toujours  ä  Taide 
mes  fofmales»  que  ci-dessus,  engendrent  les  suivaates: 

/Afctg-j— ^  a:%»Sin(2m— l)a:5^   , 

-  2^P(2m-l)^+i       .^0        n[a+l)        '        ^ 
,  //^c^^^«'P+iCos(2m-l)a:3j: 

(— l)y»rr*»-^IT2p+e)«='«p+t  {-(2OT-l)/ri« 

—  2*i'+»(2tn— l)*+a        ^  ITa+1)      '     ^    ^ 

/     Arctg  ^     °^.a:*J'Sin2»»a;Cosy9j; 

!1  «^«P{-(2m-l)fr)l»\.    - 

(2m— 1)"p+1b=o         Jr(o  +  l       / 
r«         «^«Pt— (2m+l)  fr)«(  '^***) 
+  (2ot+1)«p+»<,=o      ITa  + 1)      ) 

(120)  '        - 

/    "Arotg  1^  «  .T*P+^Cos2wLrCosa:3ar 


• 


1  ii=4p+i  {— (2m— l)fr|« 


p4-i^««i~tJX2p+2)\    (2ni-l)^+««=o  Aa  +  l) 

2%»+i  )  r«  g=2P+  M—  (2  m  -f J  )  fr  |«| 

*-(2jii+U*^+»«fo  r(a  +  JO 


/ 
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(121) 

',    Arctg-T^j-y-a;*PCo82nia;SiDar3js 


(  1 *%*'  {— (2m~l)fr)« 

_;_  (-^l)p>iT'«"-ir(2y  +  2)  )     (2m— 1)^+*^  .=o        r(a+l)  " 

\  ~  (2m+l)»i'+»  J,o         Tifl  + 1) 
(122) 

/     Arctg    I 2  ^*>*+*SiD  2  mar  Sin  arSo? 

o 

""  (2m  +  l)2p+aafo  r(a  + 1) 


L   Restent  les  int^ales,   qai  out  sous  le  signe  d'iot^gnitiM 
fonction  principale   (1— 2^Cos2drHh^')'^*    Traitons  les  diM 


9 
une 
l'ordre  suivant: 


<43),  (44),  (45),  (49),  (50),  (47)  et  (51). 

Od  pourra  appliquer  a  toutes  et  la  diffdrentiation  et  l'ioti^tiot 
par  rapport  ä  n  sous  le  sisDe  d'intögration  d^finie,  dont  les  renk 
tats  se  presenteront  ou  d  euK-memes,  pu  comme  des  suites  Deev 
saires  des  räsiiltats  obteous  dans  le  $«  4,    Aiosi  Ton  trouvera:  ! 

/ 


l-2,C,saHV^=^'  .    ^"^ 

'^  Sin27/u:  Oos  ;r  da? 


/"^  Sin 


2^Cos2a?  +  ^a 


ar±(«P+»)=:0,  (13^) 


/ 


»Co8(2ot— l)a;Cosa:8d:    ,       (  — l)«»     «  *,  ^-_         „»« 


(128) 
,  /**Siii(3m~l)a?Coaa;aa;  -,_..       (-1)*+»     »  „  „_^, 


\ 


WS 

iP^^CSS^Tf^-^  =(-l)i'.2*i^»  j^ .  ^^.      (129) 

O 
O 

o 

Dog(2m— l)a:SiDirSar    »  . ,      (— 1)p     «        .,  .,  . ,       ,,„,. 

» Sin  (2w— l)ar  Sina?8ar    1  »       »»  ,_^. 

lr-«g<^ar  +  g«     ^=<~^>^'      IT^d^'     (135) 

;og(2m-l)a;SiiMr3x     1 /iv-^im- JE 2^_    /.oax 

1— 2«CM2«-f«>     «V+i— ^    *^    ^   l+p(/(f)*+i'  ^***^ 

O 
O 

/'»Co«(2m-l)5Si^^^ 
t/         1  —  2^  Cos2ar  +  9*  «  v      / 

O 

0.    Enfio  les  integrales 

(74),  (81),  (82),  (80),  (83),  (84),  (75),  (76)  et  (77), 
es  de  Celles 

(1),   (15),  (16),  (12),  (13),  (14),   (3),  (4)    et    (7), 

N 

ront  de  ni^ine,  ati  moyen  des  m^thudes  des  §§.3.  et  4.,  des 
ales  doubles  de  ceües,  qui  sont  d^nites  des  derniöres.  De  cette 
re  les  integrales  (17)  a  (40)  prises  entre  les  limites  0  et  ^it 
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aurout  au8si  une  valeur  double  de  celles  prise«  entre  les  iinitesip 
et  n,  de  sorte  qne  pour  toutes  ces  integrales  od  a  lit  r^lalion     • 

9)(a:)öa:=2  /        q>(x)dx^  1       q>(x)daf.  (A) 


71 


11  n'est  pas  besoiu  de  transcrire  toutes  ces  integrales  iei,  poisqn 
ni  leur  forme  ni  leur  valeur  ne  change  proprement»    pourva  qie 

Ton  mette  partout  ^  I     k  \sl  place  de  /    ,  et  qu'on  fasse  i^tt» 

o*^  o 

ion  h  la  condition  actuelle  1  _  p  _  0, 

II.    On  peut  remarquer  en  demier  Heu,   qae  dans  les  ii# 
grales  de  la  forme 

x=J     Arctg  ^  I.V'^^g^(^^  Ca8pw.Siuqx)Bx  >        (Q 

o 


/n  2rSin:ir  .  ' 

hfctg-YZ^^  f(x^,Ckt»px,Smqx)dx»  (B) ' 

o 

V  =f  "^rctg  J^l^  fdf*,  Co»py,  S\^)8g  (F) 

oü  appartlennent  respectivement  les  groupes 

(8)  ä  (14),  (18),  (20),  (22).  (24),  (26)  et  (28),     " 
(52)  ä  (60)  et  (99)  k  (110), 
(61)  ä  (69)  et  (111)  ä  (122) , 
(80),  (83),  (84),  (86),  (87),  (88) 

et  Celles  ddsignees  au  §.  prdcddent,  on  peut  faire  asage  des  fonnolei' 
connues 


Arctg  - =2— Arctg 9, 


W 


(«) 


(») 


/        .  # 
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De  cfitte  ttiaiMfir  od  tronvera  des  noiiveaiix  groupes  an  Hioyen  des 
rmnles  de  r^actioo  suivantes^  oh  Ton  a  mis  simpieineDt  /'au 
lu  de  f(a^,CoBpfb,Singx)  ou  de  f(y',Cospy,Sinp^): 

I  0 

?'»-     ,     1+rSiiu:— rCosa: 


.     ^     1+rSiiu:— rCosa:   -,  ^    /^^^iTN     .  .,v 

O 
O 

0 

^^    ar Sinai  ^*  =  2 J    /8«-<*.         (O) 


0 
0 


"•a-^  !:^S -Ä^    =?/"/%-'.  (Q) 

)  >      *  o 

toutes  Ica  integrales  /     /3a:  et  /       /3y,    que    Ton  trouve  au 
[*önd  membre  de  ces  equations  >  se  reduisent  aux  suivantes : 
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/in  l  pptn 


/    :F'SiD;>j;Cosa;9a;(r)  et    /      a:«Cos;)3:Sm.T  9ar  (K'),   qui  sC  dil 
duisent  de  (G'J; 

/      x'Coapa:Cosxdx(h')  et  1       a:'Smpa:Sina:5Ä(M'),    qui  se  de 
duisent  de  (H') . 

Desformules  (A'j  ä  (F')  il  suit,  que  les  integrales  (6)  et(lU},(52) 
f^t  (54),  (til)  et  (63)  donnent  pour  resiiltal  l'inlini  jiositir  pour  \es 
chaiigements  dein  fonction  sous  le  signe  circulaire  tnverse  dcinnes 
daoa  Ics  TorniuleB  (G)  &  (P).  Lorsqu'au  contraire  on  chau^c  lee 
fonctions  dans  les  integrale»  (9),  (53j,  et  (6^,  pTiisea  entre  \es  \iio\tti 
0  et  n,  ä  l'aide  des  formules  de  r^duction  (U)  ä  (P)  leurs  valeura 
reatent  les  memeti,  sauf  le  signe,  qui  charige  seulement  |iour  les 
deoX  premi^res  transformatinns ,  tandis  qu'il  reste  le  meroe  pour 
ta  trutsieiiie.  De  nicme  pour  \es  integrales  (86)  h  (88),  le  cbange- 
ment  de  ronctioii  au  moyen  des  formules  (Q)  a  (S),  entre  les  lini' 
tes  0  et  'in,  na  aucniie  influenae  eiir  la  valeur  propre,  maisH 
lenieiit  sur  le  stgiie,  (jui  ne  re^te  le  menie,  que  pour  latraisi^ 
traDsfnnnation. 

Les  autres  integrales  indiquees,  au  contraire,  peuvent  ä 
transl'ormees  au  mnyen  des  forniules  de  reduction  (G)  ä  ^)  et  4 
formules  (G')  ä  (M'),  sauf  d'ätre  eiposties  ä  la  complication , 
Goniportent  les  integrales  (G')  et  (H  ). 

Or,  cette  complication  s'en  va  corapletement  daas  I  , 

Ion  aurait  (=0;  car  alors  ces  formules  se  reduisent  aux  siüvu 

/"  1  " 

Sia2inxdx  =—  3— tCo82n«:!=0,  {G( 

^'8hi(2«-l);5B,=-~:jrCo8(27«^l>r|=2;^'    (ß| 


tl» 


JiUtepxd»  =  ^  1Smpx=Si ,  (B^) 


Po 
d'oü  par  les  ^qaafions  (X),  (/),  («)  et  (w): 


^*Cos2m*Sli.*8x4(^l-^)=:j^j,  (K,) 

I» 

Cos/?arCosar8a:=0,  (L^) 

/7t 
'Smpa:Sinxda:=0*,  (Mi) 

•t  de  niidme  poar  les  limites  0  et  2?«: 

Sln;,yay=-  jCos;^=0,  (G,) 

O 

d'oü  Ton  pibtient: 

/^""sinp^Cos^SyssO,  (I,) 

/•«TT 

/       CospySin^d^=:0  .  (K3) 

AimA  les  Taleurs  des  integrales  (12)  pour  n=2m»  (13)etj(14) 
pour  n=2^— 1,  (55),  (58),  (60),  (04),  (67)  et  (69)  ehangent  seuiement  de 
MOiie  pour  les  deux  pr^mieres  traDsformations  reyspecävement  k  l'aide 
-  des  formsles  (G)  lit  (H),  (K)  et  (L),  (M)  et  (O);  elles '  restenl 
tout-ä-fait  les  memes  pour  les  transformations  respectives  (I), 
(M)  et  (P).  Au  cootraire  les  valeurs  des  integrales  (12)  pour 
ii=2m— 1«  (13)  et  (14)  pour  n=2m,  (56),  (57),  (59),  (65),  (66)  et  (68) 
soMront^  par  ces  transtormation ,  les  clmngeinents  de  signe,  que 
eompertent  ptusieurs  des  formnies  de  r^duction  (6)  k  (P) ,  comne 
an  fn  vfi  pr^c^emment,   et  seront  en  outre  angmentäe«  des  ter« 

mes  (Gl)  k  (K^)  niultipli4s  par  j  ou  $-  selon   roccasioo.    Qioa&i 
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pas  besuin  de  faire  aucune 


c  integrales  (80),  (83)  et  (84)  on  ii'a  nas  besuin  < 
distinctioii  entre  les  cas  ile  u=:2m  et  n=^2/n — 1, 
avoiis  du  faire  pour  tes  integrales  (12)  ä  (14);  et  pur  lappücntion 
des  formuies  (Q)  a  (S)  elles  ne  cbangeroot  point  de  raleur  el 
fieulement  de  eigne  par  (Q)  et  (R). 

Toufes  ces  integrales  resteront  donc  blen  simples:  ce  nest  i 
vaa  le  cas  uour  les  transformalions  analugues  des  integrales  (18),  I 
(20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  ä  (110).  (111)  ä  (122)  et  eelles  1 
d^signees  Jans  le  J.  precedent,  qui,  outre  la  moindre  simplicit^,  I 
^u'elles  corauortent  dejä,  serunt  de  plus  compliquee»  par  le«  I 
iiitögrales  (G')  et  (H')j  "lui  s'y  introduisent.  I 

Nous  ne  transcriront  point  toutes  ces  integrales,  qui  d'ailleim 
se  deduiront  aisement  au  moyen  des-  fonnnles  de  ce  §. 


On  a  en  partout  ici  les  conditions 


Mais   i)   est    quelquefois    aise    de   trouver  les   valeurs  des  i 
integrales,  dans  le  cas,  oü  Ton  aarait 


on  n'a  qu'ä  poser  rr'  =  I  et  gg'^l,  d'oü  ces  conditions: 

-=■■'=•  ™-i=' =-«.«  =  t=i> 

tandis  quc  la  forme  des  fonctioos,  pour  r,  conime  pour  q 
SB  c hange 


/(l— 2rCos;E  +  r') 
(I— 2rCosic+i-*)-' 
.  2r  Sin^r 


tO-~2r'Cosx  +  r'«)-2fr' 
r'*(l  — 2r'  Coax  +  r")"' 

— Arctg   ^_^,a  . 


de  snrte  qne   la    forme    de«    integrales  reste  la  mime    daiis  ces 
qaatre  cas,  ce  qut  n'a  pae  lieu  dans  les  autres  fonctions. 


N.  B.  Nous  avons  cm  devoir  reeerver  ponr  la  fin  unc  appre- 
ciation  de  la  valtdite  du  procede  de  ilifferentlation  et  d'inte&ration 
par  rappott  a  une  constante  sous  le  signe  d'integration  deßnic. 
dont  nous  avons  fait  un  si  frequent  usage.  Pour  pouvoir  appliquec 
rigoureusemcnt  a  une  formule  quelconque 


/' 
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f(PfX)dx=fp(p) 


^•procedes»  il  faut  qa^on  ait  (voyer  entre  autres  les  »yAnaly- 
isciie  Studien  du  Prof.  Dr.  O.  Schlumilch.  Abthl.'  i. 
elte  9.) 


»a 


Lim  /     sdx^=0. 


'~2  dp 


(Y) 


(Z) 


ievient  z^ffD,  )tr>M|ae  4  decr^lt  jusqu  ä  aiiro  (on  ^f  l>Jk>0). 

Dans  le  cas,  oü  (p(p)  ne  contient  pas  de  x,  comme  il  arrive- 
partodt  dans  notre  note,  la  conditton  (Y)  devient  Lim  s.  i     8  j?  =  0 

Y*)  qul  est  satlsfaite  partout^  puisque  I    dxrfonr  ttasf^et  b=h9 

ü=:2n,  6iaut  uoe  constante  n  ou  2n,  son  produit  avec  c  qul  est 
^ro  9  reste  zäro  lui-ra^me. 


222 


WJeJUnmgsamtgahen  für  fiksltfilMV 


Wenn  man  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Driei- 
eek«  »uaserhalb  desselben  Quadrate  beschreibt,  so 'sind  die  Ifit* 
teipunkte  dieser  drei  Quadrate  die  Spitzen  eines  Dreiecks,  des- 
sen Flächeninhalt  dem  Flächeninhalte  des  Quadrats  gleich  ist^ 
welches  sich  über  der  halben  Summe  der  beiden  Katneteo  def 
rechtwinkligen  Dreiecks,  über  dessen  Seiten  die  drei  Qnadrati 
beschrieben  worden  sind ,   beschreiben  lässt. 


. 


Die  Mittelpunkte  der  fönf  Diagonalen  eines  Fünfecks  und  die 
Schwerpunkte  der  fünf  vo»  swei  DMgenalen  und  einer  Seite  dee 
Fünfecks  eingeschlossenen  Dreiecke  sind  die  Spitzen  zw^er  da*, 
ander  ähnlichen,  aber  verkehrt  liegenden  Fünfecke. 


V  ' 
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IH  1  s  c  e  1 1  e 


Von 

Herro  Professor  C.  A.  Bretschneider 

in  Go-tha. 


Es  ist 


=l-(2m+lX  (^2i+<2m+l),  ^2«-(2m+l)3  j^'2^ 


«4 


W4 


+  (2»»)4"(2^2^  +  ...; 


1er  weDD 


»setzt  wird, 

0=:F(— 2m-l,— w,— 2n,2 


Itm 


n  beliebig; 


-i)-(^^=''<-2"'' 


y  2)    I   7fi  positiv  und  ganz. 


i 
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Druckfehler  im  3ten  Hefte  des  I2leii  Theils. 


Seite  281  Zeile  3  von  oben  ist  zu  leseo  Halskreis  statt  Halbkreii., 


9» 
»» 

ff 

ff 
ff 


99 


5> 


282 
282 

283 

284 
284 

285 

288 

290 


292 


5> 


M 


ff 


» 


ff 


99 


99 


99 


99 


1  von  oben  ist  eu  lesen  qx  statt  ox. 

15  von  oben  ist  ^u  lesen  a^^i^^i'^i  statt  iijd|=;il^. 

4  von  unten  lies   ■>.--—. — --  statt  --7=====. 

15  von  unten  ist  zu  lesen  ix  statt  lA. 

10  von  unten  ist  zu  lesen  01^=^01  statt  ol=-oh, 

b&  bq' 

1  von  oben  -x-j  statt  -r-  • 

2  der  Aufgabe  5  Ist  zu  lesen  RCN  statt  CRJf* 
2  von  unten  ist  zu  lesen  n^* — {x-\ — *^  **  —  j?)^=:.. 

statt  nV—  (^  +  ^^'^'P  — 0:)«=.*.. 

17  und  18  von  oben  muss  wenigstens  wegUkA: 
„in  Crelle's  Joumal'%  da  der  Bruder  des  Heni' 
Verfassers  des  Aufsatzes  Nr.  XX.  ssineta  fti- 
her  fBr  das  Grelle*sche  Journal  bestinunt  gevrv- 
senen  Aufsatz  später  zurOckgenommen  hat 


Druckfehler  im  Isten  Heft  des  ISten  Theils. 

Sfeite  86  in  den  Gleichungen  (40)   statt  x,  y,  z  soll  stehen  Of^f- 

„     94,  in  der  Note,    Zeile  1,   statt  ».Winkel  läppen''    s^ 
stehen  „Winkelfasser". 


In  dem  Aufsatze  XIV.  sind  leider  iivegen  Undeutliehkeit  dei  MuM- 
scripts  wahrscheinlich  einige  Druckfehler  stehen  geblieben.  Ich  blMs 
Herrn  Doctor  Bierens  de  Haan  nach  sorgfältiger  Durchsicht  dfll 
Aufsatzes  mir  die  in  demselben  etwa  stehen  gebliebenen  Fehler  nf 
Anzeige  im  Archiv  recht  bald  mitzuthcilen.  C 
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ITelber  BTormal-CurTeD  und  srormal' 

Fläclieii. 


Von 


Herrn  Brenner, 

Lehrer  %n  Tattlingen  im  Königreich   Wiirtemberg. 


A.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpunkte  über 
ne  ebene  Corve  auf  solche  Weise  hin,  dass  sie  derselben  stets 
Hmal  bleibt»  so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve» 
m  tlÄr  Normal curve  heissen,  während  wir  der  Erseagungs-. 
imre  den  Namen  Urcurve  beilegen.  Die  Gerade  a  heissen  wir 
rsevgnnssünie  und  ihre  beiden  Endpunkte,  beziehlich  ihrer 
■m  in  beSen'Curven,  correspondirende  Punkte.  Hieraus 
pKlar,    dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcurve 

isehreibt. 

• 

E«  sei  (Taf.  ilLFig.  !•)  die  Curve Lilf  mit  der  Absciasenaxe  AX, 
Urend  deren  Coordinaten  durch  x  und  v  bezeichnet  sein  mugen. 
\m  beliebiger  Punkt  in  derselben  sei  N^  in  welchem  BN=-a 
mnal/steht,  so  bildet  die  Verlängerung  iVC  die  Normale »  weiche 

pich  ist  y  V  1  +  öy,«  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
2,  so  wie  JSD  parallel  mit  AX,  so  ist  EC  die  Subnormaie 
jyvgfxf  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sind  einander  ähnlich. 
zeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  x'  und  y',  so 
it  man  folgende  zwei  Proportionen : 

VI  +8y**:y  =  a:y'— y    und  y V^l+öyx*:y8y*=  a: j:' — or, 
«ich  ergibt:  ' 


1) 


|j,'-y)Vl  +  ay,«-o=0 


IkeU  XIII 


\& 
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2)  (a:' — x)  V 1  +  8y,«  +  «8y,=  0. 

Verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung  der  Crcorre 

3)  y =/•(*) 

und  eliniinirt  aus  allen  dreien  y  und  a;,  so  restirt  eine  Gleichttig 
zwischen  x'  und  y',  welches  die  Gleichung   der  Normaleurve  ist 

Will  ich  auf  die  Normalcurve  abermal  eine  Normalcurv« 
bauen,  und  zwar  mit  dergleichen  Erzeugungslinie  a,  jedoch  rück- 
wärts nach  der  Richtung  BC  genommen,  und  stelle  ich -deifli 
Coordinaten  mit  x"  und  y"  vor ,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  dem  a  nur  das  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  x  dvoA 
x' 9  y  durch  «',  o?'  durch  x"  und  y'  durch  y"  ersetzen.  V«« 
wechsle  ich  hierauf  noch  alle  Zeichen,    so  habe  ich 


3)  (y'-y")  Vl+ey,^^  -11=0, 

4)  {x'—x")  vr+ay^  +  «%'*' =0 . 

Eliminiren  wir.  aus  1)  und  2)  byx,  so  kommt 

und  nehmen   wir  hievon  das  Differential,    indem  wir  einen  neiiei; 

fanz    beliebigen     unabhängigen     Veränderlichen     annehmen,    0t | 
ommt 


5) 


iy'-y)  (Sy'Sif) + ix'-x)  (dx'  -  Bx)  =0 , 


«    ^ 


Eiiminirt  man  jedoch  ans  1)  und  2)  V^14-%«^>  so  folgt  untw 
selben  Voraussetzung,   aus  der  man  5)  erl&alten  hat-t  * 

(y' '— y)  dy  +  {x'  —  x)  dx  —0    - 

und  durch  Subtraction  von  5) 

(y'-y)B!,'  +  {x'-x)dx'=0, 

Die  Division  der  beiden  letztem  gibt 

g=^,   oderay,=V^. 

und  folglich  auch 

Zieht  man  endlich  noch  l)  und  3),  so  wie  2)  und  4)  tod  eil 
ab,  so  kommt 

y^^y"  und  x^x" , 
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Hierans  folet,  dass  die  pach  angegebener  Weise  auf  die  Nor- 
ilcwe  gebaute' zweite  Normaicurve  mit  der  ürcarve  zusammen- 
Ut  und  daas  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal -Curve  jede 
8  die  Normalcmrve  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
Den' die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  beider  fiir  corre- 
londirende  Punkte  zusammen. 

Während  man  nun  för  die  Urcurve  hat: 


Tangente  =y  Vi  +  SV' 
Subtangeote  =  ySxy, 

Normale  =  Vl+%x*, 
Subnormaie  =  y  dys ; 

•  ist-  fiir  correspondirende  Punkte  der  Normaicurve : 

Tangente  =  dxy  (a  +  y  Vi  f  dyx^) , 
Subtangente  =da:y^y+  ^^\    ^J  ' 

Normale  =o+y  VI  +  %«*> 
'  Subnormaie  =  ^,  (y+ ^^^;==^) . 

Beide  Curven  haben  dieselbe  Abgewickelte^    und  der  'Krüm 
iingshalbmesser  der  Normaicurve  ist  mr  correspondirende  Punkte 
H  a  grosser,  als  der  der  Drcurve. 

Als  Beisplej  ßr  den  Cebergang  von  einer  Urcurve  zur  Nor- 
stlcurve  m9gen  die  Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
mig  ist 

»raus  ergibt  sich: 

dys=  77~==^=k  nnd 

^gx%l+g)+2pxa  +  g)'\-p^ 
*  2px  +  gx^ 


l+dy 


eas  in  l)  und  2)  substituirt,  gibt 
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(-■  -  ')  V^SH^+Äte?  4  ^  „^¥=,^. 


V^päH^^ 


Die  Elimination  von  x  zwischen  diesen  beiden  Gleidnmn 
führt  zu  einer  sehr  combinirten  Gleichung  zwischen  3^  und  af.  . 

Nehmen  wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  y*-Hc*^i*>  ■• 
hat  man : 

X  T 

Dadurch  gehen  1)  und  2)  über  in: 


und  diess  gibt: 


—  ^.v 


9    x  = 


TX* 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 

^iy*+a:*=r*, -SO  kommt  y^+ar'*=(ii+r)'. 

Die  Normalcurve  des  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Krehj^ 
folglich  beide  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  führt  i«r  ftt 
genden   Untersuchung:  .^ 

B.    Beschäftigen  wir   uns  mit  der  Frage : 

Welche  Curven  liefern  Normalcurven ,  die  ihnen  äbniioh  tUk 

Zum  Behuf  diener  Untersuchung  darf  man  nnr  in  den  GM-'; 
chungen  1)  und  2)  y'z^cy  und  x'=cx  setzen,  so  hat  man: 


(c  — l)yV^l+ay,*— 0=0  und 

{c-\)x  V  1  +8y,HaSy,=0 . 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen,   so  wie  die  EIL 
von  dy«  aus  beiden  liefern  nach  einander: 


l 


»  +*      c-1      (c— 1)»' 


•a 


wcf  C  und  O  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Constani 
sind. 

Alle 'drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis« 
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Nodi  untersuchen  wir«   ob  nicht  die  obigen  zwei  Differential- 
i^uDeeD  durch  sin^lSre  Werthe  betriedigt  ^       ~ 
Bch   ergibt^  sich  der  einer  Differentialgleichung 


gleif^uDgeD  durch  sin^lSre  Werthe  beTriedigt  werden.    Bekannt- 
embt^  sich  der  einer  Differentialgleichung  zukommende  sin- 
nlire  werdi  am  Kfirzesten  dadurch ,  oass  man  deren  allgemeines 


Integral  in. Beziehung  auf  die  Constante  differentiirt«  und  zwischen 
dem  Integral  und  diesem  Differential  die  Constante  selbst  elimi- 
nirt  Befnedigt  der  aus  der  Eliminationsgleichung  gezogen^  Werth 
ftr  tf  (oder  x\  die  Differentialgleichung,  hingegen  das  Integral 
nicht,  so  hat  man  einen  singulären  Werth.  Auf  solche  Weise 
erhält  man: 

C=ar(c— I)  und  C=:y(c— 1), 
md  ferner  als  wirkliche  singulare  Werthe: 

a         .  .      a 


V=db 3  und  a:=+ ; 


> 


Wofern  man  das  positive  Zeichen  für  y  und  das  negative  fiir  x 
nimmt  Beide  Gleichungen  zeigen  aber  die  gerade  Linie  an. 
Daraus  zieht  man  den  Schluss,  dass  es,  ausser  dem  Kreis  und 
der  geraden  Linie,  keine  Curven  gibt,  denen  ihre  Normalcurven 
Unlich  wSreii. 

-  Qu  Obschon  die  Gleichungen  der  Normalcurven  meist  von 
ftehr  combinirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Rectification  und 
Qvadratur  dennoch  keine  grösseren  Schwierigkeiten  dar,  als  die* 
|«iigeo  der  Urcurven. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krüm- 
■uunhalbmesser  in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
Ssr  aeckea,  so  ist  der  KrClmmungshalbmesser  der  Drcurve  gleich 

8*» 


Süd  der  correspondirende  der  Normalcurve 

8jf» 
8 j?8^ — 8y  8*ar  "■     ' 

%o  9  den  Bogen  der  Urcurve  bezeichnet.    Stellen  wir  nun  durch 
^  den  correspondirenden  Bogen  der  Normalcurve  dar,  so  hat  man: 

8i»  J  8i»  \_;,      ., 

iroraus  sich  ergibt: 

flSQr"5? 5-55- =8*' — 8*:8* 

cxcry  —  oy<rx 

Mi 


no 

Nun    aber  ist  —  ~-  di«  Tangente    des  Wiukels  to,   den 
male  mit  der  Abscissenaxe  macht,  d.  h.  tgto=— ^>   v 


■'xd^ff^di,B''j.- 


und  so  hat  man 

ß(<' — s)^aStii   und   s'  — 
8fad  die  beiden  Grenzen  dee  Winkels 


B  gleich  m^  und  if,'il 


Es  ist  aber  le" — -w'  der  von  den  äussersten  Noimalen  eingescl 
sene  Winliel,    und   o(tc'' — w')   ist  der  von  die«em  Winll«!    " 
schtossene  Kreishugen,   beschrieben  mit  dem  Radius  a.     I 
ergibt  sich  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  einer  Normalcnrve, 
man  den  en tsnrechenden  Bogen  der  UrcurFC  um 
jenigen  Kreisbogen  vermehrt,  welcher  mit  dem  Radiat 
n  in  dem  Winkel  beschrieben  wird,  dendie^ussersten 
Normalen  mit  einander  machen. 

Essei  ferner  (Taf.  III.  Fig.2.)  A  B  eine  beliebige  Curre.Über  »  elcha 
in  ihrem  Mittelpunkt  G  eine  Gerade  CD  normal  dahingleitet, 
sei  der  Flächenraum  gesucht,  den  diese  Gerade  CO  in  ihren 
Laufe  beschreibt  Ist  EF  eine  der  CD  unendlich  nahe  Lftge. 
so  ist  GH^^dx,  nnd,  i^eil  CEFD  ein  Parallellra|iez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Normalcurveo  beschreiben,  auf  denen  CQ 
gleichfalU  normal  ist, 

Flächengebalt    CDFE  =  adt, 

i  setzt.     Diese  gibt  für  den  ganzen  beschri^ 


<t{s"-s'). 


wofern  s'  und 
So  haben 

Gleitet  e 
aber  eine  Cu 
ranm,    welch 


die  äussersten  dren 
den  andern  Suta: 

}  Gerade  mit  ihn 
dem'Prodakt  au! 


r  Curven  bezeichiieU' 


I  Mittelpunkt  iiorin 
lit  sie  einen  Fläche 
rlcr  Länge  der 
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Wenden  wir  diesen^  Satz  auf  den  zwischen  einer  Ureiirve  und 
ihrer  Normaicurve  tiegenden,  ringförmigen  Flächengehalt  u*  an, 
«0  werden  wir  eine  in  der  Mitte  liegende  Norn^alcurve  annehmen 

mit  der  Erzeugungsiinie  n*  *     I^r  Bogen  ist 


und  folglich  der  gesuchte  Flächeninhalt: 


2) 


t4'=a*+|-(to''~to') 


No.  1)  und  2)  lösen  die  Rectilication  und  Quadratur  für  Gren- 
zen, die  in  Beziehung  auf  die  Urcurve  gegeben  sind,  oder  sich 
vermittelst  der  Gleichung  der  Urcurve  bestiif^men;  denn^  w  und  5 
i^d  Funktionen  von  x  (oder  auch  vjon  y) ,  dem  die  Werthe  von 
tf  und  vf  und  auch  von  $  für  bestimmte  Grenzwerthe,  die  wir 
durch  (a?)'  und  (po)"  (oder  auch  durch  (y)'  und  (y)")  bezeichnen, 
entnirechen.  Allein  denkt  man  sich  die  Grenzwerthe  {x')*  und 
tiPO'^(oder  auch  (yO'  «»^  (^0")  ^^^  Normaicurve  gegeben,  so  be- 
Bötzt  man  äie  Gleichung  A.  2),  nemlich  (x'—x)  V^l+^^jh^aSy* 

==0,  [oder  auch  die  Gleichung  A.l),  neml:  (y'  — y)  V^l +%**  —  « 
ssOJ»  welch^^Gletehungeli  in  Verbindun!^  mit  denjenigen  der  Ur- 


,.  Will  man  jedoch  den  von  der  Normaicurve,  der  Abscisseh- 
\%ß  und  den  beiden  Grenzordinaten  (y)'  und  (y*)"  eingeschlosse- 
nen Fläehenraum 

tt"=  ABLF  (Taf.  111.  Fig.  3.) 

bestimmen,  so  wird  man  zuerst  den  Flächenraum  DCMG  der 
Dreorve 

U:=:  f  ydx 

berechnen,  zwischen  den  oben  bestimmten  Grenzen,  und  hiezu 
vfy  so  wie  das  Trapez  ABCD  addiren  und  das  Trapez  FLMG 
abziehen. 

Man  bat  aber,  weiin  man  die  Subnormalen  zu  Hilfe  nimmt, 
dBCD=zABE-  CDE~(y'Ydy,\\yr  +  y==|^l  " ^iy)'^'- 
Srsetzt  man  aber  y  durch  den  aus  A.l)  gezogenen  Werth,    so 


"\^js5p; 


ä  ['»'"■ 


zvi  +  as, 


r.l 


rolglicli  iet  ' 


_^^_ 


VT+ßy. 


wofern  im  letzten  Posten   die  Grenze    (x)"   [oder  auch  (y)"]  « 
im  uneirisletzten  die  Grenze  (x)'  [oder  auch  (y)'']  genommen  w' 

D.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpi 
nach  allen  iiiiiglicheB  Richtungen  normal  über  eine  Fläche 
80  heschreiht  der  andere  Eni^unkt  eine  Fläche,  die  wir  Noi 
mairiäche  heisseii,  während  die  erstere  Urf  lache  heissen  mag. 
Hieraus  ist  klar,  dass  auch  jeder  Punkt  in  jener  Geraden  eine 
Nnrmalfläche  beschreibt.  Was' man  hier  Erzeugungslinie,  m 
nie  corresjiondirende  Punkte  heisst,  geht  aus  den  Erklt 
rungen  in  A.  hervor. 


Die  Gleichnngen  der  Normale  einer  Fläche  f 
x"-w+di^(z"-t)=0 


nd: 


-S+Siy(x" 


z)=0. 


wenn  x",  f/"  und  t"  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  bezeict 
neu.  Der  Punkt,  in  dem  diese  Normale  die  Coordinaten-Ebena 
(j:,u)  schneidet,  Gndet  sich,  nenn  man  i"=Null  setzt,  und  danp 
folgt: 


a:  +  iai,, 


-3»  +  « 


se  der  Normale  [vom 
Bene    (xy)  gerechnet] 


Punkte  (xyi)  <ttf 


Normale    ^:  \^l+aiiHeV' 

inde    Länge   der  Normale  der   Normul' 
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Bmeicimeii  wir  nun  die  Coordinaten  der  NorroaHlSche  mit  af^  yf 
md  s^  und  stellen  durch  af  und  ^  die  Coordinaten*  des  Punktes 
br,  in  welchem  die  Normale  die  Ebene  {xy)  schneidet ,  so  haben 

«Vl  +  ax,fjt84«:(a+zV'l+8z,«+a2y*)==(a:--a:?):(a:'-.ar*') 

=  z :  zS 

voraus  folgt. 

* 

1)  (x>  — j:)  Vi  f-  8z*«  +  ö%«  +  «az, =0, 

2)  (y'-y)  Vi  +  dt,*  +  az,«  +  «iSz,=0, 

Zy  (»'—»)  Vi+az,»+az^«—a=o. 

Dnrcb  g^easeitige  Divisioii  leitet  man  noch  ab: 

Szx     xL — X 


4) 


a*»     y— y' 

af—x 


5)  8z,=— 


7=T' 


6)  az,=-fef. 


Quadrirt  man  aber  1),  2)  und  3)  und  addirt,  so  heben  sich 
le  Partialdifferentiale  weg,  und  man  hat 

7)  (^-:r)«+(y'-y)«  +  (x'-2)«=a«. 

Yen  den  Gletehuneen  4),  5)  und  6^  ist  jede  die  Foleerung 
ir  helden  andern.  Wul  man  daher  die  Gleichune  der  Normal- 
iche^  hersteilen ,  so  eliminire  man  aus  1),  2)  und  o)  und  der  Glei- 
bung  der  Urcurve  >  oder  aus  dreien  der  4)  bis  7)  und  der  Urcurre 
9  jl  und  %, 

Legt  man  durch  die  Erzeugungslinie  a  eine  beliebige  Ebene, 
I»  schneidet  sie  dieUr-  und  Normalfläche  in  zwei  Gurren «  von  de- 
en  die  erster(e  als  Ur-  und  die  letztere  als  Normalcurve  zu  be- 
"achten  ist;  und  da  jede  dieser  Curven  als  Normalcurve  der 
idem  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Tan- 
Nitial-Ebenen  correspondirender  Punkte  parallel  sind,  und  dass 
minach  von  beiden  Flächen  jede  die  Normalfläche  der  andern  ist. 

Die  Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  in  der  Regel 
'  sehr  combinirter  Form  hin.  Jedoch  weisen  die  ansegebenen 
iminationen  von  ar,  y  und  %  für  die  Ebene ,  die  Kugel  >  den  ge- 
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meinen  Cylinder  und  Kegel»  beziehüch  dieselbe  Fläche  nach.  Die 
Ebenen  können  sowohl  als  bloss  ähnliche,  als  auch  als  congruente 
Flächen  betrachtet   werden ,.  während  alle  Kugeln   ähnlicii  sind. 
Femer  sind   zwar  gemeine  Cylinder  nur  dann  ännlich,    wenn  Ihn 
Höhen  ihren  Durchmessern  proportional  sind;  allein,  da  die  GM- 
chüng  eines  'Cylinders   dessen  Höhe  keine  Beschränkung  gibt,  »  .. 
müssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Nonnalcylin-  ; 
der  als  ähnlich  betrachten.    Um  aber  das  Verhalten  dea  Normal- 
kegeis  zum  zugehörigen  gemeinen  Urkegel  auszumitteln,  steUn  > 
wir  dessen  einjfachste  Gleichung  dar  durch: 


Hieraus  hat  man: 

z  z 

wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandeln  in: 

(»'— z)  vr+3«— a=0. 

Aus  der  letztern  ist 

und  wenn  man  z  aus  den  zwei  ensteru  eliminirt: 

=   '  r       i'Vl  +  A'—a       -1. 

"  '^  L*'VT+:p— a(i+j«)-r 

r       t*Vf+l»-a        -1. 
Setit  man  diese  drei  Werthe  in  die  Gleichnng 
so  kommt 
'wtm  man  setit: 


f  «■ 


i*   •.'■ 


I 


»'  — a  V^l  +  ^«=j"'. 


Uemnach  ist  der  Normalkegel  dem  Urkegel  congruent. 
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\ 

-B«  Wie  IhA  den  Nornialenrveii  9  deren  RecÜficatiön  ned  Qua^ 
dntnr  vermittekt  der  Gleichungen  ihrer  I7rciir?en  .  durcbgf fährt 
werden  konnte»  eo  läast  sieb  für  die  Norroalflächen  deren  Qua- 
dratur nnd  Cnbatur  mit  Hilfe  der  dekhmigen  ihrer  Urfläche  er- 
mitteln. 

Denict  man  sich  durch'  zn^ei  einander  schneidende  und  unend- 
Udi  nahe  liegende  Normalen  der  Urfläche,  und  daher  auch  durch 
die  denselben  correspondirenden  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Normalen  der  Normalfläche  eine  Ebei^e  gelegt,  so  schneidet  sie 
beide  Flächen  in  zwei  Curven.  Von  diesen  Curven  stellen  wir  das 
zwischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  U^curve  durch 
ds  und  das  der  Normaicurve  durch-  ds',  so  wie  die  respectiven 
KrOmmungsh^bmesser  durch   r  und  r'  dar,   so  hat  man  offenbar : 


Mf^UA: 


ds:d$'  =  r:r'. 


ds':=zds  ''=ids.  — 
r  r 


weil  1^=0 +r. 

Euler  und  Monge  haben  zuerst  gezeigt,  dass  man  von  einem 
in  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
tong  gehen  kann,  um  zwei  sich  schneidende  Normalen  und  fol^- 
licli  wirkliche  Krümmunsshalbmesser  zu  finden,  dass  es  aber  m 
der  Tfaat  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt,  in  denen 
solches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  beiden 
-  KrQmmangshalbmesser  ungleich  und  finden  sich  vermittelst  der 
Gleichung : 

+(l+82x«+8V)*   .  J 

Schlagen  wir  nun  eine  apf  obige  Richtung  senkrechte  Rich^ 
tnng  ein,  und  bezeichnen  die  neuen  Curvenelemente  und  Krum- 
mangshalbmesser  respective  mit  da,  do^ ,  q  und  q\  so  haben  wir 
ebenfalls:  '  , 

9  Q      ' 

Piess  gibt  ftir  das  Flächen-Element  der  Normalfläche: 

ind  för  d^e  Fläcb^  selbst: 

w  =JTds  rfff + ofT  d$d9  r±£±± . 
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Daa  erste  Integral  ist  die  quadrirte  Urflfiche,  dte  sieb  bekanntlich 
vermittelfit  des  Integralü 


d»da  nicht  gleich  ist 
dxdy  VH3:.*+S%«, 

;hen    den  seihen    Grenzen    genoraniMi 
i  in  der  Oberiläcbe  einen  Punkt  vor, 
um  welchen  beide  Elenienle 

dxdy  V  1  +  Bi:,*  +  eV  »nd  (^rf« 

genoninien  sind,  nnd  es  sei 

dsda=nda:dy^  l^htx^  +"8is'. 


»■+p-fa 


so  kann  man  sich  für  dieselbe  Region  die  Punktion 

selbe  Grösse  habend  vorstellen,   indem  sie  sich  nur  um  unenHIicIi 

kleine  Zunachse  verändert,    wenn   man  vom   Element  dadt  uin 

andern 


fibergeht , 

rq 
Also  hat  man : 

1) 


dass  demnach  auch 


ndxdy  Vl  +  8i,«+SV . 


f"* 


Der  «wischen  der  Ur-  und  Normalfläche  liegende  Kürpei  bil- 
det eine  -Schaale,  und  der  zwischen  den  einander  corresnondiren' 
den  Fliichenelemeiiten  ds'da'  und  dsda  liegende  Thed  dieser 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Hohe  — «,  und  dessen 
die  Parallelogrammen  Grundflächen  ein  schlt  essen  den  Kanten  d^,  d^ 
und  r/i,    do  sind. 


Für  diesen  abcestamiifteB  Keil  findet  sieb  aber  der  cubisehe 
Inhalt 

Und  setzt  man  hier  wieder: 

dt'=ds^^  und  da'^=:do 

r  if 

und  entwickelt^  so  koifimt 

md  ans  denselben  Grfinden,  wie  oben  bei  der  Qnadratur: 


2)        v'=a  iidardy  Vi + 3*,«  +  8%« 


+ 


\a^ffä.äy>riT^^W*  ^Jr±^. 


In  diesem  Ansdnicke  ist  bemerkenswerth ,  dass  das  rechte  In- 

t^ral  eioen  prismatischen  Korper  repräsentirt ,  dessen  Grundfläche 

-(i^h   der  Urfläche  und  dessen  Hube  gleich  der  Erzeugnngslinie 

«Ist 

Um  r  und  p  durch  ihre  Funktionen  in'  x  und  y  zu  ersetzen, 
luit  man  nicht  nothwendig,  die  obige  ^  rund  ü  liefernde  Gleichung 
suifiralosen«  indem  sich  unmittelbar  aus  derselben  ergibt: 


^     ,a-t-8xx«+8z/)« 

^ 

In  1)  und  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhaft  je 
^as  zweite  Integral  in  zwei  zerlegen,  nach  der  Zerlegung  von 


und  TOQ 


3(g+r)+2a.    3(g+r).2a 
ri^  rg     ^  rQ 


.    Für  den   Fall,  dass  8*jr*S«2y— 8*2x,»«  =  0   ist,    ist  einer  der 
Irrfimmangshälbmesser  unendlich.    Der  andere  dagegen  ist 
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wodurch  die  beideo  Werthe  für  «'  und  v'  übergehen  in: 

ii'  ^JTdxdyy/l  ^dzs^^dzy'^^aJTdxdy  Vti-8i**+0V'F 
'    und 

v'  =aJTdxdy  VT+ä^T+V  +  \  a^JTdxdj,  V"  HS?=F9^.J-. 

Ist  aber  noch  uberdiess 

(l+8z^«)a%— 2ai,gi582zx^+(l+8z,«)82zx=0, 

so  sind  beide  Krfimmunsshaibmesser  unendlich  gross,    was  z^  B. ' 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.    In  diesem  Fall  bleiben  Ton  u*  und  tf 
nut  die  ersten  Integrale.    Wählen  wir  als: 


1.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  gemeinen  Normaikegels. 
Die  Gleichung  desselben  ist:  ' 

Da  hier  8^2x8^1»— d^zx,y^  =  0>  so  ist  der  eine  Krümmungshalbmef 
ser  unendlich,  der  andere  aber  ist: 

A 
Da  man  nun  hat 

l+8ix*  +  8zy*=l+^«, 
so  ergibt  sich: 

Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  letz- 
tere gibt,  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  Integrirt, 


2J» 

wMdb^m  noch  swiMhen  den  Gienaen 


y=0  und  y^\  3»""^* 


BQ   nehmen  ist>    wofern  h  die  Hohe  des  Kesels  vorstellt.    Diess 

t/t/ Va:*+y* 

•  •     • 

»der    . 


jvfc: 


=ai4  /  dxlog 
Van  s^tze  man,  o:  =  ^sioA'>  so  ist 

und  nnser  Integral  geht  nach  und  nach  über  in: 

ah  f  //JtcosA!^log  ( — '  X    J 
=  nAsin^og  (^^^^^•-ahJ'dXsmXd  [«og(^S^  J 
=aÄ  »in  JTlog  Q-^X~J  +  "*^  * 

'    Will  man  zuerst  die  halbe  Oberfläche  des  Normalkegels  >    so 

I    nimmt  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  07=0  uuda:=0, 

^^  d.  h.  zwischen  2l==:0  und  X=zn,  und  verdoppelt  es  zuletzt  fiir  die 

1^^'  ganze  Oberflache.    So  findet  sich: 

f         .  ^ 

'  2ah7t. 

Ffigt  maa  das   erste  Integral,    oder  die  Oberfläche  des  Urkegels 
oodi  hinzu,  so  hat  man: 

«'s:»  (Ä  V  Ä«+A«+2oA), 

h 
wenn  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  3i  =  ^  setzt.     Unter 
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BeDützang  der  obigen  Integrale  ergibt  sich   fomer  der   cnbiecbt 
Inbalt  (der  Schaale) 

Wir  nehmen  als:  « 


1 


2.  Beiepiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  Normal  •Umdrehungsparabololdes. 
Die  Gleichung  der  Urfläche  ist: 

Hieraus  ergibt  sich: 

dzs^px, 

hi^—py,  r 

8hx=8%=p, 

und  diese  Werthe  liefern: 

«._     •  1 

Wir  haben  uns  nun  mit  der  Entwickelong  folgender  drei  In* 
t^rale  zu  beschäftigen: 

JJ'dxdy  VT+p»(x«+y«) , 

PP      dxdg 

Hier  kOnnen  wir  för^  und  ^  auf  Polar -Coordinaten  überffeheD, 
md  setien  wir  den  Radius- Vektor  =^ti,  so  dass  u^zrzx^-i-^,  vaA 
den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Abscissenaxe  macht,  =9^  «•   < 
•tollt  afeh  die  Gleichung  des  Umdrehungsparaboloides  einfacher 

dmch  zsx-pM*. 
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Da  sich  non  das  Flächen^lemeDt  dxdy  durch ^ttc^uifo  ersetze 
Mst,   8o  verwandeln  sich  obige  Integrale  in:  , 


^       ijududn  Vl+p%« , 
PP  ududv 


WiU  man  diQ  Fläche  oder  den  cubischen  Inhalt  des  ganzen 
iraboloides>  so  hat  man  die  Integrale  in  Beziehung  auf  v  zwi- 
lien   den  Grenzen  r^=0  und  t7=^7r  zu  nehmen,  und  hat: 


"Inj  udv  +  "^^Ji  ^p^2 ' 

Die  Integrationen  volizieben  sich  leicht,  wenn  man  setzt: 
lt. nun  die  Hohe  des  Paraboloides  gleich  A,  so  ist 

and  demnach  die  Grenzen  von  u  gleich  0  und  gleich  V Aul 

diese  Weise  hat  man: 

ggfi--  1—1 
p«L*     yri+2phJ 

'  um'  die  Oberfläche  zu  haben,  mässen  wir  das  zweite  Integral 
■K  pa  and  das  dritte  mit  pi'a'^  multipliciren  und  hierauf  alle  drei 
Mkliren.    Diesa  gibt  die 

TbelLXIli.  '  \« 


» 


•  •      •  '  ,       .     242 

'OberflKche         .    -' 
=  2  Ä  j^[(l  +  2pA)l-l]  +  a(h+aH^  log(l+2pA)- y'^l  • 

1 

Will  man  aber  den  cubischen  Inhalt  (der  Schaale) ,  so  ist  du 
erste  Integral  mit  a,  das  zweite  mit  ^P«*  «"^  ^»s  ^"**®  ™* 
irp^a^  zu  miiltipliciren  und  hierauf  alle  drei  zu  addiren. '  So  kommt 

CubiscTier  Inhalt 
=  ««  jJ-,[(l+2;,Ä)5-l)]+«(A+|«)  +  '^'''S(»+2pA)-|^^.^ 

£.  Will  man  aber  obige  Integrale,  statt  zwischeD  Groun 
von  x  und  y,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x'-  und  y  lek- 
nien,  die  wir  durch  (a^y ,  (j?')"  ""«^  (i/O'»  (y)"  bezeichnen,  sowe^ 
den  sich  die  Grenzen  von  x  und  y  darnach  bestimmen. 

• 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  (a:')';  (^0"  «nd  (y')'*  (y')*'  M* 
einander  beziehlich   in  die  beiden  Gleichungen 

(a:'  — .r)  V  1+02x^  +  8x7  +  «&*=0, 
(y-y)  VT+är,H^^  +  fl8x»=0; 

so  »teilen  sich,  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Urcorve,  selbst  wflH 
(y'y  in  Funktion  von  (a:')  und   (y')"   >"  Funktion  von  (orO*  geg«" 
ben  wären,  vier  Gleichungen  zwischen  y  und  x  dar,  und  wir4>fieick*  J 
hen  die  daraus  hervorgehenden  Funktionen  y  von  x  mit 

a)  y=^r{x), 

b)  y^Pix), 

d)    y:^fHx). 

Sind  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ^^  und  ^  F  die  Coordinatenazen  der  Eb«M ; 
(xy) ,  so  sei  die  Curve  BD  durch  die  Gleichung  a),  EC  durch  bV) 
BC  durch  c)  und  />1J  durch  d)  dargestellt  und  das  Viereck  BDEC- 
repräsentirt  die  Grenzen,  zwischen  denen  die  Integrale  zunebMi' 
sind.  Verbindet  man  die  Gleichungen  a)  und  c)  mit  einander,  •• 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  B,  dessen  Abscisse  wir  dnrch' 
Xi^  bezeichnen,  a)  und  d)  bestimmen  deo  Punkt  D,  dessen  Ak- 
scisse  wir  ^=:x^  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  6\  dessen  AbsciM 
==^3  und  eodlicb  bestimmen  b)  und  d)  den  Punkt  £,  dessen  Abtdm 

Es  ist  nun  aber  Viereck  '^* 


24a 

-        ■  •  - 

achdcm  nuo  eines  der  obigen  Integrale  in  Beziehung  auf  p 
Bbommen  worden  ist,  wird  man  es  mit  ^  =  0  beginnen  lassen 
Dd  hl  dilsselbe  nach  einander  die  Funktionen 

y=:fHx),  y=r(^),  y=n{a:).  y^f^iß) 

obstituiren,  Jiierauf  in  Beziehung  auf  x  integriren,  und 

das  Iste  zwischen  den  Gr'en;zen  Xx  und  x^i^ 

das  2te  „    _     „  „        x^  und  a:^. 

das  3te  „        ""  „  „        Xx  und  X'^   und 

das  4te  ,,  „  „         x*i  und  x^ 

^- 
lehmeit,  und  dieselben  mit  den  im  zweiten  Theil   der  Gleichung 
i)  enthaltenen  Zeichen  additiv  zusammensetzen.    Ist  aber  x^^x^^ 
10  muss  BDxiX^  negativ  genommen  werden.  Gleicherweise  ändert 
das  Zeichen  von  CEx^x^,  wenn  ;r4>:r3. 


Hiedurch  bezweckt  sich  die  Quadratur  eines  Stücks  der  Nor- 
nalflächey  welches  von  parallelupipedalisch  aneinandergereihten 
Ebenen,  die  mit  den  Coordinaten*Ebenen  (zx)  und  (zy)  parallel 
aufen»  abgeschnitten  wird. 

Welt  schwieriger  ist  hier  die  Cubatur  auf  solche  Weise,  dass 
ladurch  ein  Korper  bestimmt  werde,  welcher  prismatisch  zwi- 
then  dem  abgeschnittenen  Stück  der  Normalfläche  und  der  Ebene 
xy)  liege;  denn  obig^  Integrale  geben  noch  immer  einen  Kurper- 
heil,  welcher  normal  zwischen  den  correspondirenden  Stücken 
lir  Ur  -  ood  Mormalfiäche  liegt. 

Will  man  zu  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  die  Gleichung 
er  NormalflSche  bestimmen  und  benützen,  so  handelt  es  sich  darum, 
ier  prismatische  Körperstücke  theils  zu  addiren,  theils  zu 
ubtraliiren  >  «loren  , Seitenflächen  senkrecht  auf  der  Ebene  (xy) 
tehen  und  Im  Uebrigen  theils  von  der  Ebene  (xy)  und,  dieser 
leffenfiber»  von  einer  durch  den  Fortgang  der  Erzeugungslinie  a 
;eDildetea  kmmjnen  Oberfläche  begrenzt  werden.  Das  erste  Ge- 
chäft  ist»  die!  Gleichung  dieser  letzt ern  (oder  vielmehr  vier  letztern) 
Q  entwickeln. 

jffieztt  dienen  die  Gleichungen  der  Normale 

xf''-'X+Bzs(z"  —  z)=0 
Bd 

'      y"-y+Bzy(z"-z)=:0. 

o  x^,  y"  und  z"  die  Ordinatenwerthe  der  Normale  bezeichnen^ 
Siirend  neide  Gleichungen  noch  überdiess  x,  y  und  z  enthalten. 
elfattlnirt  sich  vermittelst  der  gegebenen  Gleichung  der  Urcurve. 
i^rauf  wird  man  nach  einander  die  oben  bestimmten  Funktionen 
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y  ((a)^  b),  c)  und  d))  statt  y  substituiren ,  and  zwiacben  beiden 
das  noch  librig  bleibende  x  eliminir^n.  Die  Eliminationsgldchimc 
wird  dann  jedesmal  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  ar%  f^  no 
z"  jener  Oberflächen  sein. 

Die    theilvveise   Coordiiiaten  -  Verwandlune  im  obigen   zweiten 
Beispiel  führt  nris  zur  der  Betrachtung  im  ßlgenden  Aufsatze. 


lieber  {gemischte  Coordinaten« 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Wnrteinberg. 


Es  ist  bei  der  Behandlung  der  Korper,  so  wie  bei  dieijeniMB  ^ 
der  Flächen  und  Curven  des  Kaumes,  oft  sehr  zweckrofissigy  wAA 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar -CooralDitn  j 
ein  Geroisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  Diess  kanDf^J 
schoben,  wenn  man  die  Axe  z  unverändert  lässt,  daffweomli 
X  und  y  einen  in  der  Ebene  {xy)  liegenden ,  bis  an  diejProjekfiM  ' 
eines  betrachteten  Punktes  gezogenen  Radius- Vektor ^  und  dflt 
Winkel  et  nimmt,  den  derselbe  mit  der  Axe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  Cubatur  und  Quadratur  der  krummen  Obe^ 
flächen,  so  wie  zur  Rectitication  der  Curven  des  Raumes  gestat 
ten  sich  für  gemischte  Coordinaten  wie  folgt. 


A.    Cubatur. 

Denkt  man  sich  im  Körper  einen  beliebigen  Punkt,  Ifisst  der- 
•en  Radius -Vector  um  dty    den  Winkel  a  um  du  und  «  um  cb. 


V  - 
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waebsen,  so  bestimmeD  die  drei  auf  einander  senkrecbt  stehen- 
den Kanten  dvy  rda  und  dz  ein  Parallelepipedum,  dessen  Inhalt 
firdzdx  Est.    Demnächst  ist  der  cubisehe  Inhalt   V  des  Körpers 


=fff 


rdrdzdcc  • 


B.    Quadratur  der  Oberfläche. 

Es  stelle  (Taf.  Itl.  Fig.  5.)  BCG  einen  mit  der  Ebene  (a;y)  oder  (ra) 
parallelen  Durchschnitt  dar,  in  der  Entfernung  z  des  letztern  von 
(ra),  und  eben  so  C  einen  in  obigem  Durchschnitt  fixirten  Putikt. 
Auch  sei  AX'  mit  der  ursprünglichen  Axe  der*a:  parallel,  so  dass 
^CAX'^=^c(,  Nun  lasse  man  a  um  da  wachsen,  so  dass  BAC 
=da.  Dann  wird  BEzzzdr  sein,  so  genommen,  dass  z  constant 
gedacht  Ist,  wodurch  BE=8radtt  wird.  Hierauf  denkt  man  sich  , 
i  beliebig  um  dz  wachsend  und  legt  durch  r  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der  mit  (ra)  parallele  und  von  (ra)  um 
t-^dz  entfernte  Schnitt  werden  sich  in  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  Z>  heissen.  Ziehe  ich  nun 
Ton  D  ein  Loth  DD*  auf  AC,  so  stellt  CD*  das  Wachsthum  von  , 
f  vor,  so  genommen,  dass  nur  z  variirt,  dagegen  a  constant  bleibt. 
Demnach  ist 

*       ^      CD'-Sr^dz. 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  die 
Unten  '  .  y 

BC=daV^f^  +  Sra^ 

V 

uid 

% 

■  I 

^1^  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels  ergibt  sich 
fter  nach  der  sphärischen  Trigonometrie,    wenn  mau  cos BCD* 
Mit  CKmDCV  mmtlplicict.    Demnach  ist: 

-^  cos/>CÄ=cosZ>C/>'.cosÄCD' 

8ra  Sra 


feiglicb 


loatib  das  Elemenlarparallelogram  eelb 

=  BC,  DC.sinl)CB  =  fl«dz  ^  ^(i+dr^*)+Sr^. 
So  tindel  sich  also  die  krumme  OberllHche 

C,   Kectiricatiod    <ler   Linie   des    Raumes. 


Hier  findet  eich  nur  Eine  unabhängige  Verfinderliche,  und  »ir 
nehmen  a  als  solche  an.    Die  Transversiile  des  Parallel efiipedam^J 
dessen  Kanten  sind  rdtt,  Sradu  und  diada,  ist  aber  gleich 


=/• 


Demnach  lindet  sich  der  Bogen  unserer  Curve 
'da  V^+S;„^  +  Br„9. 
Als  Anwendung    hievon  geben  wir  Folgendes: 

a).     Eine    ebene   Curve  bewegt  sich   mit  sich  selbst  pai^ 
nach  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten   Richtung,    während  | 
noch  überdieSB  um  eine  feste  Axe  rotirt,   so  dasa  der  I 
Winkel   der  Erhebum;    stet»  propoilional    ist  und  dass  eben  jj 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht.     Es  soll   nun  diel" 
chung  der   von    der   Curve    beschriebenen    Oberfläche    dargera 
werden.  Es  belinde  sich  in  der  Ebene  (;r^)  (Taf.IlI.Fig.6.)  dieC 
//>,   für  welche   die  Gleichung  y^f(x)  gegeben    ist.     Hat  a'" 
nun   auf  angegebene   Weise    um  i  über   {xy)    erhoben,    so 
LB  ihre  Projektion   auf  (,xy)  vor,    so  wie  EX  und  EY  die  F 
jektionen  ihrer  Coordliiaten-Axen,  die  mit  der  Curve  rotlren, 
rend  wir  die  Axe  i    in  die  Rotationsaxe   verlegen.     Nehme  ii . 
LB  den  heliebi^en   Punkt  C  an,   und    ziehe  das  Lolh    CD, 
ist  CD   die  Ordinate   und  ED  die  Abscisse  desjenigen  PunH 
■von  welchem    C  die  Projektion   ist,    und  setze  ich  Efl^J^J 
C/>=  F,    so  flndet  zwischen    X  und    Y  dieselbe  Gleichrnig  S 
wie  zwischen  x  und  y,   d.  h.  man  hat 


Den  Drebungsv 


y=fi,x). 

inkel  XEx  setze  ich  =zß, 
X=yH\nß\xilosß, 
Y=«coEß-a-^mß 


Alleiil  da  ß  dem  :  proportional  ist,  so  setzen  vvir/J= 
so. die  Gleichung: 
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y  cog  {An) — X  sio  {Az)  :=fli/  &io(  Az)  +  x  cos  i^Ax)  ] . 
»etzen  wir  nun 

^=rsmtt 
tnd 

a:s=rcosay 

>o  oimint  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 

r  sin  (a— A£)  •==■  flfcos  (a — Ai)] . 


I.   Beispiel. 

Setzen  wir  als  Erzeugungsiinie  eine  Gerade,  die  äurch  die 
RotatioDsaxe  geht,  so  ist,  wenn  sie  Anfanges  mit  der  Abseissen- 
äie  selbst  zusammenföllt,  ^==0,  d.  h.  Az=a  die  gesuchte  Gleichung 
der  erzeugten  Oberfläche,  und  es  weist  sich  demnach  r  von  z 
ind  a  Tölng  unabhängig  aus. 

Wollen  wir  nun  zuerst  den  von  unserer  Fläche  begrenzten 
Iturper  cubiren^  so  haben  wir 


^A^'SP^' 


re  r  zwischen  den  Grenzen  r=:0  und  r^=iT'  genommen  ist  Hier- 
«r  kommt 


=  2'^!/  ^** 


'0  das  Integral  mit  a=0' beginnt.    Die  andere  Grenze  aber  ist 
^A%9  WbA  60  haben  wir: 


F=r2^r'«J  Arfi=ir'«2M, 


^0  auch  hier  das  Integral  mit  z=0  anföngt.    Nimmt   man  eine 
ftile  Umdrehung  5  so  ist  z=--2-,  und  man  hat 

so  gleich  der  Hälfte  eines  Cylinders,  dessen  Hohe  =z  und  Ra- 
us =:r. 

F€r  die  Quadratur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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'F=  rCdadz  Vr«(l  +  3r,«)+ara* 


unbrauchbar y  weil  für  diesen  Zweck  nothwendig  ist,  dass  «  unit^ 
<  von  einander  unabhängig  sind,  während  im  vorliegenden  Falk 
r  yuUig  unabhängig  ist,  und  zwischen  z  und  et  die  GleieboDjfl;  fsA* 
stirt  Az=:cCf  eine  Bemerkung,  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Gn- 
batur  nicht  machen  lässt,  weil  hier  dz  im  Innern  des  Korpem  / 
ganz  beliebig  genommen  ist  und  die  Abhängigkeit  Az^=ia  erst 
nach  der  Integration  in  Beziehung  auf  cc  bei  der  einen  Grenze  tarn 
Vorschein  kommt.  Es  ist  daher  nuthig,  die  Abhängigkeit  auf 
eine  andere  Veränderliche ,  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  ali-- 
dann  r  und  a  als  unabhängig  erscheinen.  Auf  diese  Wdse  ht 
ben  wir 

t7r»= -g —   und  cra=^ö —  =  "ö — 5 — ^==  ö~  • 

OZr  dar         OazOZr         OZr 

So  bat  man  denn: 

F-  rCdttdr  Vr«  (l+8zr*)  +  öi«»  • 

Nun  aber  ist  dzr=^0  und  dza=--2>  folglich 

F=zrrdadr\r^  +  ^' 
Die  Integrationen  aber  geben: 

F=:^-5J^[r  Vl+.4^*  +  ijlogM+Vl+^«ra)]+C, 

wo  -C  und  C  die  beiden  eingegangenen  Constanten  sind. 

Für  r=0  ist  auch  der  Flächengehalt  =Null,  und  soll  eraMh 
für  a=:0  gleich  Null  sein,  so    hat  man: 

F=^ [ r  VTf3^2  +  3 log M  +  Vl+^)] , 

» 

wo  für  eine  ganze  Umdrehung  a  durch  27t  zu  ersetzen  ist. 

Verbinden  wir  mit  der  Gleichung  Az=:a  noch  r=zc,  wo  c 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubenlinfe.  Wol* 
len  wir  sie  rectificiren,  so  ist 


S.<.  =  ^u„d5r.=0. 


daher 
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»n.  t  mit  a=0  aofangein  soll.  ElimiDirt  man  A  und  c^  so  kommt 

td  fBr  eine  ganze .  Umdreliung 

•Idies  die  Hypotenuse  ,des  rechtwinkligen  Dreiecks  istji   das  Zy 
id  den  Umkreis  des  Cylinders  vom  Radius  r  zn  Catheten  liat. 


2.  Beispiel. 


Setzen  wir  eine  Gerade »  die  niclit  durch'  die  Rotations^e  z 
ehty  so  können  wir  sie  uns  Anfangs  mit  x  parallel  in  einer  Ent« 
irnung  ,v  =  ^  denken.    Alsdann'  ist 


a 


sin  («^ —  Az) 
ie  Gleichung  der  Oberfläche. 
Die  Cubatur  gibt  zuerst:* 


r^dzda 


n  C  die  eingegangene  Constanze ,  oder 

=  ^  /*<fo[cot(ff'— i<*)— cot(«"-^*)], 

v^nman  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  a=a'  vLnia=€t" 
iimmt.  / 

Nehmen  wir  nun  das  Integral  in  Beziehung  auf  z,    so  haben 
flr 

o   O  die  Constante  ist. 
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Soll  der  Cubikiiihalt  liir  z=0  verschwinden,  so  ist 

logC= — log-; — i 
°  -  ®  sina' 

N 

uud 


1 


o*        l'sino^  siD(tf^  —  -^3^)1 
^=  22  ^''S  Lsina*^8ln(a'— JiU ' 


Diess  ist  der  eiibisehe  Inhalt  eines  KOrpers,  der  einerseits  vm 
der  Icrummen  Oberfläche,  anderseits  aber  von  zwei  paralleles  «i 
z  von  einander  abstehenden  Ebenen ,  so  wie  von  zwei  andera  aif 
den  letztern  senkrecht  stehenden  und  sich  unter  dem  Winkel 
a^ — a'  in  der  Rotationsaxe  schneidenden  Ebenen  eingeschlossen  iiL^ 

Zur  Quadratur  der  Oberfläche  aber  hat  Tnan,  unter  Anwen- 
dung der  Formel 

F  =  fTdadx  V  r^l +dr,*) + 3r,« , 
aus 


r= 


sin  (a — Az)  * 


8»'a=  — "s 


acos(a'—'Az) 


und 


sin(a  —  Az) 


;u  __'  ^ocos  (« — Az) 
^»-   sin(a-Jr)«    " 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

=  - 1  a  ßdz  cotg(cr— ifc)  V  1  +  A^a^coig(a  -  As^ 

-  ^rd2\og[Aacotg(a-Az)+  STl  +  i4 Vcotg(« - -42)*]+  C*. 

Sucht  man  diejenige  Fläche,  die  von  einem  bestimmten  TM 
der  Gefaden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfang  der  Bewegung  zwi-i 
sehen  den  Grenzen  a=«^  und  a^axf'  enthalten  ist,  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  azso^-^-Az  und  a=a^-|'^ '■^ 
nehmen  und  dann  kommt: 


F=~ at'  [cot«*  Vi  +  4»««  cot«'«  -  cot«"  V  1  +  ^««cot««*| 

ffir  die  Grenzen  z=0  und  x=2\ 

Wird  nun  durch  eine  geradlinige  Figur,  vermittelst  oben  be- 
Bchriebener  Beweg^ung,  ein  Kürper  erzeugt,  so  ist,  «venu  die 
Gnmdlädie  (eben  jene  Figur)  gleich  C  gesetzt  wird,  das  Kt^per- 
oienieDt  deslselben 

dV^Gdz, 

Iblglich   F^Gzy  wenn  das  Integral  mit  2=0  beginnen  soll. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man,  uin  den  e üb i sehen  Inhalt 
6iiies  solchen  Körpers  zu  bestimmen,  nur  die^Grand- 
nSehe  mit  der  Hohe  multipliciren  darf.  Zur  Bestimmnne 
1er  Oberfläche  jedoch'  dient  obige  Endformel  für  F,  Nehmen  wir 
ib  Erzeuffungs^ur  z.  B.  das  gleichseitige  Dreieck  >  dessen  Seite 
=j|[«  und  lassen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelpunkt  drehen, 
w  ist 

«=  ^ 


2V3' 

9immt  man  hierauf  als  erste  Grenze  an  a'=g^>  so  ist  die 
.weite  u"z=:'j^,  so  dass 

cotg «^  =  +  VS^  und  cotga"  =  —  VS". 

Heraus  ergibt  sich  für  die  ganze  Oberfläche  des  erzeugten  Kor- 
^s  nach  einigen  Reduktionen: 

iohsfitiliren  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
br  Seite  g,  so  ist  ö  =  rt'>  und  nimmt  man  «'=  j »  so  ist  a"=-2r-^ 
!Ot«^=l   und  cota'':= — 1.      Diess  gibt: 

F=:^' ^^r+^x«  +  ^' (log '^^tMqiS) . 


^f< 
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Wollen  n  ir  aber  eine  Oberfläche-  quadrii 
gung   einer  ebenen   Cnrve    erzeugt   nird. 


3 


Jie  durch  die  Bei 
itelten  wir  uns  <!ie- 
selbe,  nie  diess  bei  der  Differeiitialrechnurig  immer  der  Fall  i>i 
als  ans  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  geraden  Linien  Ijc- 
stehend  vor,  so  dase  jedes  da'  einStüclc  derselben  zwischen  sitli 
fasst,  indem  wir  uns  die  Curvc  in  der  Ebene  (xy)  liegend  vor- 
stellen. 

Die  Formel 

F=  I  aifcoto'  Vl+-4*a»cotB-*  -  cot«^  V  l  +  J^a'' cotd"*] 
_z_/       >Jacottt'  +  Vi  +A'ä^cot  a'-^\ 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  (»ewnn- 
denen)  Streifens  der  Oberfläche  geben,  wenn  wir  a"  ^ü'^dti 
setzen,  und  a  die  Entrernun>;  des  betrachteten  Elementes  der  Gurre 
oder  dessen  Verlängerung  voiii  Fossiiunkte  der  Rotatioosaxe  i 
darstellt. 

Setzt  man  aber  in  obieer  Gleichung  t!"=a'+rf«',  wo  <2ti' das 
Wachsthum  von  «'  vorstellt,  so  entwickelt  sich  aU  Differeotial 
der    Oberfläche,    wenn    »vir    auch    von  a"  den   Apostro|ihen  im 


dF=^ 


sinK* 


Will  man  hier  integriren,  so  ist  vorher  noch  der  VeränderllcH 
aus  der  Gleichung  aer  Curve  in  Funktion  von  a  herzustellen.  I 
ist  aber  für  jede  ebene  Curve,  deren  Gleichung  zwischen  i 
rechtwinkligen  Coordinaten  ic  und  y  gegeben  ist. 


_  .t8  V  —  y 


Nehmen  wir  als 


Einen   Kreis,    der    sich    nach    oben    angegebener  WriseL 
einen  Punkt  in  seiner  Peripherie  bewegt,  so  ist  dessen  Gleiu 


und  diess  gibt: 

dF^^—'lRidtt  coKa 


VT+3fl*-l*cosö*cot«ä  ■ 
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man  das  Integral  bievon  zwischen  den  Grenzen  a=:0  add 
=3^»  imd  verdoppelt  es»  so  hat  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  könnte  sich  die  Aafgabe  stellen,  Curven  zu  bestimmen, 
e  das  Integral  der  Oberfläche  in. endlicher  Form  liefern.  Hie- 
^  dürfte  man  nur  a  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

e  verlangte  Integrabilität  besSsse,  wo  dann 

xdy—y  _ 

ie  Gleichung  der  gesuchten  Curve  darstellen  würde.    Setzt  man 
B.  a  =  cota  oder  a=tga,  so  hat  man 


ler 


dFz=:  —  2  cot  Cid  (cot  a)  V  1  +  4*  cot«* 


cot  cc  ' 


a:d^ — y  ^ 

Ifet 

nd    die    Differentialgleichungen     der    zugehörigen   Erzeugungs 
urven. 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  «ich  gemischte  Coordinaten  ßir 
le  Anwendung  auf  Curven,  welche  auf  gegebenen  Obetrflächen 
ine  constante  Neigung  haben* 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Curve  des  Raumes  vor  und  lese 

e»  beliebige  mit  (a:i/)  oder  (ra)  parallele  Ebene  Y'AX'  (Tat.  ifl. 
;7.),  welche  die  Curve  im  Punkte/2  schneidet,  so  ist^lfgteich  dem 
ladins-Vector  r.  Denken  wir  uns,  von  R  aus^  genommen,  ein 
lemeiit  ds  der  Curve,  so  sei  M  die  Projektion  des  atndern  End- 
inktes  P  auf  die  Ebene  Y'AX',  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
inkliges  Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  PRM die  Neigung  der 
nrve  ist    Wir  setzen  tgPRM=zA. 


Da  nun  PM=di  und  RM—V'r^da^  +  dr^,  so  i^t 

dz=AVr^d^TdT^ 
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oder 

wo  man  sieb  nur  Eineo   uQabhäo|^igeii  Ver&nderlichen,    etira  9, 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  einer  Gurve  zu  tbun  hat 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung,  in  welcher  A,  fUr  etm- 
stallte  Neigung«  unveränderlich  ist,  die  Gleichung  der  krumniefl 
Oberfläche,  so  ist  dadurch  die  gesuchte  Curve  yollig  bestimmt 


1.  Beispieh 

Es  stehe  ein  gemeiner  gerader  Kegel  mit  seiner  GnmdflScbe 
auf  der  horizontalen  Ebene  (ra),  so  isÜ,  wenn  R  gleich  dem  Ri* 
dius  der  Grundfläche  und  h  gleich  der  Hohe,  die  Gleichung  des- 
selben 

R(h-z)=zhr, 
womit  sich  noch  verbindet 

Sz  =  jV^r2öft2  +  8r«. 
Diess  gibt  82== ^- ,  und  eliminirt  man  dz,  so  kommt 

welches  gibt 

Br  AßSa 


] 


wo  das   negative  Zeichen   genommen  ist,  weil  r  abnimmt,  vrenn 
€c  wächst.     Die  Integration  liefert 

ARcc 

logr=—    ^-         +  C 

Nimmt  man  an,    dass  für  den  Anfang,    wo  r^=R,  «=0,   so  ist 
C  =  logÄ  und 


.      r ARa 

^^R'^'^Yw-^!^ 


oder 


ARa 

r  =  Re       V/F=:.-«^ 


\i 


t. 
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I  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo^ritbfliea.  Da  r  mir  fär  a=±Qe 
idi  NbU  werden  kann>  so  erreicbt  die  Curve  die  Spitze  des 
gels  nur  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  GSng^n.  ' 

Die  JRectificaüon  dieser  Curve  aher  vermittelt  sich  durch  die 
inng 


—  Cda  VrHSra«+8za«. 


iDiiTch  Elimination  von  r,  Sra  und  dz«  entwickelt  man 


RhV^l  +  A^    C^ 

f=,^        — : I   dae 


Vk'-A^m 


ARa 


imt  man  den  Anfang  des  Bogens  för  tt=:0,  ^o  ist 

c=4vt+:p 


,=5^1 +^^1 


ARa 


VÄ»^ 


«  — ^il«\ 


ganze  Curve  ergibt  sich  ffir  «=:  oo,  und  dann  hat  man 


2.   Beispiel. 

Substituiren  wir   dem  Kegel   ein   Umdrehungsparabolold ,    so 
dessen  Gleichung 

2;i(A-z)=ra, 
ibe  verbunden  mit 

Gleichungen  der  Curve  liefern. 
Die  erste  gibt 


&=- 


liblglicb 
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woraus  man  ableitet 

Apda  = Vr* — p^A^  • 

Die  Integration  bewerkstelligt  sich  bald,  wenn  man  setzte 

und  so  kommt 

Soll  (ur  2  =  0  auch  «=0  sein,  so  Ist  r^=2pk  und 

und 

eine   Gleichung,  welcher  man  vermittelst  der  Formel 

tg^    tg'^-tgU  +  W 

und  einiger , Reduktionen  folgende  Form  geben  kann: 

tg  (V2j»Ä— p2^a  —  Vra-;>*i4a— ^pa) 

/?^(2pA-r«) 

'^  2ph  Vr«-^«2|2 +r«  V^^A— pM« ' 

die  in  Verbindung  mit 

2p(A— 2)=r2 

die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

Da  T  nicht  =:Null  werden  kann,  ohne  dass  obige  EndgM- 
dmnff  etwas  Imaginäres  darbietet ,  so  folgt  daraus ,  daas  die  Curve 
den  Scheitel  gar  nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist.  Der  fcleini^j 
'WeTth,  den  man  r  geben  kann,  ist  r^pA,   und  dies«   gibt 

BMton  Werfh  für  z^h—^pA^. 


« 

2SMi  ZjPredc  der  AoctifiGatipji  bat  man 


Iglich 


s 


WiH  man  «  mit  3=0.  d.  h.  mit  r*=^A  beginnen  lassen,  so 
inunt 


id  niiDint  man  fär  r  den  muglioh  kleinsten  Werth  pA,  so  ist 

*^ — 23 — (2Ä— />i<a). 


-  #3«  Beispiel.  , 

% 

Wenden  wir  dieselbe  Tbeorie  auf  ein  Umdrebdn^s  -  Ellipsoid 
1^  dessen  grOsster  Kreisdurcbscbnitt  mit  der  Horizontaiebene 
isammenföllt 

• 

Wir  baben  för  die  CMeicbuHg  desselben,  wenn  a  und  b  die 
Men  Halbaxen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  r'=6*— -^z*»  we- 
it sieb  verbindet 

ierans  leitet  man  ab: 


-^2ft4 


etzt  man 


=0:», 


■grbeltet  man  sich  leicbt  twok  Integral  hin: 


VI 


I 

tgLV         A»(^(b^—r^      J*"        Ab       tgLlf  ia*+J*6*)(ll 

+  < 
Lässt  rnan  den  Winkel  «  beginnen  mit  r  =:  6 ,  so  hat  man 

und  wir  können  unserm  Integral  leicht  die  Form  geben: 

Ab        tgL\  r*(«H^«6a)-^«64J~tgLlf  r«(aH^«83Ö^ 


6^ 
oder  wenn  wir  r^zuft* =«*  setzen: 


4bz 


Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht,,  indem  sich  < 
z  kein  grösserer  Werth  geben  lässt  als  2=~7======unddenirl 

kleinerer  als  r=--p======-« 

Für  die  Rectification  aber  haben  wir 

oder 


dessen  Integral  ist: 


.^m^^T^^c.     . 


Ab 

Lassen  wir  s  mit  «=0  oder  r=6  beginnen^  so  ist  C- 
jind  es  ist: 

Für  die  ganze  Curve  aber  ist: 


I»0 


AI  ««  + 


A* 

A*b*' 


Für  den  besonderti  Fall,  dass  dati  Eliipsoid  m  eine  Kasel  fiber- 
seht, deren  Radios  ^R,.  hat  man  a=^:=R,  und  die  beiden  Glei- 
änngen  der  Carve  sind: 


r«=  Ä«  - 1« 


and 


^: 


""3      tg 


a=3 


Fi/"-  »'(H^')  1    I  r        ^  1 

LY  o«-»«(l+il»)J"*"  tgLVrf«-*»(i+4«)J 

^  * 


wShrend 


«.^gi. 


fcmif,?  Vfir  d»  fttiie  Cmtte  aber/  vvti  r  nur  Ms  auf  ig»^..j  j    itt 


ji 


< = 


R 


\- 


I 

V 


b- 


11* 
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Velber    die    Rotation    eines    Körpers, 
der  nur  in  £ineni,   mit  der  fixen  Ro- 
tationsaxe    unabänderlicli    veribnnde- 
nen,  aber  ausserlialb  derselben  ^eli 
g'enen  Pnnlite,  Debatten  iivird' 


Herrn    Brenner, 

'iittling'on  im  Knnigreicb  Würtemberg, 


Es«ei(Taf.in.  Fig.80  die  Rotatrohsaxe  ßT,  dermitdeMd 
unabünilerlich  verbundene  Punkt    G,    so  dass  das  Loth  GT^ 
corstant  ist,  and  im  Punkte  G  nerde  ein  um  RT  rotireoder  n 
per  gehatten.     Wir   tvollea  nun  die  Lage  des  Kürpers  bestinu 
so  nie  an(!ere,  hieher  gehörige.   Umstände  entwickeln. 

Ich  nehme  G   als    Coordinaten -Anfang,    lasse  die  Axe  i 
nemlich  GX,  mit  dem  Lothe  GT  zusammeafallen,  zieh«  die] 
der  I,  GZ,  mit  der  Rotafionsaie  RT  parallel;  dann  wird  die  1 
der  u  in    G  senkrecht  auf  lieiden   stehen.  —    Hierauf  denke  f 
mir  im  Körper  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y  t 
A,  van  dem  aus  ich  ein  Loth  AB  auf  die  Ebene  (i.r)  oder  1 
.  Vnm  Punkte  B  ziehe  ich  noch  die   Lothe  NBO  und  J 


BN= 
AB= 
BM= 

£bene  ZGTR   liegende  Axe   G//, 

hierauT  die  Lothe  CT  und  CL.  und  verlängere  HIB  nach  D. 
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HicFtutf  aetie  icb:  ->    < 

ACf-r, 
GC=t,  . 
^ACB=w, 

»  hat  man: 

•V. 

i?C=rcostr, 
AB=Lr%\nwy 
CD=^r  cos  wsina, 
BDt=rcoswcos€( , 
GL=z  icostty 
CL=e8ina; 

id  hieraus  folgt  für  die  Coordinaten  des  Atoms  A: 

o; = a  cosa -f- r  cosco  sia«  y 

yzzirsinWf 

z  =  £  sina  —  r  costo  cos« . 

Durch  die  Rotation  entsteht  eine  von  der  Rotationsaze  ah 
»hende  Centrifogalkraft^  und  denken  wir  uns  dieselbe  jedem  Atom 
ngeprästy  so  können  wir  den  Körper ,  wenn  und  wofern  er  eine 
^en  die  Rotationsaxe  unabänderliche  JLage  angenommen  ha^ 
■i  im  Gleichgewicht  befindlich  betrachten,  indem  sich  dessen 
»B  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Räume,  wegen  der  constant 
iraiii^;e8etsten  Rotationsgeschwindigkeit,  leicht  angeben  lässt 

«  Beseiehnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  8j  so  ist  die  Cen- 
lAigalkratt  des  Atoms  A 

7=za*,AO  nach  der  Richtung  OA. 

whr  r  um  dr,  w  um  dw  \m&  e  vaa  ds  wachsen,    se  kann 
,   wenn  die  Dichtigkeit   des  Körpers,  mit  q  bezeichnet  wird, 
b  Masse  des  Atoms  ausdrücken  durch 

grdrdBdw . 

ft  ist  demnach  die  Grösse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Uitang  OA  gleich 

Qa^rdrdedw»AO. 

brieten    wir  diese  Kraft  in   ihre   Coniposanten  nach  den  Ann 
p,g  und  z,  so  haben  wir 

|(^niUel  mit  a:  wirkende  Kraft =— ^*r<frifcdtt7.cos -4  Oi? 


^1*  , 

2C2 


•in  parallel  mit  1/  wirkende  Kraft  ^  ~ ^sr^drdtdwBmui , 
„        ..    .         ,,  .,      -NulU 


Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Ate  der  t  die  Schwere  g,  fol( 
ist  die  mit  x  parallel  laufende  Griiäse   der  Bewegung 

= — gqTflrdtdto . 

Endlich    Beizen    wir    noch    den    Druck,    der  in   G  auf  den  Küi-  , 
per  ausgeübt    wird,  parallel    mit  x,    y  und  t,  gleich  u,  v  und« 
w.fhrena  die  Coordinaten  dieses  Punktes  alle  gleich  Null  sind. 

Somit  gestalten    sich  die  sechs    Bediogungen    des    Gleichge- 
wichts, wie  folgt: 

Fifr  die  den  Coordinaten  parallelen  KrSftei 

1)  M — pf'  I  j I  TdriIcdu>{E — ecosci — ^rsin«cosK')=0, 

2)  r  — pa»  rrC^drdtdvo  sinw=0. 

3)  »p-ffp  jfßTdrdtdw^i). 
Vüt  die  Momente: 

4)  ^'///  ''<'"'**i"'sin(r(ic08«  +  rcoew8lB«) 

5)  gH  III  rdrdfdw{tcoBix\^rcoawB\Da) 

6)  g^rfrf^drdidw^\nw 

—  tpfl*  ///  '^*fr"(/(rf«'sinw{EsinK — rcoswt;os«)=0. 

Nehmen   wir  als    einsiges   Beispiel   eine   cylindrische  SM 
deren   Axo   mit    GH  zusammenfällt,  so  sind  die  [ntegi  ' 
(M«  Lsn^  der  Stange  ^/  nnd   der  Hallimcsser  ^^R, 
hung  auf  i  zwischen    den  Grenzen  i  — 0  vnd  e=/,    in 
auf  r  zwischen   r^O  und  r^lt,    und  in  Beziehung 
sehen  wrsO  und  wi=2rt  zu   nehmen,    so  dass  aÜe  liitiBf 
s«lb«t  in  ihren  Grenzen,  von  einander  unabhängig  sind. 


ykn  bat  aW,  swldehen  d«n  CrDaDSfln  w=^Q  latni  ws^2m 

dw  co&w  =  «in  tt? =0 , 


/• 
/ 


dw  e\iiu>  =  —  cosM^  SS  0 , 


dw  sintu  cos  to  = — j  ^^s*^«' =ö  * 


dwQosw^=-T6m2w  +  jw=» 


Man  wird  daher  alle  Differentiale^  in  welchen  sinus  und  co- 
I  von  w  und  deren  Produkte  zum  Vorschein  kommen,  weg- 
»n  und  nur  costi;^  beibehalten.  Mittelst  dieser  Bemerkung  wird 
liald  baben : 

1 

7)  t«=eö*Ä%/(jE  — j/costf), 

8)  wss^^  i2*ir/  =  dem  Gewicht  der  Stange. 

Gleteiran^en  4)  und  5)  aber  werden  identisch  Null,  wäbreml 
sfart: 

6^/coscK— 6jE0%ina  +  »®sinacosa(4/^— 3Ä*) =0, 

be  zur  Bestimmung  von  a  dient 

Pfir  den  Fall,  dass  man  nur' eine  materielle  Linie  im  Auge 
kann  för  7)  und  8)  R  nicht  gleich  Null  sein,  weil  die  Linie 
esem  Falle  die  wirklich  maäematische  Linie  wäre.  Allein 
(  ist  gleich  der  Maside  der  Längeneinheit,  die  wir  för  die 
Helle  Linie  z:zm  setzen. 

Blngegen  mufis  in  9)  wirkticb  12=^0  sein,  weil  auch  bei  der 
fieoea  Linie  R  gegen  /  verschwindet.  So  haben  wir  also 
ie-ttaterielle^ Linie,  wenn  wir  deren  Länge  s=f  setzen: 

10)  u  =  m9^t{E—;^lfcosti)y 

11)  w^^mgt, 

12)  S^fcostf— 3£8*sina-f  2rs*sinacastt=0. 


^  \ 


Betrachten  wir  aber  den  Fall,  wo  es  sich  um  einen  auf  einer 
Ini  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 
wir  bloss  nothig,  die  zwei  rechten  Seiten  von  10)  und  11) 
leziehung  auf  /'  zu  differentiiren ,  und  dH  mit  m  sich  ver- 
lelzen  %a  lassen;  hingegen  12),    welche  bereits  mit  V*  vfe^ 


(lividirt   worden  Ut,   wieder  mit  ^''  eu  miilttpHcirMi .   und  h 
ebenfalls   in   Beziehung  aar  l'  zu  differenliiren.    Auf  solche  We'iU  | 
haben  wir,  wenn  die  Länge  der  steilen  Geraden  ^P"  ist: 


13) 

14) 

13) 

Die  aus  u  und  i 
3  mit  der   Aze  a 


«  =  ma=(£— rcös«). 


ffc<lsu~ElI^'s\aa  +  F'«'^ 


)  [13)  und  14)]  zusanimeiiseeetEte  Resultantt 
deu  Winbel  u    machen.    In  der  Thal,  settt 


=tg«. 


u      »"(E  — /"cosq) 

HO  entwickelt  sich  hieraus  15).     Uicae  Bemerkung   lifsst  sich. 
der   für  die    eylindristhe  Stunge,    noch    l'iir  die  materielle  C 
machen,  denn  dort  würde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gl 
gewichts-Lage    annehmen.     Jeder  Atom  stört,    wegen  des  f( 
Zusummenhanges ,  den  andern,  und  die  (iesammtwirkung  ist, 
die  Axe  GH  eben  den,    durch  <J)   oder  12)    bestimmten  Winl 
mit  der  Ase  x  macht  Diees  zeigt  eich,  wenn  man  l  oder  /' 
um  dl  oder  ift  wachsen  lässt,  und  dabei  zusieht,  ob  dadurch 
a  einen  Zuwachs  erleidet.     Uifferentiiren    wir  daher  U)  und  1 
V  Beziehung  auf  a,    l  und  /',  so  haben  wir,    wenn  noch  reai 
Q)  und    12)    selbst  mit    den    entstandenen   Differentialgleicl 
verbunden  wird; 


d(i=dl^j.. 


t'(4f +  3«?) 


3     i(/cosa*  +  Ea^siniü* 

Diese  Gleichungen  liefern  nur  daltn  (/a=0,  wenn  eoti 
sin«=0  oder  cosa— 0-  Allein  «)  und  12)  können  unmüglicb 
Werthegeben,  wenn  nicht  einer  der  Werlbeir,/,£,«  der  Null  sldi 
Es  erleidet  demnach  u  für  jeden  Werth  a,  den  di^  Glejclll 
9)  und  12)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  l  oder  V  eJnei 
chen  erfahren. 

Sehen  wir  jetzt  itii,  unter  welchen  Bedingungen  unseii 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  a  liefern.  Üividiren  wir  9)  ,1 
und  12)  mit  3,  und  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  Glei 
gea  mit  15),  so  geben  9),  12)  und  15)  denselben  Winkel  «, 


4/*.-3ßa 


1  m 


■■■■%' 


'"=Jf. 


nun  /*  sich  kleiner  ausweist  als  /  und  als  f,  eo  folgt  daraus, 
W  sich  sowohl  in  der  Axe  der  cyliiidrieciien  Stange,  als  auch 
der  materiellen  Linie  ein  Punkt  fielindet,  der  Ton  der  Wirkung 
igen  Atome  des  Systems  keine  Störung  erleidet,  und  man' 

ihn,  in  Beziehung  aul'  dieses  System,  den  Rotations -Mit- 

^unkt  nennen.  Seine  EDtfernung  vom  Punkte  G  wird  durch  die 

ichungen    16)  und  17)  angegeben. 

Stelleu  wir    nun  eine   Untersuchung  an    Ober  die  Anzahl   det 
vichgetvichtslageu]    so  ist  vorerst  zu  bemerken,    dass  man  den 
"^  ngen  9),  12)  und  15)  folgende  Form  zu  geben  im  Stande  ist: 

18)  p-9tg«  +  8in«=0. 


«=^=^^ 


Vl  +  ti 

entwickelt  sich   die  Gleichung: 


.,^-2|.g.He-"i^>...-2|,„  +  | 


• 


iDiese  Gleichung  kann  höchstens  vier  Werthe  iur  te«  liefern, 
da  jeder  Werth   von  tgo  zwei  Werthe  für   a  darbietet,    so 
einen  sich    acht    Gleichgewichts  lagen    herauszustellen.     Diese 
irdopplung   rührt  iedoch  von    der  Quadratur  der   Gleichung  18) 
-,  und  wenn  man  die  vier  Werthe  Rir  tg«  oder  die  acht  Werthe 
■  a  aufgefunden  hat,    wird  man    sie  jedesmal  noch  vermittelst 
ler  Gleichung  18)  prüfen,  wodurch  sich  vier  als  unbrauchbar  sei- 
len irerden.     Jedoch   gibt  die  Gleichung  des  vierten  Grades  fCir 
gM  nicht  unbedingt   vier  Werthe,    sie  kann  auch  weniger  liefern, 
nd  wir   kGnnlen  nun  aus  derselben  die   Bedingungen  aufsuchen, 
tr  denen  nur  drei,  zwei  und  vielleicht  auch  nur  eine  oder  gnr  keine 
itchgewichtslage    existiren  würde.  —    Alles  dieses  ergibt  sieb 
9ch  vollständiger  und  weit  einfacher  ans  der  unmittelbiiren  ße- 
ihtung  der  Gleichung  18).     Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  die 
jere  Seite  dieser  Gleichung  ^^  u   und  unterscheiden  aber  die 
r  Fälle,  in  denen  a  einen  Winkel  im  Umfang  des  ersten,  zwei« 
,    dritten  und    vierten   Quadranten    bezeichnet.     Wir    erhalten 


fdr  den  Isten  Quadranten  i 

„      „     2ten  .,,  I 

„      ,.    3ten  „  I 

„     „    4ten  „  I 

wir    uns    nun   «  von  «=0   fc 


=  ;,  — 9ts«  +  5inc(, 
=p+9tga  +  sinB, 
=;.  — ytga-sinn, 

tt=2n    wachtieud  Ae^ttv., 


stellen  wir  u  für  jeden  Quadranten  in  dessen  Grenzen  dar,  uil 
bezeichnen  diese  Grenzwerthe  durch 

Es  ergibt  sich  iiun  filr  den  ersten  Quadranten : 

Es  geht  demnach  u  im  ersten  Quadranten  durch  Null  und  iwar 
mnr  einmal;  denn  sobald  </tga  grosser^ geworden  ist  als  p-\-imt, 
wichst  dasselbe  fortwährend  uiid  sehr  rasch  bis  auf  öo . 

Für  den  zweiten  Quadranten  ist: 

W|;r=  OD  , 

Also  geht  u  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Mull,  weil  es  auch  ia 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

Ffir  den  dritten  Quadranten  ist:  .  ' 

U\n=^  —  CO, 

Demnach  geht  hier  u  durch  Nnll^  und  zwar,  wie  im  ersten  Qoa- , 
dranten,  nur  einmal. 

Endlich  ist  fllr  den  vierten  Quadranten: 

Allein  hier  ist  keine  absolute  Unmiiglichkdt,  dass  im  Zwiscfaea- 
räum  u  nicht  negativ  wfirde.  Cm  diese  Frage  zu  entscheidcii 
suchen  wir  (fflr  den  4ten  Quadranten)  das  üttszinlHm  nnd  IMii- 
mom  von  u  auf.    Wir  haben : 

cos«*  ' 

woraus 

cosa=:^. 

Soll  ein  Max.  Min.  stattfinden,  so  muss  demnach  nothwendig 
i7<l  sein.    Setzt  man  aber  den  Werth  costf=^^  in  t«,    so  folgt: 


;.  y   1^.   - 


i  MB  lü^.^Mmm  |p.^(l-^fl)l  pmtür,  «o  g«ht  v  aichl  dmcii 
oll;  ist  69  aJbiir  acgativv  so  liefert  ^e  KSIeiolralig  19)  zwei  neue 
^ertbe  Air  m,  ebar  avek  eickt  mehr  als  xwei,  weil 

ur  ^inen  Werth  haben  kann.    Ist  aber 

i,,2eigt.difsfi  mir  Einen  weitem  Werth  fär  a  an«  Fassen  wir  4as 
Resultat  der  ganzen  Untersuchung  zusammen,  so  haben  wir: 

)    der  etste  Quadrant  enth&Jt  un4)edingt  eine  Gleich- 
gewichtslage; 

)    der  zweite  gar  keine; 

}    der  dritte  unbedingt  eine; 

I)   der  vierte  eine,  wenn  p'*=z(i^qi)^  und  zugleich  9<1; 

^       „       zwei,  wenn /i«<(l—yl)»   „  „      .    q<li 

,f        i,       Jceine,   wefiB  p^^{l^if^)\  obscho«   auch 
wäre  v<^l 

V 

jedenfalls  gar  keine,  wenn(gr>l. 


»  >5 


Evsetzi^  wir  p  und  y  daroh  ihre  Werthe,  so  verwandeln  eich 
üe  Bedlnguogeii 

|i»<«>a-»>)«  und  yOl 

.  ■  'i  ■ 
h  die  Gl^bmg 

D  4ii  3C^<a:>i*«[(4i«-3i2^-(6£Q}]  «od  6El<,>4fi'^Jfi; 
12)    in  V<=>«,«[(2f)?— (3£)l]9uncl3E<>2f; 
15)    in  ff*  <=  >  »«[n—fjj»  aad  £  <  >  r. 

I 

Wafi{  die  wirkliche  Aufsuchung  der  Werthe  von  «  betrifft,  so 
lient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung,  und  es 
it  vortheilhafter,  sich«  statt  der,  Gleichung  des  vierten  Grades 
wischen  tga,  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss^  in 
lefcheaa  <}liadnuiten  dieee  Werthe  zu  suchen  sind^  wird  mao  baU 
inen  tt'  haben,  welcher  der  18)  beinahe  geadgl;  Hiecanf  wird 
lan  denselben  verbessern  vermittelst  des  Werthes 

\      q — cos«''       / 

Ffir  die  Aufsuchung  der  Werthe  des  vierten  Quadranten  ist 
},.  wolern  (A^  e:iistiren  uud^  wofern 

'     ti=;p-(l  — ^)t 


'if  fi'm 
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2^ 


ziemlich  klein  ist,  immer  rortlicilbaß ,  hI»  ersten  Näherungai 
G08i>'-'=^o>   zu  nehmen.     Denkt   man   sich   hieranl' für  o'  einen  Zm-' 
wachs    h,    na    wird    man    nach    dem    Taylor' sehen    Lehrsatz   die 
Gleichung 


von  Jt  entwickeln , 


inCo'+ijnO 

ind  zunächst  erhalten : 


p-f,lgo'  +  »in«'  +  S(e" 


ij^>- 


^(sjL+l).in^=0,, 


wenn  man  sich  mit  der  zweiten  Potenz  von  h  begnägen  will 
Hier  ist  aber  der  Coellicient  von  h  gleich  Null,  und  ersetzt  mm 
costc'^  durch  t/,  so  kommt 

.  _  ,  *  /  2  /j— ytRoH^ih^ 


Dar  eine   dieser  Werthe   bietet  die  Correction  Tür  den  einen  ■ 
der  andere  für  den  anderen  Wertb  von  a'  dar.  üebrigens  istn 
im   Stande,    die  Aufgabe    durch    Conetraction ,    vermittelst 
Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  lüsen. 

Denken  wir  uns  die  Län^e  der  cyliiidrischen  Stange  odera 
materiellen  Linie  von  Null  an  wachsend,  so  werden  die  F 
punkte  aller  dieser  Längen,  das  Sysleni  stets  im  Gleichse* 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Fall  i 
wenn  vvir  statt  obiger  Endpunkte  die  Scbwiogungsmittelpni] 
nehmen.  Für  den  i^chwingungsmittelpunkt  geheu  aber  die  G 
chuDgen  9)  und  13)  in  15)  über  und  diese  ist  es,  welche  die  ll 
allen  Scbwinguogsmittelpunkten  beschriebene  Curve  darstellt,  j 
dem  /"  als  Radius-Vector  angesehen  wird.  Gehen  wJr  IT' 
rechtwinklige  Cuordinaten ,  so  haben  wir  zu  setsen: 

81"«=}«    und  cosa=w 


gx—E'flg-\-E*xy=0. 


1  wir  in  einen  andern  Punkt, 


wodurch  wir  erbalten: 

(flo  +  ^ab  -  bE«^)  +  (.9  +  a-^b)x  +  ««(«- A)y  +  <>Hif= 
HetHen  wir  a^E  und 
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"4   .:*=  .       * 


80  wird 

Eg 

welches  eine  gleichseitige  Hyperbel  anzeigt,  deren  rechtwinklige 
Coordinaten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind;  und  zwar  ist  die  eine 
Asymptote  die  DrehungsaxeVKT^   während  die  andere  unterhalb 

und  parallel  mit  GX  um  die  Grösse-^   liegt. 

Will  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Construction  losen,  so 
wird  man  vorerst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 

£g 
mittelst  der  Gleichung  yx^z—^    ^'^^^    Hyperbel    construiren   und 

hierauf  von  Cr  aus  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
dem'-  Halbmesser 

„,     4/«— SÄ«      ,      „,     2„ 
F'= g^ oder  l"=^l'' 

Qie  Punkte»  in  denen  der  Kreis  die  Hyperbel  schneidet,  werdet 
(pe!. Gleichgewichtslagen  angeben.  —  Daraus  loigt  wieder,  dass 
^.(Oie  weniger  als  zwei,  und  nie^  mehr  als  vier  Gleichgewichts- 
-  lagen  geben  kann.  Auch  lassen  sich  hier  noch  leichter  die  fibri- 
g£i  obigen  Folgerungen  entwickeln. 

/Die  JPrage  über  das  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
1er  verschiedenen  Lagen  entscheidet  sich,  wenn  wir  die  Cnter- 
•■ehung  nur  fQr  den  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
•er  HiSelpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  £  aus 
dem  Gleichgewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C,  so  wirkt  auf 
({^selben  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  ff  und  ,nach  der 
ÜBehfong  FC  die  Centrifugalkraft 

»2.  FC=««(£  - /"xosa)  • 

Zerlegen  wir  beide  Kräfle  nach  der  Richtung  Cß,  so  haben  wir 
fihr  die  auf  C  wirkende  Kraft  (nach  dieser  Kichtung) 

gcosa-'tfiiE — ^^  cos«)  sin«. 

Folglich  n^^ch  den  Gesetzen  der  Dynamik: 

/''d^l  +  ^cosa  — ««(£:— /"cos«)  sin« =0,  .    , 

wo  das  Differential  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t  genommen  ist. 
bt  nun  tt*  der  für  das  Gleichgewicht  gefundene  Winkel,  so  ha- 
ben wir 


'Wir  können  daher  die  obige  (ileicbung  nach  Potfins 
entwickeln,  nnd  wenn  wir  annehmen,  dass  |  eine  sehr  kleii 
Grösse  nie  überschreitet,  alle  hühern  Potenzen  vernachlässigen. 
Anf  solche  Weise  haben  wir,  bedenkend   doss  nach  15) 

g  costt'— »«(£  ~  /"  cos«0'*ino'=0, 

/"(f  I  +  I  [/""*  (cüso^  -  sin«")  -  £s«co8ß'— ssin«'] =0; 

und,  wenn  wir  vermittelst  15)  /"«'  ellminlren  und 

fl'eoe«'*+ ZM^sino'* 


wovon  das  Integral   ist: 

S=  Csiii  {(\r3)  +  C,  cos  ((  V3) . 

Da  I  der  Voraussetzung  gemäss  sehr  klein  ist  und  bleibt,  so 
müssen  es  auch  C  und  C^  sein.  Diese  Voraussetzung  rechtfer- 
tigt sich  nicht,  und  |  kann  zu  einer  bedentenden  Grösse  antracb- 
sen,  d.  h.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  A  eine  nega- 
tive Grosse  repräsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigonometriscbeii 
Grössen   in  ExponeiitialgrUssen  übergehen. 


Die  Gleichung 

ffC0Bn:"  +  fiB*6in(t" 

/"sino'cosa' 

zeigt  aber  fTlr  den  ersten  Quadranten  eine  negative  Gritsse,  folg' 
lieh  ist  hier  keine  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  für  den 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  also  eine  stabile  Lage  ist. 
Im  vierten  Quadranten  aber  bat  man 


_^gcosa' 


-  En^einaf^ 


f'sino'cosei' 
Stabilität  ist  demnach  vorbände»,  wenn 


1  wir  nun  15)  In 


*+'s"'-rvf. 
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und  eüminiren  aii8  dieser  und  aus 

die  iga',  so  ffihrt  uns  diess  auf 

und  gerade  diess  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  für  den  vierten 
Quadranten  zwei  Gleichse^vichtsiagen  existiren.  Daraus  folgt,  dass 
beide  dieser  Lagen  stauil  sind» 

Da  jKOKk  die  oben  dargestellte  Hyperbel  ihre  conveze  Seite 
ier  ümdrehungsaze  zuwendet,  so  folgt  daraus,  dass  sich  die 
utim  Tbeile  der  rotireoden  Staöge  von' ihrer  eiaenea  Gleich- 
tewichtsiage  so  entfernt  haben»  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
aet  sind.  Da  ferner  z.  B.  im  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
.6l«chgewicht  statt  findet,  so  haben  jene  Theile  das  Bestreben, 
neb  von  der  Axe  no<*h  mehr  zu  entfernen ,  woraus  sich  das  eigen- 
tümliche Gefühl  erklärt,  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Füssen  ha- 
h&k,  deren  Muskeln  von^  einer  Kraft  naeh  Aussen  gezogen  werden. 


*  - 
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XXII. 

SIementare  Darstellung  der  wlchtld 

'   sten  Elg-enscliaften  der  ^emelneD] 

Cyclolde. 

(RectiBcation  und  Quadratur  derselben). 
Von 

Herrn  Professor  Dr.  SchuIz-StraszDitzki 

am  k.  k,  polytedmiBchen  Inttitat  «a  Wien. 


Denken  wir  uns  in  Taf.  III.  Fig.  9.  das  reg<;lmäsäige  Zfröld 
OABCDEF5tö'2Q,0  auf  der  Geraden  OQe  sewälzt,  so  dassj 
Punkte  i,  3,  4,  5,  F  nach  und  nacli  in  die  Lage  QaQjQ«) 
kotniuen.   Betrachten    wir    nährend    dieser   Betvegung  die    a 
anderrolgenden  Oerter,    die  der  Punkt  O  einnimmt,   nemlich  J 
Punkte  MiM^IH^MiM^  verhinden  wir  diese  Punkte  durch  c" 
raden    OjWi  ,    MiM^,   M^!V,  u.  8.  w.,    denken  wir    uns    eng 
ein  »weite»  regclmiiaaigeR  Zniilfeck  congruent  mit  ersterm,    i 
lieh  OQ,NiJ,  denken  wir  uns  dieses  auf  der  Goradeu  JN^  ||  C 
fnrteewälzt,  so  wird  Itei  dieser  Bewegung;  der  Punkt  iV^  nachd 
qach  in  die  Lagen iVg^iV^A^a  kommen:  denken  wir  uns  auch  d' 
Punkte  durch  gerade  Linien  verbunden.     Wenn  wir  nng  ! ' 
ser  Zwülfecke  zwei  24Ecke,  48£cke,  06Ecke  u.  s.  w.  de 
wird    sowohl    die     üehrochene    Linie     O^^iJtfaJ/a/t/^iV,     ais 
OiViiVjj^VjAiiVs  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Cydoide  nSl 
Bezeichnen  wir  nun  die  Seite  de^  ZwHirecks  durch  «, ;    die  f~ 

v<tn  j^   des  Kreises  d.  i.  z.  B.  BO  durch  s^;   ''■^  Sehne  i 
des  Kreises  z.  B.   CO  durch  ^  u.  s.  w. ;  so  hat  man : 
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Es  sieht  sich  nun  leicht  ein,  dass,  je  mehr  Seiten  das  sich 
älzende  Vieleck  hat,  um  so  mehr  nähern  sich  ONi  und  Jttil^i ; 
fiiVJi  und  M^N^;  M^N^  und  M^N^  u.  s.  w.,  woraus  von  selbist 
»ifft,  dass  die  Krfimmungsmittelpunkte  der  oberen  Cycloide  eine 
säehrt  stehende  untere  Cycloide  bilden,  dass  femer' die  Krum* 
langshalbmesser  der  oberu  Tangenten  der  untern  sind. 

Es  lässt  sich  ferner  leicht  zeigen,  dass  die  Figur 
XJN.Ns^lS^JS^NjO  mit  M.Qf,OM^M^M^M^M^  und  eben  so 
^QJ^^SJS^IS^ISiO  mit  M^EOM^M^M^M^Mf^  congruent  ist. 

Da  nun  Oöi=^0=4i,  Q^Ni  —  AB=siy  ONi=:BO=s^ 
i;  so  folgt  A  OQ^Ni  ^^ABO; 

\Q^z^BC,   Q^Ng,=BO;    0^^a=CO;  AQlQ«^2^A^OC 

!ie^=CD,   QsNs=CO;   Q^N^^DO;  ^Q^Q^N^^^COD 

\Q^=DE,  Q^N^=DO;  Q^N^=^EO;  /^QsQ^N^^M)OE 

kQt^^EF,    Q^N^=EOi    Q^N^=FO;  /S.Q^Qi.N^^^EOF. 

Die  Addition  der  letzten  Gleichungen  giebt: 

OQiNf^N^NiN2^iO=  OABCDEF==ha\bem  Polygone. 

Da  nun  diese  Betrachtungen  gelten,  das  Polygon  mag  noch 
B  viele  Seiten Jiaben ,  so  gelten  sie  auch  für  den  K.reis.  Wird  also 
Mf^.  eine  Cycloide ,  ^o  ist  OQkN^  gleich  dem  halben  Erzeugungs- 
nise»  dann  wird  OQ^  ,  gleich  dem  halben  Umfang  des  Erzen - 
jngskreises,    mit  dem   Q^Q^    unendlich   klein  wird,    daher  das 

bdUeck  0/Q52V](==2fachera  Erzeugungskreise,   daher  0JN^=2z 
Im  Eneugungskreises. 

Wir  haben  ferner: 


"!j 


Ein 


+^iiv,+^i^8+^i^i+^i^i=,e+*5-*l 


daher. 


h.  die  gebrochene  Linie   ON;^=OF+  OJE;— JO=  Darchmes- 
des  umschriebenen,  mehr  Durchmesser  des  eingeschriebenen 
Ises,    weniger  einer   Seite  des  Vielecks.    Da  nun  diese  Be- 
itongen  gelten,  das  Vieleck  mag  Seiten  haben  io  was  immer 
IrWner  Ansahl,  so  gilt  das  Vorhergehende  auch  ftr  den  Kt«la. 


\s 


Hier  werden  »ber  Durcfatiwiser  M'^iblt  .. 

ilBlgfl«ehrl«lMmeD  Kreiaes  einander  .  gleich,  uiirl  clie  Setie  i 
Mbtrindflnd  Utin,  iluher  itie  LHn^e  von  ON^  oder  die  hallie  (j 
cUld^F=.dqppelfem  DurchmesBer  =  4rachein  Halbmesser  des  Ei 


kh  glaabe  das  Vorhergelieuile  bann  mit  als  Betfeis  dienN, 
4sM  «o  vtel*  .Wkhrhoitcn  der  hUhera  Mathematik  auf  entspr» 
ehntde  ^rl  «Auen  grlii^seren  Publikuoi  Eugiin^lich  gemarfal  vit 
den  kSandi.  Die  Atifordeningen  der  Gegennart  an  die  LAat' 
der  Utthemetik  «d  technischen  Anstalten  geben  derlei  Uoter» 
ohnngen  atnea-Werth. 


xxm. 


Ceber  die  Transformation  recbtwjnk*] 
llser  CToordinaten  im  Baume- 


Herrn  R.  Wolf, 


Befamntlirh  ist  die  Transformation  rccfttwintKgeT  CdmA* 
tcn  im  Kaum»  auf  andere  rechbrinktig«  Coordinaten  desee&a 
An&mrspnnkte«  von  liHfarher  Anneodan^,  nnd  die  entsnreck*- 
den  K«nn«In  finden  il^her  in  Wcni  Werke  über  anaJviisdie  Get 
»»tTW  mit  drei  nimnsiooen  ihre  AUeitvnz.  Für  demeni^n  FiL 
w»  der  Wnkel  der  F  I  ,!.,-n  AI"  und  die  «Infcel  der  Aien  J"l 
ihmr  K*i>tenliDic  in  %.  •.■  Kerliniins  eiitgefuhH  werden  sollen,  «JJ 
de«  dab«  entweder  tiit  Beuekunge«  an  Kaiundreiecke  zu  Bü"* 
SCrafca,  od«r  dawi  »ird  daa  ein«  C«ordiiuteaBysteiB  durcli  C! 
a«*i«iUtt«  »>li(Mud«c  fiilcntde  Drekwi;»  est  die  Axen  oaclr  « 
Mirli  In  dM  udet*  C<M*rd(Hte«s\>l<tt  übvs«fnlut.  Uie  ruIseM 
AUeitaec  sdMul  Mir  beUee  aHeAkrtea  Weisai  aod  nsainitH 


AUeitaec  sdMCul  Mir  l 

4Kt  Mi  Uiii«s>tM  i*s< 
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80rn  Uebersichtlichkeit  wegen  vorzuziehen.  Aus  Taf.  IV. 
t.,  welche  wohl  keiner  weitern  Erläuterung  bedürfen  wird^ 
m  sich  unmittelbar  die  Beziehungen 

a^=zuCo8q)-j-tSiüq>\  y'^uSinq) — tCosq) 

«'=jCosd  +  sSinö,  f  =2:Sinö— sCosÖ 

ii=a?Cos^4-^Sinif;,  s^^yCostjf — j?Sinify 

hreiben»  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  s,  t,  u. 
rt  die  verlangten  Transformationsformeln : 

-  x' = (Cosg)  Cosi/;  +  Siny  Sini/;  Cosd)  x 

+  (Sini/;Cosg)r-Coi^^in9Cosd)iy+Sinö  Sin^.z^ 

.  y ' = (CostpSin^ — Sin'4>  Cosg?  Cosd)  x 

+  (Sin^Sin*^  4-  C0S9  Cos'4;Co6d)  y—  Sind  Cosg) .  z , 
2fj=z — Sin'^f  Sind .  x  -{■  Cos^  Sind .  y  -{■  Cosd .  z ; 

daiieii  flidi  tbeils  aomittel|mr,  theils  durch  Vergleidning  mit 
aus  der  Proiectionslehre  hervorgehenden,  die  neun  Winkel  der 
n  enthaltenden  Transformationsformeln ,  die  bekannten  Bedeu- 
en  und  Eigenschaften  der  neun  CoefBzienten  auf  die  leichteste 
se  ergeben. 


.  \ 


\«* 


Ueber  die  Relation  zwischen  den  neiä 
Cosinus,  durch  welche  die  gegenseitig 
I<a^e  zweier  rechtwinkliger  Coordl- 
naten-Stysteme  bestimmt  wird* 

VOD 

Herrn  L.  Schläfli, 

Frivatdocentcn  der  Mutlieniatik  zu  Bern. 


Wenn  wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  i'  in  fi 
Ziehung  auf  das  erste  System  mit   x,  y,  x  und  in  Beziehung 
das  zweite  mit  x' ,  y" ,  t'  bezeichnen  und  vorerst  nur  die  Em 
xy  und   x'y',    deren   Uuruhschnilt  oder   die  Knotentinie   nndjl 
Lage   der   [lositiven  Hälften   der  Äsen   der  x  und  a^   in  der  B 
schauung  behalten,  so  sehen  vFir  sogleich  ein,  dass  die  Lieder 
zweiten   Systems   gegen   das    erste  dnrch  drei  Grüssen  voTlsliB' 
dig  bestimmt  nlrd.   Diese  sind    1^.  der  Winkel  zwischen  der  Aul 
der  X  und  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  oder  die  1 
des  aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  jry;  2".  dieNeignng)! 
Ebene  x'g'  gegen    die   Ebene  xy,    3".   der  Winkel  zwisc' 
Knotenlin^e  und    der   Axe   der    'x'.     Mittelst  dieser  drei   I 
kiinnen  die  Cosinus  der  neuD  Winkel,    unter  denen  die  ÄxeB  4 
zweiten  .Systems  gegen  diejenigen  des  ersten  geneigt  e 
Dometrisch  angegeben  werden;    und  aus  diesen  trigonometrisd 
Ausdrücken   ergeben    sich    sndann    durch  einfache   Rechnung  i 
bekannten  21  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus.  MeinFrem 
Herr  Wolf,  der  hei    seinem  Verfahren    der   Transformation  i_ 
Coordinaten  diesen  Weg   eingeschlagen  hat  und  ohne  sueceMtrt 
'  Operationen  zu  bedCirfeii  an  einer  einzigen  Figur  alle  drei  TtS 
form alionsform ein  nachweist,  hat  mir  nun  durch  Mittheilnnf;  mL 
Methode  Veranlassung  gegeben,  denselben  Gegenstand  auch  4 
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der  rein  analytischen  Seite,  wo  er  mit  der  Theorie  der  Elimina- 
tion bei  linearen  Gleichungen  im  Zusammenhange  steht,  darzu» 
stellen. 

Wenn  nämlich  die  trigonometrische  Behandlung  den  Vortheil 
gewährt,  dass  bei  derselben  gerado  nur  so  viele  Geissen  ge- 
braucht werden  als  die  Natur  des  Gegenstandes  erfordert,  so 
thnt  sie  dieses  nur  auf  Kosten  der  Symmetrie,  insofern  es  ihr 
nicht  gelingt,  drei  unter  sich  unabhängige  Grossen  aufzufinden, 
darch  welche  die  oft  erwähnten  neun  Cosinus  sich  sämmtlich  auf 
sieichmässige  Weise  -  ausdrücken  Hessen.  Um  diesen  Uebelstand 
ifihlbar  zu  machen,  brauche  ich  nur  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Axen  der  z  und  2'  anders  als  die  übrigen  Axen  behandelt  wer- 
den. Will  man  dagegen  die  Symmetrie  nicht  verlieren,  so  muss 
man  es  aufgeben,  in  den  Formeln  die  drei  unabhängigen  Grossen 
ezplicite  tot  sich  zu  haben. 

Ich  setze  folgende  zwei  Sätze   als  bekannt  voraus: 

1^.  Wenn  a ,  6 ,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel  sind,  weichte 
ii|end  eine  Gerade  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

a«  +  6*  +  c«=l. 

2^«  Wenn  zwei  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  Wio- 
kel  bilden,  deren  Cosinus  a,  6,  c;  a^  6',  c'  sind,  so  ist  der  Co- 
slous  des  von  beiden  Geraden  eipgeschlossenen  Winkels 

Nun  seien  a,  6,  e  die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  die 
Axe  der  x^  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  und  ebenso  seien 
die  Richtungen  der  Axen  der^S  %'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
des  ersteh  l^stems  durch  die  C^osinus  a^,  6',  d\  a'\  b'\  &'  be- 
stimmt, so  dass  man  durch  Projection  der  aus  den  neuen  Coor- 
finaten  o/,  y^,  x'  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie  auf  die 
dl«!  arsprflngiicheo  Coordinatenaxen  die  Transformationsformeln 

y=6^'+6y  +  6'V  j      (1) 
2=cj;'  +  cy  +  c'V  ' 

^Ult.    Vermöge  des  ersten  vorhin  angeführten  Satzes  hat  man 
die  drei  Gleichungen 

a«+6«  +  c«=l,J 
a'a+6'«+c'«=l,  j     (2) 


*)   ¥oD  eben  so  häufiger  'Anwendung  aU  diese  beiden  Sätse  ist  die- 
lar  dritte:   Wenn  x^  y,  %\  x',  y\  %*  die  Projectionen  zweier  begranitea 
•tad,    so  sind  y»'— jr'»,  ax*  — Va?,  xy'^^x'y  die  Projectioaeii 


WOB  demelben  gebildeten  Farallelogramni«  auf  die  drei  Courdinatea- 


^^ 


srs 


und  vermüge  des  zweiten,  da  di«  drei  Axen  det  x' ,  y",  i'  rieb 
rechtniaklig  schneiden  sollen, 

a'a"  +  b-b"  +  c'c"~0,  j 
o"ß  +6"6+c"c=0,  I     (3) 
.  i  aa'    +  W   +  cc'  =0;  ) 

atao  im  Ganzen  6  Bedingunesgleichungen  zwischen  9  Grössen. 
Wenn  nun  keine  dieser  0  Gleichuucen  eine  nuthwendige  Folge 
der  übrigen  ist,  so  bleiben  nur  drei  unabhängige  Griissen,  und 
sechs  von  den  neun  Cosinus  sind  jeweilen  durch  die  drei  .übrigen 
beatinunt. 

Da  das  erste  Coordinatensystem  ebenso  auf  das  zweite  be- 
zogen worden  kaiio,  wie  dieses  auf  jenes,  so  ist  klar,  dass  Ji« 
angeführten  ti  Bedingungsgleichungen  noch  die  6  folgenden  zur 
Dothwendigen  Folge  nahen  mflssen : 


fl  +  a'^  +  a 


^1,  etc. 


bc+f>'c'-\-b"c"=0,  etc. 


Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  dieses,  was  geometrisch  a.fi 
eingesehen  wird,  noch  analytisch  nachzuweisen. 

Wenn  'man  die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit 
6,  c  niullinlicirt  und  addirt,  so  ergiebt  eich  unter  Berüeksichl 
gung  der  Relationen  (2)  und  (3) 

3r'=(w  +  6y +  CI,  etc. 

Durch  das  gewöhnliche  Eliminationsver fahren  ergiebt  sich 

b'c"  —  b"c'         c'o" — c''a'        a'b"  —  a"b' 


i 


■-:«+  = 


-J+- 


A  =  o&'c"  +  a'b"c  -\-  a"bc' -~üb"  c' ~ 


a'bc" 


a"b'c 


die  unter  dem  Namen  der  Determinante  bekannte  Function  dfl 
neun  Cosinus  a,  b,  c,  a'  etc.  ist,  welche  die  Eigenschaft  bab 
durch  jede  Permutation  zweier  Buchstaben  (oder  auch  iwrfcr 
Accente)  in  ihren  entgegengesetzten  Werth  überzugehen.  Mn 
hat  also 


b'c" — b"c': 


=  ffA.  Ca 


■c"u'  =  6A.  a'b"~a"b'=c^,  \ 
ca"  =  b'\,  a"b  —  ab"  =^c'^,  J 
c'n  =  b"^,  ab'  —  a'b  ^=c"^.  i 


reihe  enthaltenen  Gleichung  u 
sieht  auf  die  identische  Gleichung 


)  ergiebt  sich  mitBU 
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{b'&*  -  ö^'cO*  +  (j^a"  —  c' V)*  +  (a'6"  -  «"60» 
=  (o^  +  Ä'«  +  O  (a''« + 6'-«  +  c"«)  --  (o  V  +  6'ft"  +  c  VO» 

noge  der  Relationen  (2)  und  (3) 

1=A*  .  (5) 

3  ist  entweder  ^z=l  oder  ^=—1.  Nimmt  ipan  an,  das 
ite  CoordlnatensystiBm  sei  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  po- 
^en  Axen  ^er  ^,  y^  mit  den  positiven  Axen  der  d?,  v  resp. 
Coincidenz  gebracht  werden,  dann  auch  die  positive  Axe  der 
ait  der  positiven  Axe  der  z  und  nicht  mit  der  negativen  eo- 
menfalle,  so  dass  gleichzeitig  a=6'  =  e''^=l  wird,  während 
sechs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  ^=:=l. 

Wenn  wir  nun  die  vA  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
cl^ungen  resp.  mit  a,  a*,  af'  multipüciren  und  addiren,  so  be- 
meo  wir:  4  =  (o*  +  *a'*+ö"*)4»  also 

<t«+a'«+a''«  =  l,  etc.  (6) 

tipliciren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  6,  6^  h**  und 
ren,  so  ergiebt  sich  G=(a6-f  a'6'|- «"&'') A>  also 

a6+a'6'  +  a"^''=0.  etc.  (7) 

nit  sind  diese  sechs  neuen  Relationen  (6)  und  (7)  als  noth- 
dige  Folge  der' ursprünglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


Merkwürflipier  Weise  kommen,  unbeschadet  der  Symmetrie^ 
nniübhängige  Grossen  ungezwungen  zum  Vorschein,  sobald 
die  DifferenUalien  der  neun    Cosinus  a»   6»  c,  a\  etc»  be* 

litet. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  differentiirt  geben 
*    iida+a'rfa'+a"rfa"=:0,  etc. 
arf6+a'dÄ'+  a"d6"=:—  (6i^a+Ä'dtt'+  A'^rfa") ,  etc. 

darf  daher  setzen 

■ 

prfe=  Mc  +  Vdc*  +  6"rfc"*=—  {cdb + c'dV  +  c"d!6'0  ) 
qdt=cda  +  &da'  +  &'da''='^(adc+a'dc'+a*'d&')  >    (S) 
rdtz=:adb+a'db'  +  a!'db"=^{bda  +  6'rfa'+6''do'0  ' 

\t  das  Zeitelement  und  p,  9,  r  die  drei  neu  eingeführten  ÜQ* 
ngigen  bezeichnen.    Aus  den  drei  Gleichungen 
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adu  +  a-d4t  +  a"rf«"=0, 
cda  +  c-rfa'  +  e"dn"  =  t/dt 
crgiebl  sich  durch  Eüminatian 


ebeniM      37  ^^r — ep,  etc. 
^=bp~uq,  etc. 


=  c"9— 6"r 


Punkt  /*,    der  seine  Lage  gwJ 
nicht  ändert,  für  den  also  jf,  jr.r 


Denkt   man  sich  nun  e 

das  zweite  Coordinatensysti..-  ^.^«.  ^..»...,  .-. „- 

constant  tteilien,  während  dieses  zweite  Coordinatensystem  mIM 
sich  beliebig  um  seinen  festen  Ursprung  herumdreht  und  dadar» 
»eine  Lage  ge^en  das  feststehende  erste  Coordinatensyslem  fürt' 
während  verändert,  und  betrachtet  dann  die  momentane  Bewe- 
gung des  Punktes  P  in  Beziehung  auf  dieses  erste  Coordinaleti' 
System,  so  geben  die  differentiirten  Gleichungen  (1),  weno  da 
fDr  da,   da'  etc.  obige  AusdrHcke  substituirt  werden: 

(Ix  dy  dz  ,,„, 

}u=i—'ä'  'di="-i"'  ,«='"»-»''    <'°' 

Diese  Gleichungen  zeigen  1",  dass  die  Gerade,  deren  ProjecÖo-  S 
nen  auf  die  festen  Goorainatenaxen  (7x,  f/<y,  (h  sind,  d.h.  das  fM  . 
Punkte  P  durchlaufene  Wegelement,  auf  den  beiden  Gmaia 
deren  Projectionen  auf  dieselben  festen  Axen  resp.  »rf(,  ^t,  n 
und  .V,  V,  I  sind,  senkrecht  steht  und  zwar  so,  dass  die  Rw 
lungen  {pdt,  gdt,  rdf) ,  {x,  y,  i),  {dx,  dy,  di)  in  der  Ordnont 
der  Äsen  x,  «,  i  aufeinander  folgen;  2".  dass  das  genannte  Weg- 
element an  Grösse  gleich  ist  dem  Parallelogramm,  welches  dia 
Geraden  (pdt,  t/dt,  rät)  und  {x,  y,  :)  zu  Seilen  hat. 

Denken  wir  uns  nun  die  von  der  Laee  des  Punktes  P 
hUnßige  Gerade  {pdt,  qdt,  rdl)  als  vom  Ursprung  ansgehendi 
nehmen  dieselbe  als  Grundlinie  des  Parallelograinins  an,  sr 
dessen  Hübe  zugleich  die  Entfernung  des  Punktes  P  von. 
verlÄngertcn  Geraden  {pdt,  qdt.  rät).  Folglich  ist  das  T<.m  Pui 
-/•  durchlaufene  Wegelement  1".  senkrecht  zu  der  durch  P  U 
die  Gerade  (jtdt,  qdl,  Tdt)  gelegten  Ebene;  S-».  ist  dasselbe 
CrJiase  gleich  dem  Producte  seiner  Entfernung  von  der 
genannten  Geraden  und  einer  von  der  Lage  (fis  Punktes 
abhNiigigen  Grüsse.  der  Grundlinie  {pdt,  qdt.  rdt)  ienes  Pa 
RlogratniM.  D.  b.  diese  Grundlinie  stellt   ihrer  Richtung  na 


TU 


Dlaue  Drehungsaxe  uod  ihrer  Grösse  nach  die  mo- 
etitane  Drehung  des  z<veilen  Coordinateiiaystems  dar.  Die 
rei  in  nl^igen  Uiffereiitialgieichungen  auftretenden  unabhän- 
igen  Griisseti  p,ij,T  zeigen  also,  als  Projectionen  einer 
um  Ursprung  ausgehenden  Geraden  aulgefasst,  die  Ricb- 
ing  der  momentanen  Urehungsaxe  an,  während  die  zulctxt  ge- 
annte  Gerade  selbst  an  Grüsse  der  momentanen  Winkel- 
eschirindiglceit  gleich  Ist.  In  Betreff  des  Sinns  dieser  letz- 
sro  ist  zu  merken,  dass  wenn  ft  positiv  ist  und  f,  r  verscbwin- 
en,  so  dass  die  momentane  Drehung&axe  mit  der  positiven  Axe 
er  X  zusammenrollt,  dann  die  Drehung  von  der  Axe  der  y gegen 
iejent^e  der  i  hin  erfolgt,  was  aus  den  Gleichungen  (10)  zu   er- 

(lUan  vergleiche  die  hier  am  Ende  gegebene  Darstellung  mit 
Henigen  inl>oissons  Mechanik  Nr.  406  und  mit  Littrowe 
^tronomie  III.  S.  86-90.). 


Lieber  die  Bestimmang;  von  £<'"(p(:r)  anter 
tfner  bestimmten  Voranssetzun^.  Be- 
weis  des  Satzes,  dass 

^(«o  +  "i+wa+    -  in  inf.).=  .£Mo  +  X«, +....  in  inf. 
Von  dem 

Herrn  Doctor    J.    Dienger, 

Vontand  der  bühem  Burgenchule  zu  Ettenheim. 


Sei  fix)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen,  dass 

<p{x\K)  =  rp{x),  (1)       ' 

iveder    in  Folge    der   Form  der   Funktion    <f{x),    oder  des  be- 
iern  Werthes  von  h,    so  lüast  sich  die  Grüsse 
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■TW 


r  Zeichen  der    endlichen  Integralto»  ist, 
Differenz  bedeutet. 


(j  — tt)(j; — a — h) ....  (j:— g—rA) 
"*  l.ä.3..,.(r  +  l)A'^+> 

(;g^«)  ■■■■  (.E-a~7=rA)      (j;-«K^-a-A)...(^^-a. 
.'l...(r+l}A'+»  1.2...(r  +  l)AHJ 


(a;-o)(i-a-/.).. 

...  (»-o-r-U) 

1.2 

..rA' 

.(x-»)(:z:-a_4)... 

...<^-o-r"=T«) 

Unter  Voraussetzung  der 


-<p(x)  = 


1.2 rh' 

—V (:r-o- 

-1)*'+» 

g  (1)  i.t: 

:-  +  *">('+*) 

J! 

x  +  t — a    ,  ,     X — a    ,  . 
=    ■    A        y<^)-T^-ff(jO=:y(a')' 


ii^;|tt- 


Zv(«)=  a  +  ■ 


-VW. 


worin  f^  und  r  n-ülkübrlich  sind'    Hieraus  kann  mao  leicht  m 
ter  schltessen.    Es  ist  nHmlich,  unter  der  Toranssetzan^  (I):' 

^  (ar— a){j>-o— A> (j— g^rA^     .  . 

^ -l.Z (r+t)Ar4-. '  V  (^) 

(a:  —  g)  (x — g — A) (a^— g— r— 1 A) 

-     ■"  l-.2.....r4' 


(I  -V.)  (x-'g-*) (;»-g-7=I«) 

■   •    ■^'-^^ 1.2 rt' — »W 

(:!: — a)(a!— g — A) (a: — g  — rAJ  - 

=  " i.a.....Ci-+l)*'+5 '''*'• 

WeDdef  man  diesen  Säte  auf  <3)  an ,  so  erfaBlt  man : 
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Vi  +  ^o— j—  + i;2p 9>(^)-    , 


Hieraus  wieder: 


,  E^^M^)=  q.  4-  Q  y  +  q.  ^^-f ^7r ^^ 


md  allgemeiii : 


^(»)y(:r)=Cm— 1  +  Cw— 2  ""T V  Cm  —3 \   9  k^ ^  ""       ' 


j.r»  (^""Q)  (^p — g-"^A) (j?— g — wt — ^2A) 

-  +  Vo  x:2 (m-l)A"-i 


.  (a:— a)(ar— o— A)....(a: — a— m — lA)     ,  ^     ,^^ 
+ 1.2 mA» ^^^>-  (''> 

Mi  a  sowohl«  ais  C<>»  Ci«...Gn-i  willkührlich  sind^  so  hat  man 
lenbar: 


viw^\    r  \     (J^— «) (^— q— A) ....  (ar—g— m— lA) 
-^^"^9>(^)= : 1.2 niA^"— 9>(^) 

'orio  a,y  Oq,  Oi, Om-i  vöirie;  willkührlich  sind. 

Eine  Funktion^  welche  der  Gleichung  (1)  genügt«  ist  z    B. 

,  .        .  2nx     ,  27tx 

9)(a:)=sin— T-  oder  cos— r-» 

ier  allgemeiner 

2^a:  2«^ 

g)(a:)=:^(sin— TT-,  cos-x~)» 

90  ist 

(as—ä)(x — a— A) (ar— a— wi— lA  .  ,  .   2«a?  ^«ic^ 

=^ ^ 1.2 mA- 'CCsm-TT'  «?»ir> 
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Eine  Funktion,  die  der  Gleichung  (1)  geoügl,  ist  fern« 
ip(j:)  =  Bina:  oder  C08;r, 
tgeiDeiner 

qi{x)^ilr(s\nx,  cosar), 
r  A^'im,  worin  r  eine  ganze  Zahl  ist.     Demnach  hat  nii 


£t-lsin(.r)=' 
+  i7o  +  a,:c  + +  o 


:°--"'.i„. 

(8)     (A  =  2rw) 


Für  e^=l  ist  elienralls  e 

Mit  Hülfe  der    vorsteheuil 
wichtigen    Satz 
laufende  Ueihe 


;  solche  Funktion. 


Ist 


ao+a,x  +  a^x'  + +  o™a:'»+ =nx)  (9) 

konvergent,  so  ist 

2:/-{x)=Z(ao+aiX+<i^H )=<7oiH-(i,2ii:4«a^^*+ (10) 

Man  braucht  offenbar  nur  zu  beweisen,  da«s  die  Gleichung 

2(ao+aiX  +  ....-^amaf")=aa£l  +  ai£x  + +  o-i^'-,     (lij 

die  f^  jedes  endliche  m  gilt,  auch  fUr  ein  ins  Unendliche  wacb- 1 
sendes  m  gilt. 


Es  ist  offenbar 


(12) 


....) 


dass,  unter 


ivie  groBs  auch  m  sei.     Kann  man  nun  bewe! 
Voraussetzung,  die  Reihe  (9)  sei  konvergent 

2;(a™+,a;"*f' +  «„+2:^"+*  +  ....  in   inf.) 

sich  der  Null  unbegrenzt  mit  wachsendem  m  nähere. 


Nun  ist,  für  ein  grosses 
kleiner ,    aU    jede  angebbare   Grüsse. 


11  (1)  konvergent  ist, 
....  in  inf.  =V(a:) 


Liegt  nun  a;-|-A  inner 
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»  X 


dei  Gränzen,    zwischen  .denen  die  Reihe  (9)  konvergent  ist,  so 
wird  offenbar 

IQ  setzen  sein.    Nach  Formel  (6)   erhält  man  aber   unter  dieser 
Voraussetzung: 


^^(^)=^X^'*(^). 


(13) 


wenn  man  die  willkfihrliche  Konstante,  die  ohnehin  in  (12)  zuge- 
.11^  wird,  weglässt.  Da  aber  '^(x)  unbegränzt  sich  der  Null  nä- 
.iMrt,  so  folgt  aus  (13),  dass 

Zi/;(:r)=:0  (14) 

A    ■      _  -  ■  . 

^ieiy  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  der  Konvergenz  der  Reihe  (9) 

Xiflo+OiX +  ......  in  inf.)  =^00-2^1+ öl -So? +»2^0?*+....  in  inf.  (15) 

Eben  so  beweist  man  folgenden   allgemeinen  Satz : 

Sind  «09  «1»  «2,  Funktionen  von  or;  ist  ferner  die  unend- 

Bebe  Reihe 

«0  9  ^i9  ^9 in  Inf. 

konvergent   innerhalb  gewisser  Gränzen  för  x\   liegen  endlich  x 
rohl  9Xb  x-{-h  innernalb  derselben  Gr&nzen,  so  ist 

^(«ö+<<i+«4+ ,ininf.)=2:fio  +  J&tti  +  -rtia+ in  inf.    (16) 

Offenbar  hat  man,  unter. denselben  Voraussetzungen: 

^■)(t<o+tti+tta+ ...  in  inf.)=  I»Uo  +  2:C»)tti  +  2:(«)tia+ ...  in  inf.  (17) 


286 


AMeitongr  einigrer  bestinunteii  Doppel< 

intef^ale. 

i 

Ton  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstaod  der  hohem  Bürgertchnle  zu  Ettenheim. 


,  5, 1. 

H&tte  man  in  TheU  Xu.  Nr.  VI.  $.  1.  des  ArchiYS  folge&de 
Koordinaten  eingeführt: 


^z=zra^  costt,  yzszrbl^sinacosß,  2=rc*8inasin/7; 


so  wäre 


V  (a*cos*«  +  6*sin*acos*^  +  c*sin*«siii*/J) 
,  ^  


Zugleich  f%nde  man  für  den  Kubikinhalt: 


71        n 


I  a%^c'^r^r\^  Sa8/3si 


sma. 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und  vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen,  so  erh&lt  man: 


/7 


71 

2 


[ 


7l_ 


/*/ 


n 

9 


[ 


(1) 

fAnadadß 


X  .[a*cos*a  +  6*sin*«cos*jS  +  e*siii%sin*jSli 


F 


7C 


_____^ siDtt8«8j3 • 

>*  cos*«  +  6*sin«acos*/?  +  c*sin%mn«3 
:  [o«cos«a  +  6«sin«a cos2j3  +  cVin«asiii*/3]4 


2aP^* 


V^ä^c« 


worin  cose=  — 


1 


j 


Ffihrt  man  dagegen  folgende  Kqordlnaten  ein: 
x=^r  sin«  V 1— wi*sin*j3,  y=rcbsaco8j5,  «=rsinjSV"l — «*  sin*a. 


m34-n«=:l; 


80  ist: 


ttbc 


Vl*^«nMl-'»»*ß»«*|3)+ff*c*cos*«cos«/J+a*6asln«i3(l-««slnaa)] 
und  der  Kabikinhalt:   .  .        ^ 

8  /»«/*«  r»(  1  ^n*sln^«  -  mHixflß) 


+Ä 


V  1— n*sin*a  V  1— wi*sin*p 
Iffieraus  folgt  dnrch  Vergleichung : 
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/ 
'  I- 1*\  •  .......1...    .'.  f .  ■  ,  t'\  I 

•  •  ■.  .  ^5.  «>•  ~. 


ir  vrollen  das  bestimmte  Integral 

t,4-  '.  ....      1 


•'.:        l'il^fM,..':  »=  •     ■.     'y-.  ■     ■*'  t.4.;       ...    .,        ,  |\^   *r;i.» -"/ 


O 

n  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  zu  best;pmmen  suchen, 
itzt  man 


.» 


ö«Ä*cosV  +  a Vsin«g>  =  ««, . 

a«*«eos«g)  +  6^c%in «9? = /3« ; 

das  obige  Integral 


TT  TT 


ff 


ö      o 

beistimmen  wir  nun 


(a»cos«i|; + j3%in«tf;)«' 


/ 


=Än. 


«let  leicht 9  dass  -•••  '■-    »'  •:    '«''^ 

»  bekanntlich 

^l)t  sich  aus  der  Formel  (5): 


';f    f  ■:•.•■    *  '••    .".'in':    .'»:.;    Ilj.fil    )iifi;'i 


«_!?       1     rl5       15  9  9-1 

^*  ~2  ■  2.4.6  L«'^/J  ■''  a/S»  +  a»/S»  +  «»|J»  J 


\« 
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Das  allgemeine  Gesetz  scheint  2Ü  seio: 


n 


ff  _^^      1      r  "i  Y  -^    I     1  ^'«»-ii         . 

^» "^ 2  •  2.4...C2n~2)  L  a^-^ß  "*"  a^-»/3»"*"  -•  "*"  aß^-^J '  ' 

worin  a^ 9  «3, <i2n— 1  gewisse  noch  zu  bestimmende  Koefüzic 

ten  sind. 

».-■•"..  -  ■  •     '  \ 

Wendet  man  .die  Fqtmel  (ä)  an  und  s^tzt:  ^..   .  ^. 

ll 

«3  =  (2W— 3)  «3  +  tti  , 
n-f-1  'it'  ■        n  ■->>'J"**\"'\"> 

«4  =  (2n-5).as+3aa,       ,.  (7> 

n-fl  n  n 

a7  =  (2n-7)fl7+5a5,         .■;, ,  i,  .,      , 


.    -      V 


so  erhält  man: 


..'■.* 


was  die  Richtigkeit  der ' Vormel  (6)  beweist. 

1  , 

Nun  ist  a|=:l,  also  aus  (7):  '     . .  .  »i>l  i  ^iin:;    *' 

( ai\^  1 . 3  ^^.  17  ....-<2|r-r3)  • 
Ferner  Ist:  .  :»,,..    •,  1  „.,1, _ 

8  1 

j  ' 

woraus  vermittelst  der  zweiten  Gleichung  (7): 

.    ..     .  ..:i-^o  !    ioi«    ;^!-.;  .■■.:••-'  \\*iVX  '^ 

as=P.3.5....(2n— 5).  (n~l). 

Fährt  man  so  fort,  so  wird  ma^  auf -da^  folgende  G^etz  gel 
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Dadurch  nun  ist  die  Bestimmang  des  vorgelegten  Integofi 
auf  die  Bestimmung  von  Integralen  der  Form 


O  .1  1 


zurückg^hrt 
Mao!  setze ; 


.1 


cosg>=-7=?=tg^ 


so  ist 


Die^lGränzen  von  tf;  sind  €  und  0,  wo  e  4ie  obige  BedeotoDg 
hat;  also  wird  das  Integral  (10),  da        . 

-^  og>-^      singjcos'^*  '^       a^—^  - 

ist: 

8^(;.p.eos*H-^[;>cos*^+^^p 


=/ 


ft«4-i 


«    cos*i|;(6c)»^+Hac)»«+i<l— i?«sin«if;)     » 


0    (i-p.«Ssin'ifi)    •        ■ !- 

Die   Bestimmung  des  Integrales  (10)  ist  soiipt  auf  die  dM 
Integrals  j:         '  ^  ^ 


^t 


■  :-•  ■ 


Z':"'^^        ,TO 


*    <l-MifslBfif^)    « 
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I.. 
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zurfickgeführt.    Allein^  wenn  L— 15*=!^'*,  so  ist: 

1— «Vm**— «^     ■     ,         (1— ij'sin'V— V*)» 

B  i  [(I  -  ij»8in«t)"  -  ^  ij-«.  (1— ij3siniV)"-^  "  '■ 


a«^ 


liircb  wird:  '  :«" 


»  •  ^ 


.    >-  «    (1— i|%iiiftfd'  ^- -J.  , 


^  j.  i        .   •      .  .  r  ,  ■  .  . 


Die  hier  vorkommenden  Integrale  haben  nnn  noch  die  Formen : 

l      :    .,   ■■■•..  .-:  •  m   ... 

J  «gl— "a?+i- 

•>.?-..  p>*.    -t™       n'.   ■.  )•      .n   .   ;^        /.*..-•>.    •  •■      :  ^ 

»  f  '      ■  I  i      '  • 

Ffir  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekursionsformäin: 

4-97^sin€C0S£(l — ifsin*s)    •    , 


V  .v>n;..- 


irend  ^ 

(15) 
=  £(t,i,),  P,=^?5!£(j,,)_^j.(j,,) 

.  «^inscose  V  1— «%(in*« 
+  ^= 3—^ ' 

a^V(.^\     n  ^^M)         ly'singcosg 

Vermöge  (14^  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (13),  da- 
!h  da«  Integral  (li),  und  dadurch  endlich  das  vorgelegte  In- 
at 
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die  Gleichung  einer  Fläcbe»  vfod  laan  setze 

ör  =r  -  sing^sitaif; »  ^^  T- 6in9>co6^ ,  z  s=  ^  eos9>; 
60  ^hSlt  man.  ^Is  Formel  fär  den  Kubikinhalt: 


8(aU: 


[a»6«cos«9+a«Ain«9cos«^+6Vsin«9sin«<fff»* 


■         • 


Setzte  man  aber 

so  erhielte  man  fiir  denselben  Kubikinhalt: 


"/    /    [fl'cos*9+*^»»*9>cosV+<'^ölÄ«^in«^]"T^siny898<^. 


8  /»»/»* 

«O  O 

Also  ist: 

n      n 


/     /     [a*cos*9>+6*rfn«gK;osV  +  c'sinVs^h*^]'« 


i^^-:^i[A:\^* 
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=(o6c)*H-» 
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sina>dg>d^  ! 

[o*6*cos*g>+a*c*sin*9cos*^Hh6*Ain*y®*"*+]**^  I 


wodurch  das*. erste  Itttegral  ebenfalls  bestimmt  ist. 
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Helber  den  Heber. 

Ton'ocni 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 


•-  -1  .  ... 

.Vorstand  der  hobero  E[$rgerschiile  zu  EU  es  heim» 


In  den  Comptes  rendns  vom  25.  Septbr.  1848  sagt  Per- 
^^lÜM  ein  flrcrattgleioh  didcetr  HcAter,  dessenv^rtikaiMB  Arme- 
ie  Längen  a,  c  und  dessen  horizontaler  Ann  die  Länge  6..bflbe^ 
■d  in  dem  man  nnr  den  längern  Arm  c  mit  Fifissigkeit  gefüllt 
whe,  dann  fortfliesse»  wevin  man  diese  Fj[^sigkeit  von  selbst 
Qsffiessen  lasse,  wenn 


^     H 

orin  JS  die  Hohe  der  Flüssigkeit  bedeutet, .  die  dem  a^mosphä- 
sehen  Drucke  das  Gleichgewicht  hält  Zugleich  will  er 'dadurch 
e  Formel  Päclet's  ^ 

.   ^.  c>2a  +  6 

»    •  ■■  .•■•:■-■•■         V 

ilkrfiften.    Trotzdem  ist  die  letztere  ooch  richtig  und  die  erste 

Jsch,  wie  man  sogleich  sehen  wird. .  .    ,  .•    ..  •    „.,,,  :;.. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Flüssigkeit  fliesse  ans  der  Röhre 
'D(=c)  (Taf.  IV.  Fis.  2.},  so  ivkd,  da  die  in  AB +  BC  ent- 
iltene  Luft  sich  ausdehnt,  die  Flüssigkeit  in  AB  steigen.  SoU 
e  über  B  steigen ,  so  muss  vor  Allem 

din.  Diese  Bedinging  vorausgesetzt  nun,  wollen  wir  annehmen, 
ie  Flüssigkeit  habe,  Dis  CD  teer  sei,  >»  ihrem  Steigen  dBelUlir 


29S 

reo  a,  b  nicht  nur  durchlaafeD,  sondern  sei  noch  in  CD  bis  zmr 
Tiefe  CK=x  gesunken,  so  dass  also  im  Augenblick >  als  in  /) 
die  letzte  Schiebte  abfliesst,  die  gestiegene  Flfissi^eit  den  Raum 
a-i-b-i-x  erfüllt.    Suchen  wir  nun  x  zu  bestimmen. 

Die  im  Heber  befindliche  Luft,   die  ursprünglich  den  Raum 
a+b  einnahm,  befindet  sich  im  Räume  KD=c — x;  ihre  Dichte 

ist   also  ihrer   anfänglichen  Dichte.     Heisst  8   der  Quer- 

schnitt  des  Hebers,  s  das  Gewicht  der  Einheit  der  Flüssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

Pi9=P  ,  .         (2) 

und  die  in  KD  befindliehe  Luft  drückt  nur  mit  iiei  Kraft 

c— ar  c—x 

»  •    •  . 
Da  Z>  in  dem  betrachteten  Augenblick  durch  die  letzte   abflies- 
sende  Schichte  Hoch  geschlossen  ist,  so  wirkt  auf  die  fai  ABCK 
befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

Ä  +  6   rw  » 

Hob — XOS9 

c — X 

.•■••;.  .  ■  ..■».• 

anders^ts  der  Druck  JWc— atf^;.  demaadi  nmss^.fik  gleiehfMipi 
Bewegung,  ■»  u.  -.  •»  .-:       :;f.r.- 


ßSe — aÖB  =^^i- iW^ — ^F , 


C — X 

d.  h. 

c— a: 
sein.    Hieraus  folgt:  ..  :. 

H—a  —  c  ,  Ar     „,   ...   .          ,  (H'-a'^e)^ 
a  = 5 ±  V  —  B(a+b+c)  -^ac+ j ^  • 

•'  ..  '  f        .1.    1-1 

Soll  nun  der  Heber  fortfliessen,  so  niuss  '' 

!  l'.'l 

J|      ll  .  ■■        I  .  .    \  .      .f.'*  MI-.' 


V 


-H(a+b-e)—ac+^ 3 '-  >  a+ 5 


':')t6t~Sijr-im>o, 


c>-Ai+6 


V^ma  «bei»'4w  Sediogung  i 


(»er  eine  durcb  zerstreutes  läcM. 
tewlrfele  Interferenzerschelnmii;.  ■™' 


-1 i'J  ■   .Herrn  t.  SohläfU, 

.'  y  PMlB'tiaceliteo   der'  Hatli^matik  zi 


Kt)ie  Srsclieiaung,  von  der  iob  reden  will,  let  nur  eiue  MoiJi- 
DD  eines  Bchon  von  Newton  angestellten  Interferenzversuchs, 
Radickeia.  meinem  Handbuch  der  Optik  (Theil  U., 
H)  alsf>  beschleußt:  i.^.l 

tfliSsat  man  durch  eine  in  einem  weissen  Schirm  befintlKch« 
e  kreisr<irniige  Oeffnung  auf  die  Mitte  eines  sphürischen  höh- 

Kassspiegels ,  dessen  erhabene  iiückseite  belej;t  ist,  einen 
änJel  fallen,  bo  erblickt  inan, auf  dem  Schirm  rin^a  um  die 
toA'g  'Farbenringe,  wenn  dieselbe  im  Mittelpunkte  "der  SpiQ^ 
ttib^nng  liegt.  Dfie  Farben  werden  schwacTLer  mit  der  Etit- 
feg'dcs  Schirms  aus   dieser  Lage  nnd  verschwirtden  endlicb 

Der  jüngere  Heriichel  hat  diesen  Vonjuch  aus  der  liiterretena 
an  der  Voidcrtieite  des  Spiegels  verstreuten  und  an  der 
Bieite  zqrutJ<Sewoirenen  Lichts  mit  dem  zuerst  an  der  GäcVL^iolW' 


f 
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zerSmot 


zurückgeworfenen  und  dann  an  der  Vorderseite 
erklärt;   diese  Erklärung  wurde  durch  die  Uebcreinstimn 
sehen    den   beibchneten    Ringdurchmessern    und   den  gel 
bestätigt. 

Eine  ähnliche  Erscheinung  kann  nun  auch  mit  einem  { 
liehen  ebenen,  mit  Stanniol  belegten  GlasäS|iiegel  und  uhnt 
hervorgebracht  werden,  wenq  man  die  zci;streueiide  £Js 
der  Vorderseite  de^  Spiegels  durch  Anhaticheu  oder  B^ 
erhöht.  Der  beim  Newton'scbeD  Versuch  angewandte  ' 
wird  hier  durch  die  Netzhaut  des  Auges  ersetzt,  bringt  ni 
lieh  das  Auge  so  zHischcn  den  Spiegel  und  titie  Lach 
daas  man  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  nahe  be 
der  sieht,  so  erblickt  man  auf  dem  Spiegel  eiue  Menge 
trischer  und  farbiger  Kreisbogen,  die  nm  darum  nicht  toIIi 
Kreise  sind,  weil  sie  theilweise  durch  den  Schatten  de 
verdeckt  werden.  Man  braucht  nur  das  Auge  ein  wenig  S 
uder  KU  senken,  um  ku  bemerken,,  jftse  diese  farbigen 'Kn 
die  Gerade,  welche  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flani 
bindet,  senkrecht  durchschueiden,  und  also  ihren  Mittetpi 
dieser  Geraden  haben  müssen.  Ist  die  Flamme  viel  we 
Spiegel  entfernt  als  das  Auge,  no  scheinen  die  farbigei 
das  Bild  des  Auges  selbst  zum  Mittelpunkt  zu  haben,  t 
die  Flamme  nahe  neben  das  Auge,  so  sieht  man  parallel« 
Streifen,  deren  liicbtung  "auf  der A'erhindungdinie  der  Bi 
Auges  und  der  Flamme  senlirecht  steht.  Hält  man  end 
Flamme  zwischen  den  Spiegel  und  das  Auge,  ^»  t^rüiu] 
die  parallelen  farbigeh  Streilen  nach  der  en^egengtisetz^ 
und  scheinen  nun  desto  mehr  6as  Bild  der  -Ftöniniä  j^ 
Mittelpunkt  zu  haben,  je  mehr  die  Entfernung  des  Aiig 
Spiegel  diejenige  der  Flamme  übertrifft. 

Benutzt  man  die  Sonne  als  Lichtquelle,  so  haben  dl 
gen  Ringe  das  Bild  des  Au^cs  zum  Mittelpunjtt  und  nerdt 
grösser  und  breiter,  je  weiter  man  das  Auge  vom  Spie 
terut.  Ist  diese  Entferijung  gross  genug ,  so  vermag  der  i 
des  Kopfs  nicht  mehr  die  Ringe  zur  Hallte  zu  verdecket 
man  sieht  daher  die  äussersten  Ringe  als  fast  ganze  Krei 
vom  Sonnenbild  nicht  geblendet  zu  werden,  kann  man  de 
gel  so   atelleii,    dass  der  Schatten  dea  Kopfs  dasselbe  "v 

Obsehon  di«  folgende  Erklärnng  durch  keine  Mesaj 
Durchmesser  der  farbigen  Ringe  bestätigt  wurde,'  so  K^ 
im  Allgemeinen  in  der  so  eben  beschriebenen  ErscbeinuDgei 
was  dieser  Erklärung  ivid erspräche.  ,■ 

Aus    dem   leuchtenden  Punkt  Ä  werde  auf  die  Vord 

l  des,  Planglases   die  Senkrechte    SA  gei;illi,    so  ist,    wem 

l  ^rebh^IlEsindex  des  Glases  bezeichnet,  uud  TA=n.  SA  t 

\vKi,,  r  der  Uiveigenzpunkt  der   ine  Glas   gebrochenen  S 

|Mimint  man   nun  den   Augenblick,    in  welchem   das  Lichf 

'■•»"ht,    als  Anfangspunlit  der  Zeit,    und  die  Zeit,    weh 

Vrauchtl  um   die  Längeneinheit  in  der  Luft  zurflcki 

hj^  des   Zeitmaasses   an,    so  druckt  SA — n.  TA  i 

a'wellcber  das  im  Glase  äch  bewegende  Licht  voll 
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5d  Punlfte  T  aasgegaDf;en  sein  mileste,  weaii  es  stets  in 
K.ben  durchsichtigen  Medium  gebliebeo  w&r«.  Oje  veirlitn- 
»«okrechte  7'.4  treffe  die  Hiaterfläche  des  Glases  in  D,  und 
iSche  auf  der  entgegengesetzten  Verlängerung  DQ—TD, 
^  der  Divergenzpuukt  der  aa  dar  Miuterflache  des  Glases 
skG;«worreiien  Strahlen,  so  lange  sie  sich  noch  innerhalb  des 
^^  bewegen,  und  diese  zuriiclcgeiTorlenen  Strahlen  verhalten 
gerade  so,  wie  wenn  sie  zur  selben  Zeit  SA~n.  TA  von  Q 

F «tilgen  wären ,  wie  wir  uns   die  einmal  gebrochenen  Strah- 
li   T  ausgebend  gedacht  haben.    Folglich  wird 


SA- 


..  TA  +  n.QM=  SA  +  'iin.AJ)  +  »(,QJU—QA) 


Zv'it  bezeichnen,  zu  der  das  zurückgeworfene  Licht  in  Irgend 
jm  nicht  zo  weit  von  A  entfernten  Punkte  jW  der  Vorderflache 
lOgen  wird,  um  von  da  aus  durch  Zc.^treuung  in  die  Luft 
:f^ugehen  und  ins  Auge  zu  gelangen.  Derselbe  Punkt  M  wird 
Bf  auch  von  der  Lichtquelle  S  selbst  zur  Zeit  SM  direkt  er- 
lebtet werden,  und  das  emiifangejle  Licht  ins  Glas  hinein  zer- 
ceu«n.  Man  ziehe  MC  senkrecht  auf  die  UinterÜäche  des  Gla- 
iS  ^nd  mache  die  Verlängerung  CN=MC,  so  wird  das  zurück- 
«%«oi-fenc  Licht  sich  verhalten,  als  wenn  es  gleichzeitig  von  iV 
ausgegangen  wäre,  wie  das  zerstreute  einfallende  von  M.  An 
i\ei  Vorderiläche  angelangt,  uird  es  in  die  Luft  gebrochen  wer- 
ben und  einen  auf  der  Geraden  MN  liegenden  Punkt  P  zum  Di- 
ier)>enzpunkt   haben,     dessen    Lage    durch    die    Gleichung     MP 

—^■MN  bestimmt  ist;    und  die   dem  Punkt  P  entsprechende 


SM^^n.MN-PM 

>  ist  der  Zeitunterschied,  um  den  wir  den  Punkt  M 
'.!  von  Q  aus  erleuchtet  uns  denken  müssen  lüs  das  Licht 
P. ausgehen    kann,  I 

=—{SM~SA)-\-n(QM—QA)-\-P}a. 

lefindet  sich    nun    das  Auge  O  weder   ; 
schief  vor  demselben,    so  erblickt  e 

IT i^.  wenn  das  Glas  dünn  genug  ist,  in  solcher  JNähe,  dos^ 
Bilder  auf  der  Netzhaut  sieb  intcrferiren-     Wir  dürfen  a^Gl' 

ilh  die  von  M  und    /-*  ins  Auge  gelangenden  Strahlen  «&^_ 
|el  ansehen,    und  wenn  wir  den  Winkel,   um  welchen  dies^J 

H»n  der  senkrechten  Richtung  abweichen,  mit  vi  bezeicKtieni 
f'der  Weg  von  P  aus  ins  Auge  um  PM.coaw  länger  als  der- 
i  ,Kan  df  aus  ebendahin.    Demnach  muss  der  Zeitunterschied, 

'^  4^   Licht  von  31  aus  später  ins  Auge  gelaugt,    als  von 


':',:t^(ii]tt:-^'QA)'-(.fi]a—sA)+pm(i—cosw) 

■Ul  UM»  errichte  nun  aus   O  die  Senkrechte  OB  auf  den 
^wIsötM  SA^a,  OB^b,  AM=p,   BM=f,,  AO=d  und. 
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Heber  eine  grcometrlsche  Aufl^alie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  AuFi^abe,  mit  deren  Auflusuog  auf  aoalytischem  Wen 
nir  uii$  lu  cticsem  Aufsätze  beschSttigeii  ««oUen,  ist  die  folgenoe 
in  Thl.  I.  S.  105.  vonreleste  Aufsjabe: 

F. s  ist  Olli  Kreis  und  in  dessen  Ebene  sind  zirei 
Punkte  sjogeluMi;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebe- 
nen Punkte  einen  Kreis  dergestalt  beschreibeo,  "dass 
seine  beiden  Durch  Schnitts  punkte  mit  dem  gee  ebenen 
Kreise  und  der  Mittelpunkt  dieses  letz  teren  Ikreises 
in  einer  und  der  selbe  o  geraden  Linie  liegen. 


S 


mnkte  ji^enkrecbc  steht,     so   wird  es  am    zweckmässigsten  md, 
iese  gerade  Linie  als  Ase  der  .r  eines  rechtwinkligen  Coorditt- 


des  Miitelpunktii  des  gegebenen  Kroises  durch  0.  6  und  seioen 
H.iJi>rjes>er  durch  r.  wo  nAtiirlich  6  ur..l  r  gesehene  Grrissen 
sir.d;    so  ist  die  Gleichung  des  cOirobei  en  Kreises 


1 


B-:: 


reich- e".  wir  iVrr.eT   d?e  C?.">:::rA:e'-i  des  in  der  Ase  der  j-  lie- 
if".  M/iizLvu'jkis   des   iiesuchten  Kreises   dcrch  «.  0   ur.J  sei- 


-■  r    H  i- :  v:  e  s*er    d  ■;  r c  h 


ist   die   Gieicbur;?   ders    cesiichten 


Zuerst  i'Fird  es  nun  darauf  ankommen/  die  Coordinaten  der 
l«n:;!Durcbschilitt8piiBktfe  des  gegebenen  ünd:«^»  gesuchte*» 
iMs;  2u  bestinuiben<^i  welch»  knao  erhält-^   wenn  man  or,  y  aus 

beiden  Gleichungen 

r  aus  den  beiden  Gleichungen 
4) 


eist  eewuhnlicher  algebraischer  Elimination  bestimmt.  Zu  dem 
ie  subtrahire  mj^n  zuerst,  die  zweite  4^^  beiden  vorhergehen- 
Gleichungen  von  der  ersten ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

6)  2pa?— 2Äy=r»  — Ä*  — ^a+P* 

r 

6)  ^plx—py-iig^r^-b^-Q^^fß, 


»: 


•  1 


2p{a:—p)  ~  (ja-^ftg— ^«— yg) 

« 

Führt  man  .diesen  Werth  von  y  in  die  zweite  der  Gleichun- 
l9!k  ^il>  üo  wird  dieselbe,  nach  einer  leichten  Reduction 

4  (6*+p»)  (;r-p)>— 4p(r*— ft«— p«-j9»)  (x—p) 

■ '  ■■■.■.*■  X     • 

.  *  I 

«  • 

Si^wie  man-  durch.  Zerlej^ng  der  (^rrisee  «uf  der  rechten  Seite 
rClei^hherozetchens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  Weise 
it  fladet. 


I  -  * 


auch,   wenn  man  da^'  Pl'Oi'ducf  auf  dfer   recliti^ii  Seite  des 
•hheitszeichens  gehörig  entwickelt: 

*i  •  I  . 

4(6»+/»*)  («— p)*  -  4p  (r»-6«- ^«-pä»)  (ar-/>) 
=- (i^^;>«)"rt- 2  (r>~j»«)  {6»+ 9?)  -  (6a--p«)« . 

t 

AlOS  der  Gleichung  8)  ergiebt  sich : 


SM 


^6b^^,>  wennidan.  dieis«e.  Gtfeiebane  in  B^mips  iüif  'ar-^p  ialsJivUb^ 
kaoiite    Gross«  •  wie    eUiel   gewiltintiolie    qiiadfatisclvi  :4vleiei«lt 

auflost:  r;'i;«irf''   "  l.-'.     r-.Mnl    ".f» 


d.  i. 


,  ■  '  ^      I  r  ■■ 


aiaoy  wie  man  hieraus  leicht  findet: .   .    ,  '    «i 

folglich 


■  to 


Führt  man  aber  diesen  Ausdruck  von  x — p  in  den  Aasdracktf] 
von  y  ein^   so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 


::fi  *:  ;.    ■    ".  i)    "  .     ;.i     ;■    ' ,  >     ■  •     ':■'''     .  :  lil  *     ■■. 


und  (lir  die  Coordinaten  s^,  ^  der-Durehscbditi^pttfikte-d^ 
Kreise  hat  man  also  die  folgenden  Formeln: 


11) 


r     '^  ~  2  (6»+/»*) 


wo  man  auch  noch  bemerken  kann,  dafis         ;i-,.  t  x\.  - 
ist.    Setzit  mafi  aber  der  Kürze  weaen. 


13) 


i      .  ■  ■  "1  ■ 

r       \  1      - 


1 1 


\ 


♦^r»  "•lii"  :^»     •    >:i\o   'ki-i    '.»li'fif  »rj|  /    ?F;-j:f''t.i    tJ:  r  ^    .'. 


V, 


latfirlich  die  obern  iin^  untrem  deichen  sicn  immer  auf  einao 

bMMi6iiM- 1:-.''  >: 'I  .>i  IC  ^♦(•;i '•    t  ••.•;, :;'-^  •!•.<■?,      .  -■;' i-:  ,.      .;  •;.../ 

Bezeichoen  wir  nun  aber  den  einen  Durchscbniftspinnkt  d<^ 
»n  Kreise  durch  (a^'fJiOftä^u  ftodern, durch  (a:''f^)f.»o  ist 


:j 


'  ...»       .    !'     1  MI' 
/ 


■. -ti; 


\   i!-.':i';t-      '.' ■   ■.  ..■         .    >:  ij.).  ; '.;    ••!,!,  ii      .ii-iü!'-;    ■  ■.'!    ''•■..-.m 


18) 


Die  Glei^ftnng  dier  duteU  die  Dürchsöhdittepunkte  der  beiden 
se  der  Lage  nach,  bestimmten  «geraden  Li^e  sei  jetzt 

aben  wir^  da  in  dieser  geraden  Linie  nach  den  Bedingonmiil 
A^fgal^e  a^u^lj  4«  Mi^eiwpkt  ,dep  geg^ebepen^ 
^oi;duiaie|i,  iiii^h.  ;d^nf;  .Obigen  0^  6,j  «u^l^  ;%jfen  ß^^  diq 

h  ='B\ ,  ,... 

•        •  *       i 


— -;■     --  S        ■  .  •     •    ;-•.■     •     ••   1 
\  -  '  .    ■ 

ich  ,       . 


seg 


und,   wenn  man  in  diese  tileichung  die  obigen    Ansdrtic| 
x',  y'  und  stf',  y  einßhrt: 


19) 

welche  Gleicht 
(1(9  r  Gleidiuifg 


6  (1 +p)^j>o  ^  ba±p>±pQ 

n«    nach  einigen  leichten  Reductioiieit   i 


filhrt,  die  alsn  die  Bedingungegle'ichuiig  ist,  dass  die 
Durchschnitt^^pnnkte  der  '  beiflen  Kreise  und  der  Mittelpi 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  deradben  jjeradi 


Diese  Gleichung  zerlUllt  in  die  dn 
21)  fi^+p^^O,     1  +  /»= 


Linie  li^ 
Gleichungen: 
<J=0; 


von  denen  aber  die  erste   offenbar  auf  reelle  Weise  im  l 
ncn   nicht  zu   erfüllen,    and  daher  zu  verwerfen  iet, 
zugleich  übersieht,    dass    lür  t'^^frh^  die  Ausdracke  11)  i 
Coürdinalcn    der    Durcbschnittsjninkte    der    beiden    Kreisefl 
stimmt  werden  würden.    Duber  bebalten  wir  nur  die  beidsl 
chungen 

22)  I  +  />=0,    e=i>; 

>V^hK  fW^i  :4^)  sogleich  zu  den  beiden  Gleichungen 


,'«+p»)  +  (r2 


',"^e^i^A>l^"^^.'  M6^,d!J9''Ct)ordinaten  des  einen 
l^ejteb^'en  Puiiltte' 'SiJrcK  a,'  Sx  so  sind  in  Bezug  auf  &^ 
noniniene  Cnordinatensysteni  die  Courdinalen  des  anderh  t 
den  gegebenen  Punkte  offenbar  durch  a,  — ß  zu  bezeicbni 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  I 
hindurch  gehen  soll,  so  erbalten  wir  nach  2)  offenbar  die  GUI 


24) 


(«-rt^  +  ^-p*. 


Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der! 
Gleichungen  23),  nämlich  die  Gleichung 

^welche  man  sogleich  auf  die  einfache  Form 

Bo  haben    wir    zur  Bcstimmuug    der   beiden  ui 
a  p,  e    die  beiden  Gleichungen 


lie  beiden  Gleichungen  j>  I  :••  !  '  n» 

enen  sich  ««(g^iiiolt: .':  -  :.!-.:  .  .  .;,:,!  ijs.nnciU 

' .    »    •  •  •"•  *«  c-  \ 

■r  '  S  » 

t    Führt  man  diesen  Wertb  von  p  in  die  Gleichung  {.. 

o  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  ^:  |  ; 


V  ^- 


m  das  Vorzeichen  .ibM^  «o  sii  itdimeBkihftti;  daj9ifo^;|^i||%. 
wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.    Also  haben  wir  zur 


imung  von  ^i»  imd*^  dTe;b^iden^  Ausdrüfske:, 

L        •        !  »    •. 

V"4««(6«+T*) + (aa-n3«-6a-:^^ .       ;c!M:.i  .  ;,. 


i  für  »  und  9  offenbar  stets  reelle  Werthe  liefern;  jedoch 
der  Fall  a  =  0  augenscheinlich  einen  AiM^ltaMMIt!»  ffÜO 
orzeieben  in  dem  Ausdrucke  von  9  zu  nehmen  ist,  ist  schon 
i  erwtfli^  w«iirdefi.'Uebrigens  kaaui  ma|fi '9-atlehi  ^uf  foigi^nde 
usdrü^keat   .;  ^i..       '    -*  "v'^"~^^^ 

? = J: ^ 


»Tbindeikji;iiLierDer  mit  der  Gleichung. 24).^^di6   zwtite-dflp:: 

uneen  ^,  so  haben  wir  zur  BestimimiHg  vöh  j9  und  q  die 

Gleichungen  .^^1,, 

ßr  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich  ^ 


und  folglich  •) ..      .       ii  :*\   »i.. 

Demnach  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleiohiui^ 

woraus  durch  8ubtractlon 


I-  f-'.    .'■»*;■•  , 


oder 


>  ■   ■! 


folglich 


27)  -p=±  2d[CifO±(|^!^±«?±i5 

flftefa 'ergiebt'   Aldo  Idt  nach  ^em  Oblgeii'>    ' 


.  I 


(p 


woraus  sich  zur  Bestimmung  von  p^-— a  leicht  die  quadratis 
Gleichung  .  . 


'■'. ,    i    . 


^ä^  die  Oleiehin'g         ''■■'  'i»-; -i- ;i  ..^j  .    -,    c-      .,  i':.";   r,:» -, 

(p— «)^  + -äH^ (p— «)  = 4(a9ii:.^i!)>ü4 

--      .  > 

ernebt«    LCst  man  diese '6lelchubg&iif,')80  erhält  man 

■  ■     -  * 

also  !r»>:;ii;.»»;,U»   "s 

•i&t,  wie  man  leicht  findet i.  •..  ^  .|  i,\. 


nt 


l 

Führt  man  diesen  Ausdruck  Ton  p-^a  in  die  Formel  27)  ein, 
SM  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

■  I 

*iii;   •;    ;  .'  i     ..«j»!-';«-?'     ;r     ;*i".i>    I.'X     .   '■'';•  i;:A    ''jI'     '-'■I'  ..i.m   ^.       :*-"f    ■    . 

31)  •;    "i!  ijtiii  >//  (j-jT 

P=(±>  2(a«-r2) 


p]#''cla8  Törzä'clied  liri  de^  Pa^ehfhblte'  «ti^  Ho  zu  'nelunfn  ist, 
SäBS  Q  positiv  wird,  wa^'^s  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Die 
Möglichkeit  dieser  Auflösung  erfordert,  dass  die  Grössen 

(a^^r^)  +  (ß -4)ä  .,11,4  (a^^^y^iSi^miui  \       -.iiU 
ckiche  Vorzeichen  haben.    Auch   ist  nach  28)  und  29) 

\..  _tt(aH<3^-^^-Ta)abr^V4/3g(«g--rg)+(tt^^i3g  +  y-^ 

^^r    ?~"    ...  2(a«— r») 

«■tat.         i    (.  «  ,    '  -  V  ^  -  •  '  <•  \    .    .  ..  r,     ; 

-    -(Ol  I  f)i-5  — t— -"<•• .  \-'    •  ;,  ,— i — ■•  -i  ; '■  ■    -'.--A  ;     .;•-   rj-i  - 
......  i-^-.:\^)y 

33) 


••>  -  '\ 


Der  Fall  «*— »"^t^O,  d^.  a^+r,  bildet  einen  Ausnahmefall. 

;  fitMf  ^ns&«i€^6 '^pns^er  ^AuCGta&e-.  aus  den.  v^ergehevidien 
l^ormeln  abzuleiten,  ^ttlG^^lasse  ich  den  Lesern,  indem  dies  jetzt 
riebt  mein  Zweck  ist,  und  bemerke  darüber  in  der  Kurze  nur 
folgendes. 

Zuvorderst  erhellet  auf  d6F-^SKipl)e>i-dtos  es  blqss  darauf  an- 
imt»  p  zu  construiren,  *  w6it  s^ch  i4änn  ^MFentHir  di^  gesuchte 

J\b  beBchreiben   lässt,    da  sein  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte, 

irch  wellfl^-Tp^^^ 

Der  Ausdruck  "**    ""  * 

^=  2a 

n  26)  kann  ab^^^icHx^aStniM.weirden,  TrideiAa  m&    bloss 
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LVL  setzen,    und  die  Grussen  m  und  n  mittelst  des  pythagorSi- 
sehen  Lehrsatzes  zu  constniiren  braucht.    Dann  ist 

1  ■■  .  ,...■■. 

m*-*n* (m — w)  (wi-f  n) 

;     ,  P-        2«       -  %i  ' 

,  ■  '  •     .    ■  ?  ■•■•■i    I*-    «M     ;::•-*.■     ••■         .    • 

also 


2«:i»— it=*»+n:;>,'^ 


wo  nun  p  mittelst  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  Proportionaliiuie  zu  finden»  leicht  durch  Constmction  eiw 
ten  werden  kann.  ,.; 

Ferner- wollen  wir  die  beiden  Wertte ,   welcKi  ^w  Anaä^ 


,  -«(««-g»-|;6»-r»)  jbr  Vfi»-r»+ (ßr-bn  t«*-rrH-tf -Mft. 


p^tt 


.....     .  2(a«-r«).  ,        ,:„ 

■     .  1/ 

...'.'  .  .■,■"..■        i"Ti!;  •  , 

in  29)  für  p  liefert,  vorausgesetzt,  dass  diese  Werthe  reell  M, 
durch  p'  unÄ  p"  bezeichnen.    Dann  Ist 

P  -«=-.  —  2(««^»)  ' 


P  -«  = 2(««^-f«)  ■^^'' 

also 

(P'-«)  +  (p"  -  «)  =-a        P,Z% • 


,  t  r  -     -      - 


^■•l-.ii.>.  al,  "|ll 


■  I 


»  «  .'     V      ■     •:  :.      fi"  ''I 


d-     •  .  .  .:  ■:■.■  I  «;.■'::.      II   'I 

•    I.  1  -j 

•■-I.-.  ■<■  ■    -l      ;,    *        -•■  »       .J.J;i.   }:jV>-1','m     >l'jl 

v1g-r'+(g-A)«i'{ä^-i^w-if-^;'"  -  ■ " 


Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 


«'4-«"       .      .^-^     ^(ß-b)(ß+b) 

Setst  man  nun 


zu 


.  i.  J 


a — r:/J — 6=«:/", 
0  ist 


•  i '    ■ ;  . : 


■■:;•.■.'•.  I  .  ■        '"i'*.  i 


ii^mrs  mäb  fli«lit>-da8s  man  |»^-f-/i^— «  Mo«b  mit  Hfilfe  der*Auf- 
Aü^»   aii^ifei  i^geb€ii]6D  |;eni'd6D  Lmiiftn 'dl«  Tiefte- Prii|^^ 
nie  zu  finden,  cotostp^dren  kam;  •>•(-  ''i'<"-  ^•<  -  -    :-•:!■   ''"•'     '^-^'-'i- 

" "Die- Grossen*  •••.''  ',         ■  ■ -'^    '■  '         '■'■■' 


um  man  mit  Hülfe  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  leicht  con- 
Imiren.    Setzen  wir  nun      --■•''  -    '  .  - 


{a»-ra+03  -  6)«}{«»-r«+(|i+*>»l=S'**». 


,  ■.  I  •    •  • ; 


«s  verstattet  ist,  da  das  Prodaet;  ftof  der  linken  Seite  des  Gleich- 
eitszdchens  bekanntlich  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
i%lfcli'sein  ii(M;  *se  ist^  nach  dem  Obige»- 


r«.:   ! 


II   «ll     • 


P 


PirdUso  ■    •*'"  -^         ■■ :'     '■■■'.-■■.    •     ■^.     ■  ^.'i- 


tf — r 


fanlich 


BSetzt»  80  Ist 


so 

«-fr:  *=»:// — ^p", 

I  dass  folglich  auch  p' — p"  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer« 
m  kann. 


3X4 

Alis  w'-H»"— «  und  p'  —p"  ergeben  sich  nun  aber  p'  undp" 
ntittekt  der  Formeln: 

I 

■     I 
1      ■  '■  ' 

P"  =  \'^^\{p'-\-p"-«)-\(p'-p") 


und  können  also  auch  leiotil:  (Inrdh  Ccmfilnictiou  gefunden  n-erdeo, 
so  dass  also  jetzt  die  Aufgäbe  als  aufgelöst  zu  betrachten  ist 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  AuffinMg 
einer  zweckmässigen  Aufiüsjupg  ^unserer  Aufgabe  durch  Constnic- 
tion  zu  betrachten.     •       *    i    'T:\     *>  ,  *  ; 

i.i.Uebr^;eD^'  ei^beUet  au«  demtObige».  voD;  «e]h$$;.  jfis«  j^^.'m 
Aljlgieineiiieii^  immer  «itie  reelle  AnfliMung  paiieres  Anig^b^  glwM 
aber  auch   drei  solche  Auflusungm  gßbiNi.JI^ADII*  ,  .v'ilüi:  'w   i'iil 

Weitere  Betrachtungen  überlassen  wir  dem  Liesjeir4;>uqfi  wol- 
len nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  die  beiden  angegebeoei 
Punkte  in  der/ Per^pli^iie  des  ^egebetißii  KreiftM  Uegeo,  wo  «Im 
nach  dem  Obigen 

und  offenbar  iSkisO^  folglich  |  -  i  -    i  .    '. 


ist,  sowohl  die  Formeln  26),  »U^^ftob:  4i«  Rpnpflto  ^.i#4l!iMi 

liefern,  welche  Auflösung  einem  mit  äem  gegebeneu  Kreise  n- 
sammeufallenden  Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  Sj^ie  jm^ 
als  Auflusung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 


\ 


JrMld&i 


i<\    «•  •   ^JXi'M?" 


•    I  -^ 


^^^-^v 


••iif 


•vrii  i'iiinlc'iir-.«  'i-i-!  :ii-.!i/.ii->-".  mi!: 


»  i 


'         •  r    "1    I    I    ■     'i  ••• 


,;.Vheorle  des  €ondensat4>r8- 

Von 

Hieirrn  A.  Wcias, 


|.  J)  Int  Zut«taiid  des  Gleichgewichts,  verbreitet  sich  die  Electri- 
it,,Ht)£r  dte  Oberliä^en  der  Kür[)er  sq.  dass  die  Inte iisitUt  eiuef 
jlle  VQii,  dei;  A^  und  Grüsae   ilirer  Kriimmung;  abhängig   igt 
j^ai».  ,foJgti   ilass  im  Ali^emeiaen    die    vürschiedeuen  ätellco 
jee  Kijrpers    u^sÜhlie    v^le  versehiedeoe    [nt^n^täten  »iif  der 
iii^neii  l£u£;eißäc}ie  jedoch  dieselbe  Iitteii^|trit  habe».  Weiin 
I  doch   if    4f'  Folge   von  Einer  EiiCehsität  der   an   eiiieiii 
Körper  haftenden  ElectriciH»  dprechfco ,  so' »erstöben  wtf  darun- 
ter dejrQuofienten  aus  ilef  Menge  der  am  Kifrpet  b&flenden  Elee- 
trtcitSt  dividirf-  durch   die   (Hierljüehe'  desselben.      Es   Ist  dieses 
gleictii'am  die  tnittlere  IntengltSt,  v<m  der  man  sich  dadurch  einen 
Begriff  machen   knnn^   ^oa«  man'  üe    sich  auf  eine  Kugel  von 
A»Mr' Fische  gebracht  denkt.  '        '' 

C  2^, sobald  sich  irgeui  »iv^i  Kürper  beröhreu,  andern  sich  die 
"Tifrisfltiptl  Zustände  derselben.  Hat  der  eine  töriwr  die  Flihihe 
^fid:d(e  m'itticTe  Intisnsität  n.  und  der  andere  die  FlSche  03 
i  die  mittlere  Intensität  a^  unil  bezeichnet  «1  an  die  mittlere  1n- 
Qaität  des  ersten  Kürjiers  nach  der  ßeruhrung  durch'  Xy,  die 
's  jwwtew'durcb  ,-cj,  HO  wird  jnart  immer  setzen  kohnon- 

■    !!■  _    irt=^ca^.  '■  ■■  (l)ii> 

n>  Da.  -die  Gcsammtnienge  der  Electricität  durch  die  BfirulirUBi; 
*^t'g(^Riitrt[l»inl,  so  gilt  ferner  nach  die  Gleich nng:  „r  i!>:-i 
■    p  Man;'',  ni-ßli   u.   T-ri„i     >  .  :i--;/i    «■  nn   l,;Ji..;-ii',  ,!.i    ■,n-.!. 


r 
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1(1  letztere  (jteichung   d«D  Werth  voa  x^  aus  (I)  gesetzt  K>Ha 

hieraus  Tulgt  aber 

^  «i+cob     '     '  »i  +  co« 

Die  Zahl  c  ist  =^   uod    drückt    also    das    VerhSltniss   i 

mittleren  lnteiii!tit£ten  derjenigen  ElectricitStsni engen  aus,  die  sich 
in  den  beiden  Küriiern  das  Gleivhgemcht  halten;  wir  wollen  sie 
in  der  Folge  den  GlcichgeMlchtä - CoefUcienten  nennen.  Gewrihn- 
lieh  wird  dieser  vernachläiHigt.  iiider  :=  I  angenommen.  V/um 
dieas  jedoch  richtij;  ist,  oAn'wmcheä  Werth  die  Coefßcienten  in 
jedem  speciellen  fall  haben,  niuss  auTor  auf  anderm  Wege  enl' 
schieden  worden,  b^iu  ■ ; Im~ AlJ&ämeM'V  hiBgtdittseti.Wertb  iod 
der  Gestalt  der  zwei  Körper  aß,  welche  mit  einander  in  Verbiii 
düng  stehen,  Zu  seiner  Bestimmung  müssen  dieselben  Mittel, 
wie  KU  der  Bestimmung  der  mittleren  Intensität  bei  einem  eini> 
gen  Kurper  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

3)' Ist  eine  der  beiden  Olle rfliichen  z.  BJ  o,  =<»  und  deaHn 
iHtensit^^fli,  Bö  ist,  wie  ans  2)  herTorgeht, 

d.  b.  die  IntensitSt  des  nüendUdi  ^il^eii  KSrpers  ivird  nichl 
geändert.  i  i  i.    . 

4}  Hat  ^iner  der  beiden  K?Trp6r  die  Eigenschaß  stets  dieselbF 
Intensität  o,  beharrlich  in  sich  zu  erhalten,  z.  B.  der  erste,  ^o 
ist' Xi^at""''  j-i=:cn,.  Ein  solcher  Kilrper  kann  sonach  in  be- 
trachteter Beziehung  wie  ein  Krirper  von  unendlich  grosser  Fläche 
angesehen  werden.  Wir  sagen  von  einem  sulcben  Kürper  er  tie- 
sitze  coD staute  Intensität. 

5)  Wenn  man  einen  isolirten  Leiter  gleict^viei  ob  im  electri- 
siiten  oder  neutralen  Zustande  in  die  Nahe  eines  electriscbea 
Kürpers  bringt,  so,  dass  eine  nicht  leitende  Schicht  zwiscbin 
beiden  liegt,  so  trennen  ^ich  in  dem  genäherten  Leiter  bestiiumCe 
Mengen  von  bisher  neutralisirten  KlcetricUäten  und  es  begibt  aicb 
die  der  Quelle  entgegengesetzte  nach  dem  ihr  zugeweniletcii 
und  die  mit  der  Quelle  gleiche  zu  dem  von  ihr  abifewendet^ 
Theil;  letztere  ist  Frei',  erstere  hat  kein  Streben  ihren  Ort  M 
verlassen  und  heisst  deshalb  gebundene  Electricität.  Gleicbiei^ 
■H:ird  aber  attch  eili'  gewisser  Theil  von  der  In  der  Qoetle  befi 
eben  freien  Eleciricität  ebenfalls  gebunden.         " 

6)  BerQhrt  ein  dritter  Körper  einen  voi>  den  zweien,  wdof 
verlheilend  auf  einander  einwirken,  so  wird  das  nach  2)  erbaltei 
die  freien  Electrici täten  in  d^n  beiden  sich  berührenden  Kürp 
angebende  Resultat  nicht  geändert,  indem  nämlich  die  geb 
ileaeir  ElectricitXten  so  anfeefaSst  werden,  dass  die  freien  l-, 
sich  im  Gleichgewicht  sind.  Man  kann  nämlich  die  frebnri 
dene  Elecbicitat  eines  Körpers  immer  in  dem  Sinne  oebinr^ 
^9as  es  die   sei,  deren  VlirWag  ^   dia  Qhrige    in 
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^er  eDtfaaltene  iind  mit  (leim  Namen  dei:  rreieH:ite8eiohnet& 

ctricltäl  durch  die  lußiienz  des  andern  büiiknden  Klirpärs^anz 

Iblld  ^ur  Bul^ehoben  wird.  Ditnn  ninss  offenbar  die  freie  Eleutfi- 
ettlit  im  ersten  KDrper  lür  Hieb  und  also  salu  sn  im  (ileicb^ewicht 
he'm ,  als  ob  io  diesem  Kliq)er  keine  gebundene  Electricitüt  vor- 
handen wäre.  Die  Rechtmäiüsigkeif  dieser  Voretellua^sweise  kann 
wcnigstetiä  da  keinem  J^eil'el  tiirterJi«gen ,  nn  nie  bei  den  Coti- 
deusatorwirkuneen  die  freie  Electricilät  Immer  nur  gleichi^am  ein 
T  ersehn' in  den  d  ulenter  Theil  der  Gesamrateleciricitat  ist. 
^•  7)  Sind  die  «ivei  Körper,  in  welchen  eine  qesenqelti"e  Bin- 
(Jung  slatt  firldel,  ^bcne  Plutten  von  congrnenieii  Gt-undMchen, 
^^<]  so  gegeneinander  gestellt,  dass  erstens  die  Gruhdilficheu  pa- 
-jjlpl  sind,  zweitens  deren  entsjirechende  Puntfe  fiJch  jedesmal 
t  einer  aar  ilmen  senkrechten  Geraden  befinden,  so  hängt  die 
e  der  ^eliun Jenen  Electricitüten  in  j^dem  erstens  vun  der  Ge- 
des  andern  Kürners  und  iler  mih'm  enthaltenen  ElectricitSt, 
^iteüs  von  der  üicbe  der  nitht  leitenden  Schicht  ab;  bleibt  die 
Ealt  der  K>ir[ier  rnid  die  Dicke  der  sre  von  einander  trennen- 
I  Schiebt  con^tant,  so  ist  die  Mentre  der  gebundenen  Electri- 
,  in  der  einen  Platte  der  Erfahrung  zn  Folge=jiop,  wenn 
^^die  Menge  der  in  der  andern  Platte'  beliudlicben  Electricitüt, 
rdie  Platte II fläche  selbi^t  bedeutet;  da  die  gebundene  Electricitüt 
thi  dar  bindenden  ent[!e[>engeeezte  Qualität  hat ,  so  kann,  wenn' 
Ttnter  ap  die  Menge  unii  Qualität  der  bindenden  Eleetricität  be- 
griffen wird,  mit  —nap  die  Menge  und  Qualitüt  der  gebundenen 
bezek'hnet  iverden.  Die  Zahl  »  heisat  Bindungsvermögen,  sie  ist 
stets  ein  positiver  eigentlicher  Bruch',  welcher  der  Zahl  I  um  so 
aäiier  kümmt,  je  dvinner  die  nicht  leitende  Schicht  ii^t 
^^  8)  Ein  Instrument,  das  aus  zwei  leitenden  congruenteu  Platten 
^■Bteht,  deren  Grundflächen  möglichst  eben  und  durch  eine  sehr 
Hfane  nicht  leitende  Schiebt  getrennt  sind,  und  noch  die  Ein- 
Bolitang  besitzen,  dass  man  sie  isolirt  trennen  kann,  heisst  Con- 
^^sator  (Verdichter)  und  dient  zur  Nachneisung  von  Ele[:tricitä- 
Bik.  welche  geTiii^e  Intens! tiitßD  besitzen.  .  Ueuer  die  WiHiung 
SStS'  tmAilgfiTueinen  Folgendes  (»enferkt;.  Wenn  man  mit  den  Plat- 
ten  die  Electriuitätsqitellen  inVerbindung- setzt,  Sn  wird  die  Platte 
Electricitat  auTnehnien  uml  zwar  so  lange,  bis  die  freie  Electric i tat 
derselben  der  noch  übrigen  freien  Eieetricilüt  der  Quelle  das 
Gleichgewicht  hält  Die  n>  der  Platte  befindliche  Electricilat  be- 
steht aUiS  ptner  gewissen  Meuse  ttpiei  und,  einer  gewissen  Menge 
gebundener  Electricilat i  w^den  später  die  Platten  getrentit,:  so 
wird  die  vorher  gedundene  Electricilat  auch  frej  und  e?  t^ussert 
sich  nun  olle  in  die  Platte  gegangene  Electricitat,  welche  bei 
«iiier  nabrhafit  condetisatoriscben  Wirkung  immer  viel  grüsser  ist, 
als  die  Electricitüt,  die  sich  in  ihnen  angesammelt  hätte,  wenn 
dieselben  bei  sonst  gleichen  Umstünden   getrennt  gewesen  wären. 


r  Co 


EL     Nähere  Betrachtung  der 
1)   Ist  die    OberflSche    einer  jeden 
(   Condensutnrs  :^p,  das    zwischen   den   Platten    herrschende 
Sindungsvermugen  =7i,  und  wird  raft  der   einen  Platte  ein  Kör- 
per   von  der.  Oberlläche  o  und  der  electrischen  Intensität  a,  vavt. 


irkung. 
den    Irtiden   Platten 


dta  'iJnSsni'Plitlte  «in  Eüni 


1  der  Ober^che  m  hadd  der  i 


ilem  der  Oondonsator  seine  Wirkime  vollendet  hat,  wenn  u  0 
V  die  mittlem  Inleiisitüten  der  in  die  eine  und  andere  Caiidi 
s&loriilatte  ^ek6innienen  (üesaniniteleclvicl tüten  bedeuten,  up  4 
vp  die  (iesanmitmeiieeo  der  iii  die»en  Platten  enthulteuen  El.^^ 
tricitüten  vorstellen.  Bezeichnen  b  und  ^  die  mittlecea  iBtensil 
im  der  nach  dem  Uebcrgange  in  den  OtierÜäcben  o  and; 
noch  Kuriickj^ebliebenen  Electricität^ ,  so  geben  o&  und  »ß  i 
Kten^Ctl  fieser  ElectriutÜten   zu    erkeriiien,   soivie  nacb  L  6)  bi 

Bid  ß^p  die  in  den  beiden  Condetisatorplatteu  vorhandenen  fr« 
Ißctriutäta mengen,  wenn  c  und^i^  die  in  I.  2)  besprochei 
Gleit  hgewithts  CO  ein  tienten  zivischeo  der  ersten  oder  »werfen  C 
deiiisutgrplatte  und  der  Oberfliicbe  o  oder  to  bezeicijnen.  In  i 
näcli^ten  l*ara{;raiiben  wird  angegeben  werden ,  nie  sich  die  Gr 
seri  u  und  v>  it  und  ß  beätimiuen  lassen. 

2)  Wenn,  wie  aiif>eftnnimen ,  in  der  einen  Platte  die  i 
sunnitmen^e  upt  in  der  andern  die  tJesammtmeuge  vp  ist. 
ist  nacfi  I.  7)  in  der  erateren  von  der  Alen^e  u«  die  Me" 
—  M  vp  und  in  der  zweiten  von  der  Ment^e  vp  die  Menge  —  i 
i(ebunden,  fnlglich  üt  in  der  einen  nur  nocb  die  IVlenge  iij 
\~nvp)  frei  nnd  ta  der  andern  vp — ( — nup).  Die  freie  Ele« 
citJit  in  der  einen  ist  aber  bcp,  in  der  andern  ßyp,  folglicb  I 
ben  wir  die  (ilcichitngen  : 


up-i-vvp^brp, 
vp  +  iiup  =  ßYp: 


hlflMääl  fotj^ 


'  3)  Oiircfc  das  Berühren  der  Platten   mit  den  Kilqiem, 
durcli  das  Nifliem  oderTrennen  wird  offenbar  niehts  an  der* 
der  auf  ihnen  und  der  auf  den  mit-  (hnen  (n  Benlhron^  eteln 
Röntern  sitzenden  Electricität    seändert.     Die  Gesammtmengs  < 
in    Betracht    Itomnienden    Electr'lcItSt  war  aber,    da   weh  r     " 
Berührung  der  KDrper  mit  de«  Platten  in  fetxtern  Jjsine  E 
ist  befand,  tn  dem  einen  Tbeil  «»,  in  dem  andern  am.  DieM 
nach  der  Berührung   ist  im  ersten  Theil   up-f-bo   im  andftni^^ 
-f^M,  also  haben  wir: 

■''  Hp  +  f>b  =  tio. 

oder  lilr  «  und  i'  aus  der  i  origen  Xuimner  ihre  Werlhe  gesezt,  J 

ßyp'-yibrp  +  ßa,(l-n*)=an(l~n^). 
Hierawa  othldt«»  nir  fBr  6  und  ß  n&cbslefaeiide  Wertbt. 


u 

i 
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4)  Set^  TDaii.  dies^A^fei^he.  lo  die.fSr  u  und  i;ifi'>2)  enthal- 
tene Gleich'iihgV  «o  h~aueh  wir: 

o  w{l  — n'^)^p{oyi-(oc)+p^CY^  ""  om(l — n*)  +p(o}'  +  wc)  +^*cy 

*■*'*•  5)(/Ävö     den   AHjrfefitt^nirä -Fbriiref^  4)  wollen  wir 

ntün'  einige'  specielle  Tafte  äiifsucheiil  ' ' 

a)  An  der  zweiten  Platte  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  a=(o  =  0. 

-HO  -        na  CO 

b= — ; ,     ß=—, — : r; 

..  o  +  cp      '^    y(o  +  cp), 

.  .^  i     ■        «  ^ 

aoc 

1:0  »    .  ..  ■.;;■    ...         ■■■•     '^     . 

'  VbVstebeiidef  Reilultate  lassen  sich  lercht  aus  1/2)  herleiten. 
Diese  Formeln  haben  aber  hier  Gültigkeit,  da  nach  I.  6)  die  ge- 
bundenen Electrici täten  keirlen  Elnfluss  auf  die  Vertheilung  der 
freien  haben.  Setzt  man  aber  in  I.  2)  die  unserm  Falle  entspre- 
chenden Daten,  als:  ^     '      '         t        ' 


't'\:     .  11»      (I         •  .  * 


Ox  =  o,  ai  =  a,  c:=ic; 


dann     ist     0:1  :=  ft  =^  — H— ±:  fieieElectricität  des  mit  der  einen 

*  o+cp 

Platte  in    Verbindung  ttehenden  KQrpers,.  und  ar2=c6  =  — j — 
:=  K  =  Ladung  dieser  Platte.    Durch  a'2  wird  aber  in  der  zweiten 

7100  C 

9lllttarH»)ar^=c:T-r--£r~r  gebunden,  folgUch  bleibt,  so  lange  die  Plat- 
twiblobt  getrennt  yr^erdett,  -f^rrT;;  ==  l'  y   ^'«^  ""*  hietÄoö'  (3  =i=' 

•'.•1;    0-.  :     :.    ■  ^T^P         ■    '  ..  .'■     '  '•: 

7— V* — r->  ^e  auch  oben. 

io  +  cp)y  ■■■■..  u. 

.    6)  Aki  der  aweiten  Pkite  'ist  mu  Leiter  von  dei*' Fläche 

S-.      ;fl9:  und  der  .Intensität  iO,-  also  otzzoo»  ascO^i-   ■ 

■ '     ■  I '     • '      '  • .     •    .  '■■■..■.■.11 


,_      aQ(yy  + CT (!—»«)) - '  ■"  ndcbp    '    '■'  "  ■  y 

»  •";     .           I  .     .                           :■  .        ■.  ■                                'ili      ..'  .    .... 

;      aO4*C7i'4-<30)  ^nacom                    \ 

oi»(l — »^.+/?(yo+cw)+j»*cy  ow(l — w*)+p(yo  +  cw)  -{-prcy 

■■'H                         '             .,t         ■  ■"«-■■.1            '       •     ,      .      I                       .i-fii         ■!■■ 
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■c)  Mit  ßer    »weiten    Platte  steht  eine  Qnelle  ■ 
8 tanter  Intensität  a  m  Verbinduitg ;  also  it=ct. 


'-olP^Tpc 


(Q  Mit  der  zweiten  Platte  steht  eine  Quelle  von  cnnstan- 
,!(,,,,  ter  Intensität  «^O.in  Verbinduue;.  c  =  o,  u=<9c;  da^ 
wäre,  wem  die  zweite  ("latte  mit  der  Erde  in  leiten- 
der Verbindung  steht. 


-0(l-B«)  +  pc' 


o(l-t.*)+pc' 


"  e)  Mit  beiden  Platten  stehen  Electricitätsquellen  ^ 

,4Bthliill  ,'_s'a"terlntensitätin  Verbindung;  u=a,at=a,o  = 

^.      -.»liul, 


A=>^  a,  ^=<^, 


^■.t  ■ 


-I  — n' 


"1-H 


fi)  Sehr  leicht  ist  es  sich  auf  andern  Wegen  von  der  RicL 
keit  der  Formeln  zu  liberzeugen ,  iviecs  z.B.  bei  denen  vom  F 
a)  B[escha'»-iiP''«P"''ujeln  p)  und  /)  sind  die  in  deiLehrbachernäl 
angestellten.  Wir  bemerken  sthliesslicb  noch,  dass  pcb 
pyß  die  in  den  Platten  wahrend  ihres  UetsanMikeaseiQs  vorbauj 
nen  freien  Electricitätsnieiigeii  sind. 

r  Berechnung  von  dem  Falle  fibergehe 
die' Ladungen  M.  und  v  hat  und  i: 
sa  bewirkenden  Quellen  neue  Qm 

Es  sind  die. neuen  Ladungen  u'  uod  «'.,  Die  neuen  Qtti 
haben  die  Flachen  o'  und  ra'  mit  den  [ntensitäten  a'  und  öf;  V{ 
ner  seien  c'  und  y'  die  GleiehgewichtscoefiliGieQten,  p  nnd  n  i' 
k^utd  ä'  haben  mit  dem  Vorigen  gleiche  und  ähnliche  Bedeutu 
'  !4lU;h  demselben  Räsonnement,  wie  im  II.  3)  findet  i 


7)  Wit  wollen  i 
wo  ein  Condensatoi  i 
Entfernung  der  diese  Ladnt 
mit  den  Platten  vei 


331 

"=      X-n*^  '    ^=      1-««     • 

Um  6'  und  i^'*2«  bestiinineD ,  macheD  wir  eine  ähnliehe  Be 
achtang  wie  iil  IL  3).  ' 

Es  ist  nSmIich  di^  jetzt  in  der  ^inen  Platte  befindliche  Elee- 
Idt^temenge  n' 6 ,; ühd  die  noch'  Im  Kurper  vorhandene,  o' 6' 
Ibiihair-se  grö^s^  afe  die  vörti'er  in  det'Inatte  und  im  KOr^r 
pW|tii<S|ie,  also  . ' 

'    ii>  •  «i'/»+Vfr'  =  M/»-f  o'a'>  ^ISO 

■     ■       ■  ■  I 

.  .  ■  .,     .     .      «  ■  ■  ... 

Hieraus  findet  man.  aber: 

, ,_  ja! o'  +  up)  (Yp  +  fl,^(t--na))+  (ttf «>  +  yp)  {njy/)  ' 
o'(»'(l— n«)+p(oY+c»'c')+i»*cY 

(a'a)'+vp)(e'p  +  ö'(l^-^^)  +  ja'  o'  +  up)(npc'). 


nd  femer: 


,     ^{a'o'-i'Up)(y'p+(Xi')^n(Qi'a('^tp)'/o' 
^  -       o'  w' (!--««)  +p (oy  +  a/0+  p^cy        ' 


'a>' 


8)  Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass,  wenn  nun  noch  wei- 
sre  Ladungen  bewerkstelligt  würden «  die  betreffenden  Grossen 
■f  deiche  Weise  durch  diese  Recursions  -  Formeln  gefunden 
-firaen. 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer  grossen  Allgemeinheit  we- 
m  auch  erscheinen,  so  einfach  werden  sie  in  den  meisten  spe- 
«Uen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir,  ab  Beleg 
itfllr,  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  von 
«thbertson,  dessen  n&^re  Einrichtung  in  (prtlberts  Anna- 
9B  XIIL  oder  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  II. 
SWBhriebten  ist,  .berechnen. 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei  Con 
onsatoren  mit  den  Plattenflächen- .pi  und  p^  und  den  Bindungs- 
MmOgen  tti  und  n^  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
lle  von  der  constanten  Intensität  a,  durch  ihre  andern  Platten 
der  EMe  verbunden.  Die  liieher  geh5rlfien  Gleichgewichts- 
IBcil&nt^.  sind  C|  und  C2.  Die  2wei  Condensatoten  erhalten 
yinrbb  di(i  Ladungen: 


TheU  Uli  %\ 
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der   ersle,; 

(  ..-■  -gl"  • 


-«itfi« 


.,,,.„N^D,r^Teapt'  ä^aA  die  platten  des  «Ijs.fea  Cpiideps^oi^  imd 
bringt , Ol (N ' eine,  vpn  ihnen,  welcpj?  die  J^fauiii^g  «i  besitzt,  pi«  % 
Platte  des  zweiten,  welcbe  u^  als  Ladung  hat,  in  BetÜnriine, 
während  die  andere  Platte  des  awellen  Condensatiirs  mit  der  Etoe 
verbunden  bleibt.  Der-' zweite,  Conden^afdr  ^\OThält  liiedurchdj« 
Ladungen  w'a  nnd  n'j;  c'j  sei  der  zur  Verbindung  der  ;  *  ~' 
ten  gehörige  tileicbgewichtscoeFlicrent. 

Die  Werthe  6'«  ß'^  u'^t,  f'a  findet  mim  au»  den  Fonil^ 
7),  wenn  man  dort  die  dem  jetzigen  Falle  angemessenen  Snbfll 
tinnen  machte  hitinlicll:  i      .  .  ■  _ 


■        p,(l  —  »l)+pac't  ' 
'3("iPv+"aPg) 


"  pi(l--:.jij)+pac'a 


11)  InGehlers  physikalischen)  Wörterbuche  steht  ei 
Formel  für  den  Fa|)y  aäas  die  Platten  des  ersten  Conden^atorsn^ 
grösser  sind,  als  die  des  «weiten;  ferner,  dass  die  Bindung« 
mugen  einander  gleich,  und  die  Gleichgewicbls-CoefDcientesl 
v^rpac^J^ssigen  sind.    Wir  setzen  ^Iso ;  ....        ,     .^ 

Dann  ist: 


»ll^lj« 


„tl,'-'l     ! 


'TZOTf'*^ 


1  Geblerschen  Würterbuchc  stcbl  tiir  t 


So  laiigß  m  nicht  i;ar  gross  wirj,  weichen  i 
da  1  —  »^  gewöhnlich  sehr  kleiit.ist,  wenig  von  « 
liaid  aber  m  grotis  wird  ,  gehen    sie  aus  eiuandei 

^^Furmel  ist  z.  B.  fiir  ?n  =  ^  ,  %'  ein  Maximum  = 


IM 
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od  nach  der  andern  Formel,  tc^«  durch  ein  in 's  Unbestimmte  fort- 
ihendes  Steigen  von  m  selbst  fiber  alle  Gränzen  steigt  >  welchem 
esoltate  aber  schon  die  Erfahrung  widerspricht 

12)  Die  Formeln  des  §.  10.  lassen  sich  leicht  fiir  den  Fall, 
UM' Mehrere  Condensatoren'  hinter  Einander  hi  Wiribsamkeit  ^re» 
ü,  ausdehnen.    Es  sind  z.-'B.  r  Gondensatoreo  gegeben; 

Hl   %  9tg  •  . . .  I7r  9     Pl  P2  Pi  "-'  Pff     ^l    ^2  ^8  *  *  -  *  ^ff 

0^2    ^'s    C  4  •  •  •  •  C*r 

iben  analoge  Bedeutung  mit  den  im  §.  10.  gebrauchten  gleichen 
achstaben.  «      ' 

Die  Condensatoren  werden  durch,  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Belle  von  constanter  Intensität  a,  durch  ihre  anderen  Platten 
[t  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt. 

Dadurch  laden  sie  sich  und  es  Mr 

idangdes  IstenCondeosators,  desSten,  u.  s.  f.      des  rten. 

■  •  •  •    _  ■      ■ 


Nun  trennt  man  die  Platten  des  ersten  Cond#nsaiorS'/ die  mit 
I»  Ladung  Ui  wird  mit  der  Platte  des  zweiten  Condensators. 
(ridie  die-Ladung  v^  beisitzt, '  verbundeny  Wodurch  diese  Platte 
ie  Ladung  tf^i  erhält.  Hierauf  wird*  andi  der  zweite  Cotidensator 
Btrennt»  die  Platte  mit  der  Ladung  tc^  wird  in  Verbindung  ge- 
»tzt  mit  der  Platte  des  dritten  Condensators,  welcher  die  Ladung 
I  hat,  wodurch  leztere  sich  mit  u'^  ladet.  So  fährt  man  fort, 
IS  man  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt,  dessen  eine  Platte 
ftop  diie  LaduQg.  vfr  h,at.  Die  Werthe  «2'  ^'b  und  u^r  werden 
mz  sowie  u'2  iiiiif  1-0.  gesucht  und  man  findet  t^  und  u*^  wie 
irt;   ferner 


1,.» 

1 

^  '  ■ 

>:' 

.  .1 

.'.. 

■1   . 

1  : 

• 

'.'.      \- 

s. 

f.; 

endlich 

'.  1 


, >  .  ■  ■.   -  'i' I 


^.   _    cV(ttV-|Pr-.i+MrPr) 
""  P^l  (1  -i  »^  +  c'rpr 

13)  Sind  die  BindungsvermOgen  aller  Cbndenisatdreil  =i=r  ^nd 
Gleichgewichts -Coefncienten  =1,  haben  ferner  die  Plattenflä- 
folgende  Werthe : 


tt'r=:a 


324 

d.  h.  hat  der.  folgtoide  Gondensator  immer  «mal  UeiMV«  Piattn 
flächen,  aJa  der  Torhargeheode,  so  bt: 

a  .  .      . 

«2  =  a-w«)  (m  (!-««)  + 1) ' 
,       a(m(yii+l)  +  l+ma~««)) 

"*~"  (l-n«)(l+wi(l --««))» 

_    m«(m+I)+m(l+i?i(l-n«))  +  (l+wi(l-n»;)» 
-«  (l— n«)(H-m(l-n»))» 

•^"^  (1— n«)  (1  +  m  (1— w»)  )•-•*  ' 

Wäre  das  n  beinahe  1,  so  hätte  man 

,       a  (mr-^  +  mr-a + vtr-^  ^...;  +1)         a(nf  —1)  t 

•'^^ T^^ =(l_n«)(»-^l)        I 

als  LadiiDg  fär  den  kleinsten  und  letzten  Ccndensator. 

III.    Wirkung  bei  mehreren  gleichseitig  SnTh^tigkel 

gesetsten  €ond«nsatoreni ' 

1)    Ein  Korper  von   der  Oberfläche  o  nnd  der  Intensittt 
wird  mit  den  einen  Platten  von  r  Gendensatoren  verbunden ) 
ein  zweiter  Korper  von  der  Oberfläche  cd  und  der  Intensität  « 
den  andern. 

Die  Oberflächen  der  Gondensatorplatten   sind: 

PiPtPs Pt' 

.  .^  Die  Bindungsvorrougen : 

»..■■■■  :  •  •  '  ■         ■        . 

rii  ft^  fl3    9tr . 

Die  Gleicbgewichtscoefficienten: 

•        I 

Cl  n      ^  y«     ^3  78   .>....   Cr  yr. 


{ 
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Id  die  Platten  wird  so  lan^e  Electricität  gehen,  bis  die  in 
)der  befindlichen,  freie  Electricität  und  die  noch  übrige  in  den 
!5rpem  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  Haben  die 
^drper  am  Enae  noch  die  freien  ElecMcitäten  b  und  ß,  so  sind: 

ici  b          \c^  b          ic^  b  icr  b 

kl  ß         lytß         ly^  ß        hrß 

ie  freien  Electricitäten  in  den  Platten. 

2)  Sehr  leicht  ist  es  dob»  die  Richtl^eit  nachstehender  Glei- 
kongen  einzusehen  i    .         ^-^  ""    ■ 

Urpr'f'nTVrPr^Cri'pir, 

fo  Ur  und  vr  die  Ladungen  der  Platte  de»  rten  Condensators  be- 
raten.   Hieraus  bestimmetfiBfich  tir  una  W: 

Crb'^nrVtß         .     VrP^^nrCrb 
l— Jlf  1  — fh 


3)    Eben  so  leicht  «prlngt  die  Richtigkeit  folgender  Gleichun- 
an  in  die  Augen;  y^^  ^ 

voraus  mit  Ben^ahme  auf  UI.  2):         "7 


»6 


"  •  >         II        X 


'  \ 


8 
8 


. J>  io(.^:m;-jj.:;:.-  •  :;-§Q:.[>i';  '.ii>  a^- 


•i 


I ;  ■■  •      f    ;  I  •  t 


'.   ".   •« 


i 


.*    8 
•■■■*I     '-n 


^>  'S»»  " 


-  -  -  ,^  •  -.  •  >  k 


8 


Co 


^ 

•« 


I 
Od 


I 


f 

? 

•« 


Cc 


i 


iU      Od 


&>. 


SS 


^ 


"9 


I 


'^*»#» 


I 


SS 


» 

■< 

? 


v#w%^ 


Od 


I 


SS 


vrvv 


.^w 


V.    j;';\ 


:I('l'':>^«:.'    ^.Jii  «•'."11     .t 


9 


8 


4 


•2? 


•*•» 
«^V^ 


4)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  §.  2. 
itast«  80  ist  Ur  und  vr  bestimmt. 

5^  Sehliesslich  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betracht  ziehen^ 
o  die  r  Condensatoren  schon  Ladungen  besitzen  und  nun  mit 
Frei  nenen  Quellen ,  wie  vorhin  >  in  Verbindung  gesetzt  werden. 

Es  sind:  _ 

«<i  %  % l  .  .  Uri 

Vi   v^  v,  ; " vri 

le  alten  Ladungen ;     ■-,     "[^ 

le  GleichgewichtscoeficienteD ;  r-  ^ 

o'  und  taf  sind  die  Fliehen^  «' üncT  ^  die  Intensitäten  der 
euen  Quellen;  t- 

"^1  —    i      • 

tf  1    t£  2    t£  3  ■VI'  •    .   .    »  ■  V   4   •   .    •   tt  r 


\ 


ind  die  neuen  LaduQ£^;ir  '-         ^^  "TJI- 

6^  und  ß'  die  freien  Elej^icitäten  d«r'(jfueUen  nach  den  neuen 
ladungen.  ^  ^    '.^^^.J^ 

6)    Nun  ist  ganz  wie  {tfaher     ...        ^ 
ieraus:  ""     >'-' .--  -*^  i  V-'- 


Jf^llr^  ^  :   ^T:   1— Wr 

7)    Ebenso  ist  4iM»sfl$E^  analog:!-. 


eraus  folgt: 
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h»       II 


rij 


ffi 


05 


-  W 


m 
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üb 
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iß  ''■'■'' 


s 
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..    iDiM^  Werthej»  diefilciditiigeii  fiir  t^  und^'^Metzt,  geben 
iimn  im  \mtkn.  bekünntoii  ifii«7«8eD  an^ödrickl.» 

, .  ^  nur . woik^i  nun  nacli  «in . ßeUpifyi.  ffic  4i«  Muten  Formelti 
UMicANin.  ]  ^ .  «^9 :  r  «ip^eik^Pitaren  mrok ;  .4#e  cteen :  Platten  mit 
^mm  WMtWtfin  Qüelier  A  itf  Verbind vng^  durch  die  andern  PJatr 
S99:;#ll(6t:inttder;£r49«<:j;Ferner  w<4len  wiir  .alle  (lleicligewicbtfii- 
coefficienten  =1  setieeD.  Ebenso  alle .  Pind WgBVwmugen  =||* 
D^  Annahme  nach  ist  o=:o)=oo,  a=^a,  a=0; 

somit    bt^a, 
ß=0. 

nnn  ist: 


"  ■  <  .  .        ■  ■  '   ; 


'•".V .' .  ■  i-     :■    ■  "O  I- 

den,  Fonneln  l)  und  2)  dieses  Ab^chmtts. 

Wir  entfernen  nun  die  Quelle  und  den  rteu  <3oinfdeniiatör,  fren- 
nen  die  Platten  des  letzte»  und  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
Platten,  welche  dieselbe  iiaiani^  sckon  besitzen»  als  neue  Quelle 
in  Verbindung.  Um  nnnidieLT|eiien  Ladungen  ssn  erhalten,  setzen 
iwr  in  den  Formeln  6)  und  7):^       ' 

r=r— 1,  ii|  =  tt2= nfw|=n,    alle  c  und  yssl,  o^=zpr. 


a^^=:u,    flttrOD,     a=0. 


Saom  ist  aus  7): 


.1  -       n    »    •     •    !•  J  '  -  ■      *■ 


«pr+0(tfr-if>,-i)'  '_  uS(jh)  -,,       ft 


«'  = 


S/pr-i)+/^(l-n«) 
^er  fär  u  «einen  Wer^i  gesetzt,  gib^end^eh; 

■■  ■.!       ■■■|j1i..iI       i>  1/    ^f   V  • '  •  4  "  •    »  1      ■     ■ 


=(l.»-«^!4  S  <|»»:^)+pr(l^«f> }  i ,  •  ■  i  /. 


'«■I  'if       «■■■ 


•    :  1 !  ■ 


fiier'ist  wohl  zu  bemerken /dass  tc'  dieLadiütt^lh  dito  ehifn 
Vlaften  äHer  nun  noch  in  WItkMfakdt  stehendste 'Tonden8litot«h 
l<t;  da  einer  getrennt  wurde»  so  sind  ihrer  nur  noch  r*-^l. 


I  ' '  Wir  bntferhcil  nut)  äea  (r-r—l)^'  CsnÜeAkAtii'  öiii  bt 

ßo  wie   vorhin,    dSe    l^adim^  des  rten',    nun   die  Tjadune     , 

d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des  elten  entfcmten  (r— l)ten  Co^ 
den9ators,  seteeii  die  von  ilineii,  "tTelche  nicht  mit  der  Erde  Ter- 
bunden  w&t,  *n  Verbindnng  mit  denjenijt^n  Platten  der-fiblftj^ 
r — 2  Condensa'turen ;  »eiche  cl)enlallts  nicht  mit  de»  Erde  vewfl* 
den  wareri.  Diese  Platten  erhalten  dadurch  eine  wie  die  anM 
die  LodtiDg  «",  und  es  ist:  '  ] 


Entfernen  wir  nun  den  (r— 2)ten  Candeneatot  und  machen, 
wie  vorhin,  eo  ist  die  Ladung  der  übrigen  r — 3  Condeusatoren: 


u"S(pr-^ 


i 


Endlich  entfernen  wir  d( 
iTücb  die  Ladung-: 


äen''Coildenskt«r,  so  Aat  der  aräe 
Aus  diesen  Formeln  für  die  u'  erhalten  wir  endlich: 


JPi+Pai  ipi+Pa+Pai  lPi+p3-+P'\  

\pt+a-n>t.\\pi+Pi+(i-n')psUpi+n..pT-i-^pÄl-'n*)\'l^ 

Setzen  wir,  wie  oben  im  Abschnitt  IT.  (.  13.:     ,      I     ~ 

■'-.'■■    '■\'''  ^,      ,  '".  1    '■'      'Vf'.-;,..! 

pr-=zmT-^p,  pT-i=mr--*p,  pT-t~ne-*p, 

Pt^^py  pi=P%    ,^ 

so  erhalten  wir ;  '    • ',   I    <  j  -  o-, '  cj 

i'-iV        H+ml  il-f-m+M«!  u4^Tn+.:...wr-^lg 

"  -  ;l-Ba)(I+m(l-«a)til+m-H»»(l-««)!..(l+m..m'~H»«'-'(l-«')J 


amier  folgenden  ,  Ladungen    hier  ioin^ er   fiiehrere    Cond^Qut^ 
g|ei(Jizeitig.,«lrk^ii»,jep,.ilirer,^^i:,|i#Wej,^fniger,flerdwp,iftyj^ 
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Axt  mir  der  ideinsta  alMn  nodi  geladen  wird^  im  U.  Abschnitt 
heg  die  Ladonj^  auch  zuletzt  aliein  auf  den  klemsten  CoudeDsator 
ber^  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
BT  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
wschieden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  also 
keinabe  ssl,  so  ist: 

(r-i)  —  (^+m...+m^^)a  ' 

_       (1— mp  a 
""(l— wi)  (1— n*)' 

nd  wir  erhalten  demnach  |^j|^  JIEsi^jibe  Resultat,   welches  bei 
leicber  Voraussetzung  die  romem  In  II.  §.  13.  gaben. 


Zum  Schlüsse  nehme  ich  .Veranlassung  dem  verdieDstvolleo 
Lntor  „der  galyanlschen'K'^fi^*'  den  innigsten  Dank  auszu- 
irücken  für  das  jS^^Ck  ;i^d  ^  ^ik^ic;bfl[y  welp^pf  zu  erlernen  er 
lir  häufig  Gelegenfi^it  bot,  tneiis  als  ertanrner  und  bewährter 
icfarer  in  'l^tieii'  Verlesungen  ftber Hledricität,  ^tiieils  als  wohl- 
wollender und  gefälliger  Freund  Im  nähern  Umgang.  Auch  darf 
dl  nicht  verschweigen,  dass  mir  sein  Rath  bei  Abfassung  dieses 
Lufsatzes  (namentlich  bei  L  ß))  bülfreich  zur  S^ite  stand. 


^\ 


'j'>j    '»Uff,»    I  ::j'><|!«*.A'    i.i»-/    r,'j;    .■•  "     ?  ;|»  «       i-  j;-./'    i:i:*    ;>.»'    jÜ    r.*:iu  i 


•    •     'I  ■  r  • 


J'Ci 


!J.i    lY.     J':*      )i".Jvil#ni  ./ii  .-.  ;i!       HI«     'mÜ.'       .i/m    /.      »i-.l.i        '«liKlr.        ri:';.- 


■  *  ' 


Vebunersaiifg'aben  für  fitchüler. 


,,.„,  VoQ  dem 

";■  Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

VaNKnd  det  bfihoni  Bürgnraoliiile  sb  Kttenlieiin 
bie  Stange  AB  in   unten  stehe  ndei  Figur: 


dielit  sich  um  den  Punkt  E  mit  der  Wiakelgescbwindi^k^t  ii 
längs  ihr  ist  ein  KOrper  (oder  ISysteni  von  Kürpern)  osne  Rei- 
bung befveglich,  dessen  Schwerpunkt  im  Anfange  der  Bewegung 
in  der  Gntfernuni;  a  van  E  ist  (positiv  nach  B  bin);  am  Evit 
der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunkt,  wenn  ausser  der  Fliebkrait 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,   in  der  Entfernung 


(erf«_,.p-<f,) 


von  E  «ein.   Zugleich  wird  er,  vermög 
Kurve  beschreiben,  deren  Gleichung  i^ 


I  beider  Bewegungen,  eist 
Polarkoordinalen 


t  ist,  w 

^    der  « 


r  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  £,  i 
der  Winkel  dieses  Radiusvektor  mil  EB  ist,  nach  der  Richtung 
der  Bewegung  bin  gemessen. 


SM 


.  •••  ».•■ 


Die  dem    Werthe  ^  des  Winkels  iff   entepfeehende  Länge 
imKsnve,  ritt  ^tssO  m  gereelHiet;  ist  -  \ .     .  ;  j- 

V 

«  V2'[tg9  y  1  -isin«  g,  -E(vi\l)  +f >F(9>..  V|  )3' 


worin 


V 


2 


e^iV^ 


Wilf  man  die  8teilang  des  KSrpers  am  Ende  der  Zeit  t  wis- 
^len,  so  sind  die  Wertbe  von  r  und  Tff  filr  diesen  Augenblick: 


-.} 


•  ■  /■ . 


Mlscelle 


■•1  1 


Zur  Abti^ndhiBg  VO.  m  TheU.  XII;  S,:d3> 


?«i  4flBi  Hem  Deetor  J.  Dieager^  Terttond  der  hShetn  Bärgertclinle 

za  Ettenheim. 

«  .  ■  * 

.«■■,.'  •  ....        '.■...  .       • 

'     Itfbn  konnte  gegen  die  dortige  Beweisfiiliran^  einett  Eim\^nd 
Ukeben.    Es  ist  nämlich  allerdings  klar,  und  lolgt  aus 'd^M  ddrti- 


(Hfl  ^—41  \ 
p^-^  1    nicht 


un- 


zu 


^^\dii  Zugleich  lÄJ  a(pH)?^>-^^  fenWJM<^<»t^)=I, 

d.  b.  80  lange  nicht  r  um'  cAne  entliehe  Gr^tm^'^im  n(sii<x>y=nih 
schieden  ist.    Für  diesen  letztem  F{dl  aber. ist  oieht  bewieMib 

dass  ilfro — )=^  ^^  aetz^n.Ml.  Es. ist  dbas  abti,tmtiwUä 


n5 
di^ 


tj^ig..  £ljpbald  n|linlicb  £.fM=]   gesetzt  werben  darf,   wirf 

rfFormli  (i)  geben(:  f  "    '                      '    i'  "  ^   ■ 

•  i     ■  ■ 

-^    /  \d  /«•'«"•*       n'^^^g-^         wH^ir-*  \ 


■  .  .  I J . ,    .       ,     ■         .      .  .  •  .  ■  : « .  ;      ■ ,  r ; 

Aus  (5)  folgt,  fflr  q>{x)^=zxi 


I .     • .-  #      •    ' 


;  •    .     . .        . . ,  . 


d.  h. 


"-^  *-  U.3...r  +  1.2..(r+l)  +  1.2..(r+!2)  + / 


^  u.2..:;+ i.2..(r+i)+ i.2..(r+2) + y""*' 

demnach 

wie  die  Formel  (8)  besagt. 

Ueber  die  Bedingungen  der  Konvergenz  der  Reihen  (9)  mid 

1  CauchyV;ilgoj 

g,    Vorlesung 


(10)  sehe  man  Caucbyy;^^||>b^4iPng^n  über  die  Differei* 
zialrechnung,  Vorlegung  9'. 


Schreiben  ^e^  Herrn  Doctei*  Thomas  Cl^ftnsen^   Ohset- 
v4U)r  a^  der  Sternw^te  zu  Dorpat,  an  den  Herausgeber' 

Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  S.  293.  findet  siek 
nm  Vt^tmßfOi  ScbAO«^llch.;kin  Aufsatz,  worin  er  beweist,  di0 
^jrtrsitocmilei^.Ftinotioo  : ; 


•  • 


c. .durclL  reelle  noch.  ^bniplexa.Werthe  voo  o?  d^^Werth 
I  «i^MgiMl'^lötttifi)..  Es  Scheint- ihik^al^  bb  lii^itfti  elk  Irrthum 
iten  müsse»  da  es  mir  gelungen  ist,  zwei  eoroplexe  Wertbe 
r  zu  fioden»  die  dieser  ..Gleichung  Genfige  leisten»  ,näil4ich: 
-0,5734 -|-0^«»5W'tiiis  äbf'di^'Meiffö  Dedli^ftlst^He  g^tiäÄ;  und 
—  2,51  -f-  0,63i   bis  auf  die    zweite    Deciroalstelle    genau; 

/  — 1).    Es  Hesse  sich  <^oi^Ji  weitl^uniisere  Re^houtageak^ 

bige  Genauigkeit   e^l4ng)eri,!   die 'jeädoh'  filr  ibeinea-Zweclc» 

das  Vorhandensein  dieser  Wurzeln  zu  zeigen»  ohne  Nutzen 

■    •   ;:'i  ■  i  .:»•'.-!  ;  -..^  \."  -L  " 

[)ie  Function  f(x)  habe  ich  för  den  numerischen  Caicul  in 
sduieller  convergi^eq^di^  %,Mi^,  fS^  '^IfW^fi:  ^^^fJ? J®'^-«^*^©^*  • 

:^t\t,l  Liiii.jifi.  -f;!  .("i'-hjÜi'  ..  ij..  .!  i:-.l'  «;•:  t?  i  !  -f  •.  ■■.ii..-i 
—2a!^2\x     ar  +  l/     'iV^r  +  I     a:+2y 


-■."A.tTJ*- 


1111  1  1  ,11 

~  2  ar  +  2  x(a:  + 1)     2  (a:+l)(ar+2)  +  2  (ar+2)(a:+3) 

O    ^     I    CM 


2ar^2«    ar(a:+l) 
/       1  1-:     =v...y:>..      1 1  \ 

r!^x(arrf  1)     (xfl)i^,+^l^  W+W,(*+?)     («it^Ä^)/ 

+ 


— 2a;+2«a:(x  +  l) 

.  1  1.2 1  1.2 

+  2«  a:(ar+l)(a;+^     2» (ar+l)(ar+2)(i+J)+  

11.1        1        .  1  1.2 


2  a;  ^  2«  x  (a:+I)  ^  2»  ar(ar+l)  (a;+2) 
1.2 


+    23 


/        1 1  A 

W+l)(x+2)     (i+i)(a;+2)(^^3)>/ 
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_t  1      1        1  1  1.2 

— 2  a?  +  2«  x(x+l)  +  §»«(a?+l)(«+2) 

1.2.3 1 1Ä3 l 

+     2»   a<ar+l)(«+2)(ar+3) ""   2»   (ar+l)(«+2K«+3Xa^M)" 


Durch  Wiederholnng  der  Operation  er&fili 


•II  —  +  oa 


f(j^—>2  «  +  2»  a.{a;+i;  +  2»  « (ar+1)  (ar+2) 


L2 


.    1  1.2.3 

+ 2* '  a;  (ar+1)  (a;+2)  (af+3)  T 


••••• 


Das  Gesetz,  wonach  die  Reihe  fortschreitet,  ist  angenftlHg.  Ob 
Reihe  selbst  wird  immer»  gehOrig  verlängert,  convorgeot,  and  all 
Icann  zugleich  ans  den  letzten  Gliedern,  die  man  in  R^duMH 
zieht,  sehr  leicht  eine  Grenze  ableiten,  die  die  Summe  deribH 
gen  vernachlässigten  Glieder  nicht  übersteigen  kann. 


Druckfehler. 

'    S.  320.  in  der  {letzten  Zeile  setze  man  IL  2)  statt  IL  3). 


(  •     ^ 


) 


i  Ml 

« 

i 

1 

K 

fwiK 

Beweis  des  Satzes: 
Hnddieltinlen,  welche  aus  zwei  Drei- 
ickswinkeln  auf  die  Oeg:enseiten  ee- 
sogren  sind,  und  diese  Oreiecbswinbel 
in  g'leiclien  Verliältnissen  (hellen,  ein- 
inder  gleich,  so  ist  das  Dreieck  gleich- 
shenklig,  und  zwar  sind  die  erwähn- 
ten Ctcgenseiten  einander  gleich- 

Von 

Herrn  Theodor"  Lange, 

Studirenden  der  Hathematik  zu  Berlin. 


I. 

^&Ile  gerade  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  denen  Punkt^S 
bn.  welche  vun  einem  Punkte  ß  den  bestimmteri  Abstand  r 
CB,  sind  Secanten  aus  A  lür  den  mit  r  als  Halbmesser  um 
len  Punkt  B  beschriebenen  Kreia.  Ebenso  sind  alle  gerade  Li- 
lien  aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von 
iesa  Punkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  haben,  Secanten  aus 
B  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um  den  Punkt  A  <fezeichneten 
Kreis.  Man  stelle  sich  Tor,  eine  Sccante  aus  B  (Sc  den  Kreis  A 
itthe  sich  im  Punkte  ß  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA,  ala  der 
3TKprQnglichen,  sich  nach  einer  Richtung  beivege,  bis  sie  in  die 
La^e  jeder  Secante  gekommen  ist,  welche  auf  der  Seite  ^£  liegt, 
sach  welcher  hin  die  Drehung  stattßndet;  der  bei  dieser  Drehung 
Bugehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  ßA  bildet,  sei  t>. 
'  ind  während  der  Drehung  auf  die  Secante  stets  die  Halbmesser 
so  wird  ein  Jeder  derselben  mit  Aß  Winkel  bilden, 
reu  der  eine  a  mit  dem  Winkel   6  zunimmt,    indessen  der 


gl  ekli  lies  ende  Winkel  u'  am  aDdem  Halbmesser,  bei  zunehmen- 
dero  b,  fortwährend  abnimmt.  Ferner  bezeichne  man  den  Wiokd, 
den  eine  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  mit  AB  macht, 
durch  a,  und,  der  obigen  Bezeichnung  von  a  und  o'  gemäss,^ 
Winkel,  welche  die  auf  die  Secante  gezogenen  Ualbmeeseri" 
den,  mit  |3  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  ß  sich  nicht  ändern,    dagegen  a 
gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältniss  —  ab,  indi 

das  Verhältniss  -g  zunimmt.     Es    kann    uUo    hücbstens 

—  =  ä  werden ,    während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se« 
auf  einer  Seite  von  AB  gekommen  ist.  Da  nun  aber, 
ifit,    immer  — ^z-s^nird,  so  muss  auch  ungeKehrt 


l) 


t«enn 


a^b  s 


Nicht  ganz  so  einfach  ist  der  Schlus9  in  Bezug  auf  ( 
hültnisse'—  und  ^,  weil  beide  gleichzeitig  zunehmen.  Die  Gleicfc-  I 
helf  derselben  findet  etaft,  wenn  aß'  =  ba'  ist.  D;i  « 
vtn&ndci liehe  GrCeee  ist,  kommt  es  nar  damul'  an  zu  sehen,. 
oft  a'li  einen  lieäUuimleu  Werlb  erreichen  kaim ,  knrz  die  ^W  | 
des  ^odnctes  a'i  zu  antersuchen,  während  ö  zunimmt.  Hii| 
stelle  sich  vor,  b  wachse  so,  dass  es  immer  Um  einen  beslli 
gen  Winkel  y  zunehme;  dabei  wird  der  Winkel  tt'  am  die  1 
kel  x  abnehmen,  welche  entneder  bei  forlgesetzter  Drehung  ii 
kleiner  werden  [AB<^r],  oder  immer  gleich  bleiben  [AB  = 
oder  immer  grtlsser  werden  [^ß>r].  T)a8  Product  a'b  äo^ 
sich  durch  die  Zunahme  des  Winkels  6  um  v  um  die  DiffetL 
a'b  —  (a' — ;c)(6  +j)  z^x  (b-\-  y)  — ■  o' y.      Das    Vorzeichen   dicll 

Dififerenz,  welches  dasselbe  ist  mit  dem  des  Ausdrucks  - 
zeigt,   ob  das  Product,  während  b  zunimmt,    auch    zu-   oder  § 
nimmt.    Der  Ausdruck    i^t    heim   Beginn    der    Drehung 
Wenn,     wie   in    Taf.  IV.    Fig.  3.  und  Fig.   4.,    x    nicht 


und  kleiner  wird, 


I  b  zunimmt,  so  nimmt  —  bei  der  Dreh 


l 


nicht  ab,  indessen  v-  -   abnimmt.     Die  Differenz  wird  also  ti 
negativen  Wertben  beginnen,    sich  der  Null  nähern,   kann  ais^ 
reichen  und  mit  positiven  Zeichen  zunehmen.    Dasselbe  li 
auch    für     Taf.  fV.  Fig.  5,    zeigen,    also,    wenn   die    Abu 

Von  u'  hei  zunehmendem  b,  abnehmen.    Denn  —   nimmt  von  Vi 
then,    die  kleiner    als  2  sind,  bis  zu  solehen  ab,  die  grSscnlM^i 
Null  sind,    indessen  i-r~  von  un endlich  grossen  Wertfaen  b 
abaimmt,  nnd  beide  'VeitäUmaac  m  ^»ItScher  Weise  sicfc  l 


B 
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Da  nun  also    obige  Differenz  x(b+j/} — «'y  mit  negativBij  Wer- 

!!)  beginnt,  sich  der  Null    nühert,    sie  «rrefclie«  und  mit  ßositj- 

i  Werthen  ziinehmen  kann ,    si>  nimmt  d&s  Product  anfangs  zu, 

18   zu   einem  grüästen   Werth,  und  kann    von   demselben    wieder 

tbnehmen.     Es  kanu  also  höchstenK  zweimal  ci'A  den  lieslimniten 

Werth  a8'  erhalten,  ond  zwar  das  eine  Mal,    wonn  b  grüsser   Ist 

,     (der  dem  grjjssten  Werth  des  Produktes  a'fi  entsprechende 

Werth  von  b);  und  zum  andern  Male,    wenn  6  kleiner  ist  als  q>. 


HVeau  a:^b  ist,    wird  ~ 


also    ist,    wenn  —7=37  ist,  ent- 


'eder  n=fi  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  ist  a  und  b  gleichzeitig 
intweder  kleiner,  oder  gleich,  oder  grösser  als  q>;  oder  u  i^t 
lebt  gleich  b,  und  dann  ist  auch  a  und  0  nicbl  gleich  zeitig  grüs- 
)r,  gleich  oder  kleiner  als  gj.  Wenn  also  u  und  b  gleichzeitig 
■össer  oder  gleich  oder  kleiner  als  qp  ist,  so  Ist 


2) 


I  —=Ä7    'St'   »' 


ch  a=b.' 


Die  Verhältnisse  —  und  -^  können,  da  erstcres  stets  abnimmt, 
e  P 

dessen  letzteres  zunimmt,  höchstens  einmal  «inandet  gleich  wer- 
m.  Ihre  Gleichheit  findet  aber  nur  statt,  wenn  a  nicht  gleich 
ist.  es  sei  denn,  dass  ß  =  ß'  wäre,  wo  dann  der  Fall  Nr.  1), 
"ißinde.  —     Ebenso  ist  es  mit   der  Gleichheit  der  Quotienten 

und  ö- 


Es  ist  a 


1  dem  Bisher 


L  nachgewiesen,  dass 


1)  wenn  - 


6    . 


ist,  immer  a=^b  ist 


I)  2)   wenn  ~i=W    'S*'  "=''  ist,   wenn  a  und  A  gleichzei- 
tig grosser  oder  gleich  oder  bleiner  4ls  7  ist; 

'  rfi*n- J=4  oder^=^,  nirr  dfiriil  ■tfWUtr  <*«ün 

''    ■■''    i«=rt('  oder  ^=:ß' ist.        '  '   '''''"     ;''■'"'!    ■'" 


'  Die  A.ufliu(lunS  des  Winkels  ip,  (üt  den  a'b  seinen  griifsteii 
Hth  hat,  ist  mir  nicht  gelungen.  Jedoch  ISsst  sich  zeigen, 
tfi  9  nicht  kleiner  sein  kanu,  als  der  Werth  von  b,  den  bim, 


t  fTrOsser  als 
'i  b  kleiner 


Der  Quotient  —ist  nümlidi,  wenn  AB.^t  ist, 
1,  und  wenn  AB<^r  ist,  so  lange  grosser  als 
iils  ein  rechter  Winkel  ist,    so   dass  also,    wenn 

mithin    die    Diffetenz 


=b  ist,  immer    ■■  ,  -  <  I  und  —  >  I 


■ja» 


.T-j—  positiv,  nnd  deshalb  daa  Product  ä'b  in  AtmehmeD  W 

griffen.  ^Da  nun  der  Winkel  <p  nicbt  grJisser  Ist  ab  PBA  (der 
Winkel  Ä,  für  den  (t'~lt  ist),  so  folgt  erstens,  daes,  wenn  a  uaJ  S 

gleichzeitig  gnlssei-  sind ,  als  PBA ,  die  Gleichung  —  =  5;  die 
Gleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedingt,  ziveiten,»,  dass,  wenn  o 
und  b  gleichzeitig  kleiner  sind  als  PÜA,  die  beiden  GIcichuDgen 
nicht  nothrrendig  zusammen  auftreten,  drittens,  dass,  wenn  nnr 
einer  von  den  VVinkelu  a  und  A)  grüsser  ist  als  PBii  ,  z.  B.  A 
inTaf.lV.Fig.5.,  man  ßndel,  wenn  manßflziehf,  a^ÄB U <.a.ß' Ma& 

ax:ABIP>a'b,   mithin  a8'->tt'b  oder  4>-s7,   so  lange  nSmli.Ii 

■^  tt       p 

(t'<a  ist.  —  In  Bezug  auf  diese  drei  Fälle,  und  in  Rücksidii 
darauf,  dass,  wenn  a  und  b  gleichzeitig  kleiner  al$  PBA  i-' 
sowohl  a<ü'  als  auch  Ä<j3'  ist,  folgt:  dass 


3)    „wenn  a>c'  und  6>(3'  ist,  und  -;=3^,  auch  a^b  i 


b,  e»  sei  denn,  dass  ß^ß'  "äri 
—  =ä7wiire,    mlisste   auch  k>|3 


Wenn  *-=37wird,  ist,  nie  schon  gezeigt  ist,  a  nicht  glei^ 
B. —  Wenn  a>6  ist  und  »u^ilei^ 
''  sein,  was  aber  nicht  eiotniel 
kann,  so  lange  b  kleiner  ab  ein  rechter  Winkel  ist.  —  WeDQ,a<B 
ist,  und  zugleich  ~'='öi  wäre,  müsste  a  —  a  *^  b  —  ß'  oder 
a  +  ß'<.b  +  a  sein.  Der  kleinste  Werlh  (lir  a  +  ß'  ßndet  statt, 
wenn  a  gleich  einem  Rechten  geworden  ist.  Die  stets  zunes- 
mende  Summe  b  +  a,  wird,  bis  b  °leicb  einem  Hechten  gewordea 
ist,    immer  kleiner  sein,    als  der  kleinste  Werth  von   a-i-ß'.    Es 

kann  daher,  so  lange  b  kleiner  als  ein  Rechter  ist,  nicht --=^ 
sein.  —  Desgleichen  kann,  so  lange  a  kleiner  als  ein  Rechter 
ist,    auch  —  nicht  gleich   g  sein.    Wenn  dalier  die  Winkel 


und  b  spitz 


Berücksichtigt  man  die  vier  Ergebnisse  der  bisherigen  Up- 
tersuchung  zugleich,  so  ergiebt  sich:  dass,  wenn  a  und  6  spHsb 
Winkel  und  beziebüch  grösser  als  e'  und  ß'  sind,  die  GleicMät 
der  entsprechenden  Verhältnisse  zwischen  irgend  einem  Puare  der 
anstossenden  Winkel  in  den  Punkten  A  und  B,  die  G]elclih<-it 
der   Winkel  a  und  b  selbst  bedinge;  kurz  dass,   wenn  eine  drr 

'•hungen  ~=ä*  ^•  =  ß-'  ^~W  ""''  ^~ß     stattfindet, 
dl  4  nnd  b  gleich  sind. 


Hl 


Da  b  und  a  in  Bezuc  atif  AB  nur   ko  lange  dieselbe  Lage: 
rie  a  nnd  ß'  haben ,  als  ä  nnd  u  kleiner  als   rechte  Winicei  siliilt 
od  AB  zugieicli  Icleincr  als  r  ist,  ^o  Itann  man  anstatt  der  wei- 
Keo  Bedingung,    da8«>   n   und  b    itleiner    als   Rechter   sein    snl- 
in,    die    engere     aufstellen,     dass    b  und    tt    in  Bezu^  auf  AB 
.ifeselbe  Lage  haben  sollen,  wie  a  und  ß'.  Jedenralls  hat  nun  aber 
B  und  a',  und  a  und  ß'  die  gleiche  Lage  zu  AB,  nenn  die  Halb- 
messer,   die  den  Winkeln   «  und  ß'   entsprechen,    in  die  Winkel 
«  und  b  fallen;    und   mit   dieser  Bedingung  ist  zugleich  aueh  die 
•nsgesprochen ,  dass  n  kleiner  als  a',  und  b  kleiner  aU  ß'  ist. 
EU  ergiebt  sich  aUo    folgender  Sab:: 

Gehen  aus  zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  zwei  Strahlen  unter  den  beliebii;cn  Winkeln  a 
ibd  6  aus,  und  fällt  die  au»  Jedem  der  Punkte  auf 
Atese  Strahlen  gezogene  Gerade  von  der  bestimmten 
Länge  r  in  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  mit  AB 
bilden,  so  bedingt  die  Gleichheit  der  VerhSltnlsse 
^wischen  den  Winkeln,  welche  einerseits  die  Strahlen, 
Sndrerseits  die  Halbmesser  mit  AB  macheii,  die 
Gleichheit  der  Winkel  a  und  b. 

Liegt  nun  a  und  6  so,  dass  sie  Dreieckswinkel  bilden,  so 
Miält  man  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines  Beneises  be- 
unnten  Satz:  Ist  in  einem  Dreieck  aus  jeder  von  zwei 
Ecken  eine  Linie  von  einer  gegebenen  Länge  auf  die 
S@g«nseite    gezogen,    und    theilen    diese    Linien    den 

K»desmaligeD    Dreiecks winkel    unter    demselben    Ver- 
Altniss,  so  ist  das  Dreieck  ein  gleichschenkliges. 
Liegt  nun  a  und  b  so,  dass  sie  nicht  Dreieckswinkel  bilden, 
erhält  man  folgenden   mit  dem   obigen  auf  gleicher  Linie  sie- 
iden  Satz:    Wird    eine  Gerade  von   zwei  Strahlen  gc- 
ichnitten,    und   theilt  die  aus  jedem  Schnittpunkt  auf 
andern    Strahl    gezogene    gerade    Linie    von    der 
itstimmten     LSnge    r    die    glcicbliegenden-    oder    die 
echselwinkcl  in   demselben  VerbäFtniss,   so   sind  die 
bleu    parallel.  " 


Nachschrift  des  Herausgebers. 


In  dem  Schreiben,  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  des  vor- 
•benden  Aufsatzes  denselben  mir  zur  Einrückung  ins  Archiv  zu 
isenden  die  Güte  hatte,  flmlet  sich  noch  folgende  Bemerkung. 
1  ich  glaube  hier  mittheilen  zu  müssen:  „Wie  der  Herr  Profes- 
r  Steiner"  —  (durch  den  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die 
jfcfFieiigkeit  eines  genmclrischen  Beweises  des  in  dem  vorste- 
mden  Aufsätze  beliandellen  Sat/.es  aufmerksam  gemacht  wurde) 
—  „roiftheilte,    sind  jetzt   von    besagtem  Satze   nur  zwei  geome- 


dl 
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frische  Beweiae  bebäimt  geworden;  der  eine  findet  sich  in  Am 
nai  fOr  reine  und  ant!ewandte  Mathematik  von  Crelle 
und  ist  Toil  Professor  Steiner  selbst,  während  ein  anderer  Be- 
weis von  einem  Scliüler  der  polyteciini sehen  Schule  zu  Paris  ge- 
geben ist.  Beide  Beweise,  von  denen  dem  ersteren  der  Vorzu« 
eingerijumt  worden  ist,  sind  von  dem,  wie  ich  ihn  gebe,  dorcli'* 
aus  verscbieden.  da  er  dem  Herrn  Professor  Steiner,  dem  iih 
denselben  mlttlieilte,  unbekannt  war," 

Sa  tvelt  der  Herr  Verfasser  des   vorstehenden  Aufsatzes- 

Zuiällig  sind  mir  dig  Schriften,  in  denen  die  beiden  varha 
angeführten  genmetrischen  Beweise  des  Satzes  sich  linden  soileo 
und  mtigea,  in  diesem  Aug^blicke  nicht  gleich  zur  Hand,  und 
eine  VergUichung  derselben  mit  dem  von  dem  Herrn  VerfassK 
gegebenen  Beweise  ist  mir  daher  jetzt  nicht  müglicb,  wenp  icl^ 
was  ich  im  Interesse  der  Sach«  nicht  wiinsche,  die  Mittheiluof 
des  obigen  Auisatzes  im  Archive  nicht  zu  lan^e  verschieben  niil. 
Jedenfalls  rauchte  es  aber  gut  sepo,  wenn  dieLeser  des  Arcbit« 
dem  erwähnten  Satze  ihre  AuTmeiksamkeit  schenkten  und  n^fA 
andere  geometrische  Beweise  desselben  zu  linden  suchtea.  AmA 
mtichte  ich  den  Herrn  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  «rgebenit 
ersucben,  gelegenfitcb  «Inmal,  aber  so  bald  abi  miHtlich,  d«i  n^ 
wähnten  von  einem  Scbfller  der  nolytechntaehen  Scliule  hi  'PaW 
gefundenen  geometrischen  Beweis  im  Archive  miliutheilen ,  d| 
inlr  selbst  sowohl  dieser  Beweis  selbst,  als  auch  die  Schrift,  in 
welcher  er  sich  üudet ,  ganz  unbekannt  geblieben,  oder  von  nilf 
vielleicht  übersehen  worden  ist,  indem  ic"h,  offen  gestanden,  deH 
scheinbar  so  einfachen  Satze  bis  jetut  die  AufmerksaWfctH 
uicbt  geschenkt  habe,  welche  er,  da  ein  seiner  eignen  EinfatA* 
hett  euts|)  rech  ender  einfacher  Beweis  nicht  leicht  zu  lühreu  is^ 
allerdings  vollkommen  zu  verdienen  scheint.  Den  Beweis  dea 
Herrn  Professor  Steiner  kann  joder  Leser  des  Archivs  iwSr 
leicht  im  Crelle'scben  Journale  nachsehen;  indess  ist  es  den 
Zwecke, des  Archivs  keineswegs  entgegen,  wenn  es  dem  Hein 
Studiosus  !'•  Lange  eefalleii  sollte  —  was  ich  recht  sehr  nfin^ 
sehen  mOchte  —  in  Verbindung  mit  dem  vorher  erwähnten  BS- 
weise  eines  Schülers  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  aufh 
den  Steiner'schen  Beweis  im  Archive  mifzutheilen,  und  iiberhau|it 
Alles  zusammenzustellen,  was  ihm  über  den  fraglichen  Satz  bw 
jetzt  bekanntgeworden  ist,  wodurch  er  so  wie  mich  auch  se_wisB 
viele  Leser  des  Archivs  sich  recht  sehr  verbinden  würde.  Einem 
mir  gütigst  mi^etheilten  desfallsigen  Aufsatze  wurde  ich  sehr  gern 
sogleich  eine  Stelle    im  Archive  eiaräuinen. 

Schliesslich  will  ich  nun  nur  noch  mittheilen,  wie  ich  mir 
selbst  den  Satz  im  einfachsten  Falle,  wenn  die  beiden  Win- 
kel halbirt  werden,  mit  Hülfe  der  Rechnung,  der  sich  aber  aucli 
leicht  dieForm  einer  geometrischen  Rechnung,  um  mich  dieses 
AuHdrucks  ku  bedienen,  wie  sie  die  Alten  anzustellen  gewohnt  waren, 

Stilen  lassen  würde,  was  für  keinen  Kenner  der  Geometrie  det 
Hecb^^D  noch  einer  besonderen  Erläuterung  bedarf,  da  ja  äliti- 
.  auch  unsere  algebraischen  und  trigonometrischen  S^ 
Wesen  der  Sache  an  sich  nicht  ändern,  sondern  nur  ai 
UB^  dienen  und  die  Form  etwas  ündera.  beniesen  habe 


uz 

Wenn  io  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  lV:^Figw6.)  der  Winkel 
C  durch  die  Lifiie  .^=a,  halbirt  jsti^  so/hftt  .nihn  nach  pinem 
innten  Satze  der  euklidischeD  Geometrie  die  Proportion 

AC:AB=CD:BD 


■\  . 


I    •■ 


in  bekanptet.  Bezeicliiiutig   . 

b:c=a'--BD:BD, 

b.BD=zac-c.BD, 
hieraufi^  ../sogleich  . 

BDsz  7^  ,     CD=: 


.\ 


t'l      ■:  */ 


»    •   .   \  ', 

.      n.  .  ■;—■  ..  ' 


6+c'     ^"-d  +  c 
ist  ferner  In  dem  Dreieck  JC/>  '    '  '  ^     -  " 


f         '    ■  ,. 


Ai^rf^(>+cm-üAc:cD.Mt<;f,  '[  :;;!;''.';!.!'■,.:' 


■  ■  ■  .     1 1  V     «y 
I     i  I     f  •  •        .1.1        1 


1    \ !  : 


(S+c)5     6+c'       2a? 


".  .   .:•.;•   -.'•  ■   11".    '^'«I^'t 

ins   nach  leichter  Rechnung  und  einer  ganz    einfachen  alge- 
schen TransfoimiEtlon  sich  sogleidi  .  |      -  .\ ;  .  . 

•..    .  •  ^  :       •!'  ;■^■  -■ 

Werden  nun  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  IVv/Fig.  7J.  dib; 
ik<^  il0C  und  wilCfi  durch  die  Linien  BJS^ß  ttSi.  vF^'f^ 
ilrt,  Bo  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


1\M  I 


imt  man  also^  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze,  an,  dass 
Linien  BE—ß  und  CF=:zy,   welche  die  Winkel  ABC  und 

B  halbireu,  einander  gleich  seien,  dass  also  ß=y,  und  folg- 
auch  ß^=y^  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


ac 


l"-{.-T^)'i  =  «Mi-(j|j)'ä. 
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-(^c)1=M-(»T-/r 


und  folglich 

6  — c  = 


(*-c)(a+&)V+€;)!«=ßc|c(a+c)*-6(a+6)«l, 
d.  i-,  me  man   leicht   Sndet, 

(fi-c)  (a+ö)'=(fl+c)«= fiel  (c3-&»J  +  2a  (c'-fc«)  +  a«(<-—Ä)  I 


(6— c)  {a+Ä)"(a+(;)<  =  —  6c  |  (6»— c»)  +2«  (Ä«-c*)  +  a\b~c)  \\ 

Wäre  nun  nicht  b=c,  A.  i.  nicht  6 — r— 0,  so  würde  es  v 
stattet  sein,  auf  beiden  Seifen  der  vorstehenden  Gleichung  L. 
b^c  zu  dividircn,  was  nach  leichter  Ausführung  der  llecbnint 
zu  der  Gleichung 

Ca+6)«(a+c)2=— 6cifi*  +  öfi  +  c'+2a(6  +  c)  +  aai, 

oder  zu  der  Gleichung 

(a+Ä)«(«+c)2+fic|6«+6c+c3  +  2a(6+e)+a''|=0 

fuhrt.  Diese  Gleichung  ist  aber,  insofern  natürlich  a,  b,  c  8. 
lieh  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  was  sich  hier  von  se| 
versteht,    oETenbar  vüllig  ungereimt,   weshalb  es  falsch  ist, 
nicht  b — c=0  wäre.     Also   ist  ß  —  c  =  0,    d.  h.  unter  der  \ 
aussetxuoa,   dass    die  Linien    BE^ß  und    CF=y,    welcli 
Winkel  ABC  und  ÄCB    des    Dreiecks  ^ßChalhiren, 
gleich  sind,  ist  immer  6=c,   nanilich  AC=AB,   welches  de|{ 
oe  weis  ende  Satz  ist. 

Ich  wiederhole,    dass   mir  die  Mitthcilung  geometrischer  I 
neise  für   den  fraglichen  Satz  ungenühm  sein  und  mich  i 
verpQichten  wird. 


ttö 


XXXIV. 

eber  das  Rfickwärtaeinschneidcn  mit 
messtisclie  oder  das  Problem  der  I 
drei  Punkte. 


dem   Heraasgeber. 


'.!-„;  ,,1  ,u,/ 

Am  Einsänge  dieses  Aufsatzes  kann  ich  die  votlSußge  Bc- 
ibung  nicht  unterdrücken,  dass  die  in  demselben  angestellten  J 
ichtungen  weniger  für  die  Praxis  des  Kücknärtseirischnei- J 
.,  als  in  theoretischer  Beziehung  einiges  Interesse  darbieten-! 
ften,  weil  mich  dieselben  /.u  einigen,  wie  ich  glaube,  bemet«  j 
enswerthen  geometrischen  >Sätzen  geführt  haben.  Ich  hätte  leicht  T 
.Ue  andere  passendere  Ueberschrift  wählen  künnen,  habe  abei  ^ 
ie  obige  absichtlich  beibehalten,  weil  mir  Untersuchungen  übet  I 
as  Ruckwärtseinischneiden  zu  diesen  Betrachtungen  Veranlas^J 
ing  gegeben  haben ,  und  ich  dem  vorliegenden  Aufsatze  später-  T 
D  noch  einige  andere  von  ähnlicher  Tendenz  folgen  zu  lassen  ' 
>ffe.  ,^ 

Wir  wollen  uns  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  A', 
f  und  einen  fünften  nicht  in  dieiier  geraden  Linie  liegenden 
üct  C  denken.    Beschreiben  wir  dann  durch   die    drei  Punkte 
C,  A'  und  durch  die  drei  Punkte  B,  C,  B',  d.  h.  um  die  bei-   I 
Dreiecke  ACA'  und  BCB',    uwei  Kreise,   so  werden  sich  J 
le  beiden  Kreise  ausser  in  dem  Punkte  C  noch  in  einem  zwe^  I 

Punkte  D  schneiden,    mit  dessen    näherer   Bestimmung  wir  1 

jetzt  beschädigen  wallen. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
tem  der  xy  an,  dessen  Axe  der  x  die  gerade  Linie  sein  soll, 
irelcher  die  vier  Punkte  A,  Ä',  B,  B'  nach  der  Voraussetzung 
{en.  In  Bezug  auf  dieses  Cooidinatensystem  &eVen  S\e  ^ooit- 
aten  der  Puokte 


^                    34ß                      ^^M 

^^^^^^^^"^                                -^^H 

^^^1 

a.  0;  a;  0;  b,  ü;  b',  0;  m,  n.         ^^^ 

Die  Cleicliungen  der  durch  die  Punkte  A.  C,  A'  und  J 
£'  beschriehenen  Kreise  seien  respeetive 

1)                  (;c-p)H(y-y)9=r« 

2)            {^c-.pr  +  Cy-*')*^'-'*, 

wu  die  Bedeutung  der  S\-iubo!e  p,  q,  t  und  p',  g',  r"  an 
Tba«ia-deH  Kfsiä»  bel^sont  ist.                                             .,^ 

Da  der  «ute  diesor  bdd«n  Kjerse  durch  «Ue  drei  ü 
A,  A',  C  ^eht,  so  liefert  die  Gleichung  1)  zur  Bestimmung 
Grössen  p,  t/,  r  die  folgenden  Gleichungen: 

,(o-p)=  +  V"  =  r«. 

3)                    j(a'-;j)*  +  g2=ra. 

(("i-p)«  +  (n-ff)«=r». 

L                        Aus»  den  beiden   ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 

^^1       also  durch  Subtracüon 

^H                  flS-a'2-.3(a-a')p=(a-o')(«+«')-3(«-a')^=0..' 

^H      folglich 

^H                                               a4-a'-2p^0. 

^^F      und  hieraus                                                                     ^^^ 

1                  def  Stelle  erh«llet. 

^^^             Aus  der  dritten  der  drei  Gleichungen  3)  folgt 

^^^k                              m^  +  K«— 2n»/>-2i(y=r»— p»— 9»,                  i 

^^Bj^^nach 

^^^H^"               w»H  H«-2ni/)-2n7-a«— ■i«p^o''-2a>. 

brt  man  in  diese  Gleichung  den  Wertb  von  p  aus  5)  ein ,    so 
lält  man: 

Äi^+n^-^m^a  +  ö')— 2w5 

■■    .  .  .\    .. 
»lieh 

.  .\  .%a=2»*+n*  +  aa'— in(a+a'J, 

d  hieraus  '    ' 

Endlich  erhält  man,  wenn  man  in  .die  erste  oder  zweite,  oder 
die  dritte  der  Gleichungen  3)  iifr  p  und  q    ihre  vorh^i?  gefun- 
m'WertheS)  und?)  ml^lhrt,  lÖr'li^  die  folgenden  Ausdrücke: 

=|m-2.(a  +  o')}a+         .       '  -,   — 1    ' 


O 


1  .■     ■  j .    ■     •  ■  .  .  ■  1      ■ .     ::■;•■ 


Stellen  wir  pun   die  gefundenen  Werthe  vpn  p,  q,  r,noch- 
il8  zusammen 9  äo  erbalten  wir:  '   ' 

■  ■  j.   '  ■ '  ■    '  .         ■ . .  .    ■■  ...... 

p  =  2(o+a')> 

^—  2n  *^2 "  »^  2« 


/;.  ■      ■:?;     .:.-i( 


^d  för  /)',  7^  r*  ergeben  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  fol- 
'tulen  Ausdrücke: 
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, (m—l,)(m-k'l+n'_l     .  (m— t)(ni-6') 


=.jV~I'«-s('+'')I'+[— 


^ 


Bezeichneii  nir  jetzt  die  Coordinaten  der  Durchschaittsp 
der  beiden  Kreise  überhaupt  durch  X,  F,  so  haben  wü  zni 
Bestimmung  nach  1}  und  2)  die  beiden  folgenden  Gleicfaungt 

j(J-p;H(F-5)'=^^ 


(^+  r»— 2pj:-2,r=,«-p>-,«. 

aus  denen  sieb  durch  Subtractioti  die  Gleichung 

13)       2(p-p')jr  +  2(,-,')I'=(r"'-p"'-»«')-(i->-;-'-9») 

ergiebt.    Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

und  wir  haben  daher  nach  13)  die  Gteichung: 

14)  2(p-p').V  +  2(,-9')l'=iio--SS-, 

oder,  nie  aus  dieser  Gleichung  ferner  leicht  folgt,  die  Gleid 

15)  2(p_y.,(X_,,)+2(,-,')(r-,) 
=  oo'-M-— 2/)(;,-p')-2}(,— ,0. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

•«■-66'-ip(p  -p')-2,(^,-,-)^2(y-p')  (ir-rt 


16)    1-,= 


2(?-9') 


und  »ach   11)  haben   wir  daher  znr  Bestimmung  von  X^f 
folgende  Gleichung  des 


17)  (X-p)' 


^  pn,i--M'-2y(ji-;)')-2t(.^j')-2(j.-y)(.I-y)-| 
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i|läus  badi  gebCriger  Entwidkelang  die  Form 

_  4(y-^?r«--  {aa^-66^— 2p(p-~p0— 2y(y— yO)« 

thält 

Setzen  wir  jetzt  der  Kfirze  wegeii 

19)  P=(P— P0*+(^--9')*  •  •" 

■  • 

p  wird  die  Gleichung  18):  ' 

■d  fuhrt»    auf  gewohnliche  Weise  aufgelöst»   zu  dem  folgenden 
insdrucke  von   X—'pi 

ft  V     --      (P~P')QJ:(g-<yOV4r'P-Q' 

i;  ^ — p —  2p 

Feil  femer  nach  16) 

Q-2(P-P0(jr-P) 

*^-fl'-     ,      %q-q') 

It,   SO  erhält  man  durch  Eiinifuhruüg  d^s  vorhergehenden  Aus 
ncks  von  X — px 

■'•  '~-  ■    - 

Hi  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  X  und  F  die  fol- 

Eeo  Formeln  y  in  denen  die  obem  und  untern  Zeipb^n  sich  auf 
uder  beziehen: 


•"        ^ 


'       ■  (P-PQ  QJ:(7-yOV"4r»/>-Q« 

\JL P  =  ckn  '■ > 


(^^-^0  QT(P-P')  Vif^P^Q* 

y—q  — fp— — ~TT"  • 

Um  uns  die  Rechnung  zu  erleichtem»  wollen  wir  jetzt»  was 
coibar  verstattet  ist»  mszO  setzen ^  i.  b.  wir  wollen, den  Durch- 
holttspunkt  der  geraden  Linie»    in  welcher  die  Punkte  A,  A\ 


910 


B,  B'  liegen,  mit  4«il'v«»,  A^m  Punkte  C/iwIi.dleseV^  .gttQ 

nacn  9) 


Perpendikel   als   Anfang   der  Coordinaten    annehmen.     Dant 
h  9): 


\  :     •     1 


■\    -        \t 


1  ttii'  +  n* 

25)         p=2(a+oO,^==i^; 


7 


und  nach  10): 


26)       p' = ^ (6;^67,  9'=-^ r 


\.'\  .i 


also  nach  19)  und  M) :  '  -     v 

=4r«  ((p-tP0H(9-^»')*  )  -  l<i«'-W'— ^ö^-y ')  -29(9- 

=  —  (ao'— 66')'  +  4(aa'— 66')p0»— p';; 

+  4  (oa'- 66')  9  (7-90 
■         .  — 8pj((p-p')(9-9') 

'^  +4(r»_p«)(p_p')» 

=:_(ao'— 66')* 

+  (aa'-660  (o+aO  I  (9+00  -  (H6')  I 


+  (oa'  -  660* . 


n* 


1  ~  an!  A-rfi 

-  I  («a'-66') («  +  o')Kff +aO  -  (6+6') } .  —^ 


1  /flfl'  +  m'\* 

,       .    ,-|  t4aa'  -  (-^--)  i  l(«+a0-(6+^)i!' 
1  ,         ««  /««'— 66'V 

+  j(«-«o*.(— ^j— ; 

=  ^ — ^ — ^j  { aa'  +  j^  (a— oO* } 

{  .  :        ■  11**— —im 

•  •  ^l(aa'-^6')<o+a')|(B+oO-(6+6^n^^^ 

.  a«a'»-2aa'»g  +  «*.,  /a.aa.» 

^~ .-Ab».    ■, {(«+.«')— (6+ *0I* 

~V    9,>/ *V  "      /  i 

+2  — 2"  •  — ^ —  {(o+o0-(6+60 ).  — ^  — 


■;ii 


.    .^'^  "'•    : 


Ml 

id  folglich  nachki):  /        ^         '  " 

{((a+«0-V*-I^O)«'+(72^)^ia-;|(«+d'>.| 

X  ^af-  bb'  -  l  (a+aO((«+«0-(H6'))-^^'  •  ^^( 

■äjj—  |(a  +  o') p^ + ((a+oO  -  (fr+6')) ^— [ 

..•■■■■•     .        .  f  ■■■■■'1     \  ' 

V       -  '  •'  '  («o'-Ä^'s-  |WaO<(o+«'j-  (6+*0 ) 


,    ao' — 


—  66' 


,N ^ 


•    I 


I .     ■  ' 


V     "      j  ■       - 

mmt  man,  diu  timterD.  Zeicben  ^  so.  wird 

l((a+a')-(6+ft0)*  +  (^^^y}{2:-|(a+aO} 

d  folgUch 

lo  jr=:0,  woraus  man  siebte  dass  die  untern  Zeichen  dem 
irchschnittspinii^  C  der  beideo  Ki^eise  eptsprechen,  uod  dass 
m  also,  wenn  a>än  die  Coordinäien  de»  Uurcfascliirittspunkts  D 
t  beiden  Kreise  haben  will  im  Vorhergehenden  die  obern  Zei- 
m  nehmen  muss. 

Dadurch  erhält  man : 

!((«  +  «') -(6+60)«  +  (^^—^J)  iX-^^(u+^1  •■'• 

= -.j(a+aO  I  ((a+a')-^«4*'))«  -  (^2:=^) '} 

.  {(a+g')— (6-»6'))(oa'— 660(w*-wio0 
+  ^^1  — , 
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also 

W         * 

/ 

s 

=  ""'l^*^'  l  («+oO  (n*-6^)  -  0+60  («•-00')  I 
oder 

=  (aa'-640 K«+«')(t-^)  - <ft+6')  (l-^)>. 
und.  folglich     ' 

27)    J!C= — /    '^hhX^  ' 

l(a+«0-(&+*')l*+  [^  ^       ) 

Mittelst  der  zweiten  der  Gfetcfaangen  1^)  kSnbt^  "üiäü' 
ähnliehe  Weise  den  Werth  von  F  ermiUeln.  Man  kann  zu  d< 
selben  aber  auch  auf  folgende  Art  gelangeii. 

Man  setze 

"i  -  , 

Ji—p  — 27>  ' 

_  (q-q')  Q  -  (p-p')  V  ir*P-Q' 
r  -9—  2p  — — 


und 


jf^^p  ji-Mi:(2gl5^^El, . ' 


-M- 


^-  9- 2p- :~~'. 


-  '11 

■-■::  1 


80  ist  nach  dem  Obigem 


8^ 


«•  •  ■      \  .      .     I   "■'    .  \  . 

=    '»-':'' =^3dp  <«-*"> 

^  Gleichung  der  LiDie  CD.    Weil  mui 

1  immer  entweder 

V     JCä*»,  F'  =  n  oder  A*=m,  1^=11 


,  80  ist 


V — «SS  —  ^- — ^  (ar— *m) 


I  Gleichnns  der  Linie  CD.     Nach  den  allgemeinen  Formeln  9) 

^       ._(a±aOr_(*±*0       . 
P-P'^ 2— V 

,      (m — a)  (rH—t^—(mf—b)(m — 6') 
,_,  = _ , 

1  die  Gleichung  der  Linie  CD  ist  folglich 

■,.     •  * 

.   .     *'^  n{(a4-y)-(6rfy)}        .        ^ 

3'"  "  ~     (m  -  o)(m-a')—(m--6)  (m-6'J  r  ^?^  n 

o  für  .«tssO:::  '.  •     <•. '.;ii  ■ :; .  m'. 

.     it{(a+a')^<»-frdOi 
29)  3,-«=^ __,__^_^ 


lil  Bun  der'  Punkt.  (^F>  io  dieser  Linie  liegt,  «6  Ist 


. •-».•,.• 


:  .      .  ■,  ./ 


29»)  r     n^  _«{(g+«0-(fr:fy))j 

'  an' — bö'  * 

i.  nach  27): 


'lieil  XIII  » 


3H 


n  t(«+a0-(6  +60)  t(«+«0  (l"  ^)  "  ^*  +  ^'^O"- S)| 
{ {a^a')  -  (6+601*  +  (  — ^J ) 


folglich  ^  wie  mao  hieraus  leicht  findet  r   ' 


■■i^". 


_     „     1    {aa'-b^-^Kiq^qf)  -(6+6')Mga  (6+60-66' (a+a')| 

{ (a+«0  -  (6+6')l«  +  {--;r~) 

Daher  haben  wir  znr  JD.estimmnng  der  Goordiiiaten  X,  Y  des 
Punktes  D  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 


lJf= 


(aa'-66')  {{a+a')(l-^) -  (6+6;)  (l-r.^) } 


t(«+«')-(Ä  +  6')?+C-^^Y 
31)^  \       «       / 


6A'(a+«')| 


f 


Will  man  aus  diesen  fSr  m=0  geltenden  Fortai^fn 'die 
meinen  für  jedes  m  geltenden  Formeln  ableiten^    so  braucht 
in  denselben,  wie  leicht  mittelst  der  Lehre  Von  der.  Verwandliiig 
der  Coordinaten  erhellen  wird^  bloss  fär 

n^aV  ^»  *'»  ^ 
respective 


d 


zu  setz^p»  was  wir^  ats  nicht  der  gerroesten  Schwierigkdt  uitff^el 
liegend»  fugtich  dem  Leser  überlasse»  können. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  naeli  M)  • 

Bezeichnen  wir  nfm  die.  erste  Coordinate.  des.  Durchsdimtt*! 
Punkts  dieser  Linie  mit  der  Axe  der  ar,  d,  I.  init  der  geralei 
Linie  9  in  welcher  nach  der  Voraussetzung  die  vier  Punkte  i* 
J!,  B,  Bf  liegen  9  ^Q^ch  3Cj  so  ist 


*■""*-  (a+g')-(6  +  6') 


««f 


\ 


ass 


roraus  sich  aber  nach  gehöriger  Entwickelnng  leicht 

.     "^f  ^-  (a+a')-(6+6') 

der  ■'■-     ■■'        :    '   -C^  ^   ■  .■■-     '    ■■'■■ 


•     •     .  I 

'•;  ■  I       . '  •  • 


»)  ■*-(«-6)+(a'-6') 

rgiebtv     ;  ■■;:.;•    ■  ■  ■■  • 

Weil  diese  Ausclrücke  von  m  und  n  ^änz  unabhängig  sind, 
0  sieht  man«  dass  die  gerade  Linie,  m  weicher. die  vier 
nveränderlichen  Punkte  Ay  A\  B^  Bf  liegen^  was  auch 
er  fünfte  Punkt  C  ffir  eine  Lage  haben  .mag,  von  der 
«Inie  CD  immer  in  eioero  und  d^mselbiefn  rniik-f e  ge- 
choitten  wird,  ein  Resultai»  welches  sich  auch  leicht  auf 
anz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  SitteiifiM>m  Kreide; 
bidten  iSsst 

* 

Wkitti'  Matf'  aus  cter   ersten  dei^   beiden  fSr  m=^  geltenden 
rleickingen  Ztj'  dt^  Grosse  n^  bestimmt  >  so  erhält  maiy: 

Fach  29*)  ist  aber 

(aaf—bb')  T 

;  :  .  !  oaT  aai-^IA'^  l(a + <«>\- («vf  6')  J  ^ '  .   ^, 

elches»  mit  dSnn  Vorhergehende^'  vergliclien,   zu  der  ^Gleichung 

««'  (6+6')  -  66'  {(^-{^a'l  -  (aa'  -  66/)  X        { 

(flfl^— 660F«  

lirt.  Diese  Gleichung  bringt  man.^ber  pach  gel^Qriger Entiyii^ke- 
^  leteht  Mfr-Ae  t^tm-^  ■  ■    ••     •    ^'^  -.'    ";-^'  ;r"  ■  ■"  '-  •***.  . 


„,y,     (a»'-M')HI(aty)— (6H')ilna'(Ht1-M'(°+<i')l  , 
+  (««•^64')l(»+.')-(ftt*')l 


Vergleicht  i 


e  (ileichung  mit  der  4iteicbung 

(A•-/',)»  +  (^■-0,)'  =  K,^ 

d.  i.  mit  der  Gleichung 

X'+  1"=— 2P,A-20,  I+P,'  +  «j'-  ",■=0. 

eo  erhSIt  man  zur  Bestimtnung  von  Pt,   Qy,    Ej  die  drei  fol|Hi- 
den  Gleichungen ;  P 


-<»' 


»')'  +  Ka+a')  - (t+t')!  In»'(6+f  1 — W (o-HTl  i  ■ 


•  e,=o, 

aas  denen  sicfa  leicht 

[ni»ir;i)I .; 


(a+o')_(4+S-)         ■ 


B      Ifi      aa'-W .  aa'«i+t')-M-(a+a'n 

,"'~äL(o+a')-#+4')^  «a'-jT  :J'i 


37) 


(^^■AiJ 


•I 


«.»■ 


-4LI 


«ft^jj att'(i  +  y)  —  bb'(a  +  a')y 

(a+aO-Ci+JO  na-W  J' 


.n,„..i'^=^[^ 


ii.'('+t')-M'(a  +  a-) 


] 


0— (6+Ä')  "^  aa'—bb- 

!"■="■ 

,  1  r      aa'-  lit'  an'(S+i1— 66'(a+on.J 


• 


WO  man  das  Zeichen   immer  so 
wird,  ergiebt. 


nehmeo  hat,    dass  Ri  \ 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gletchune  :i6)  einem  Kreiul 
Art,  dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  liegt,  ii 
Tier  nnveränderlicben  Punkte  A,  A',  B,  B'  liegen. 
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Setzt  man  in  der  tileichuiig 


(X~Pi)'  +  (r-Q,)^=lf,' 


=  0,   so  erhält  n 
X-Pi  =  +  R,, 


also  j:=P,  +  ffi; 


1  wenn  man  nun 
l  und  flj    einführt, 
dass  dem  VVerthe  F 
S  entsprechen: 


lie  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe  von 
so  ergiebt  Bkh  mittelst  leicbteT  Rechnuni;, 
=0  immer  die  beiden  foigendea  Werthe  von 


ia'(b  +  6')--b6'(a+a')  . 


(a+a')~(6  +  Ä')' 

Mtimmten  Punkt  geht. 

f*  flSit  man  dies  aber  mit  dem  Obigen 
Heb  der  folgende  bemerbenswerthe  Satz, 
man  Taf.  V.  Fig.  1.  zu  vergleichen  hat. 


I  Wenn  vier  Punkte  A,  A',  B,  Bf  in  einer  und  dersel- 
iien  geraden  Linie  liefen  und  C  ein  fünfter  nicht  in 
lieser  geraden  Linie  liegender  Punkt  ist,  durch  die 
Pankte  A,  C,  A'  und  B,  C,  B'  aher  Kreise  beschrieben 
Verden,  deren  zweiter  Uurchschnittspunkt  durth  />  be- 
ieichnet  wird;  so  schneiden  für  alte  in  einer  und  der- 
telben  auf  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  vier 
^unkte  A,  A',  B,  B  liegen,  senkrecht  stehenden  Linie 
legende  Punkte  C  die  entsprechenden  Linien  CD  die 
gerade  Linie,  in  welcher  die  vier  unveränderlichen 
»uolcte  A,  A',  B,  B'  liegen,  sämmtlich  in  einem  und 
lern  selben  Punkte  E,  und  die  den  Punkten  Centsi>re- 
ilieiiden  Pankte  D  liegen  sämrotlich  auf  einem  durch 
lea  Punkt  £  gehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in 
ler  geraden  Linie  liegt,  in  welcher  die  vier  unver- 
loderlichen  Punkte  A,  Ä,  B,  B  liegen. 

*  Wenn  man  nur  einen  der  Punkte  2>  durch  Constructinn  sucht, 
vann  man  nach  diesem  Satze  immer  leicht  sowohl  den  Punkt  £, 
[  aoch  den  Kreis,    in  vrelcheni  die  sämmtlichen  Punkte  D  lie- 
,'  constmiren. 
r  Aus  der  Gleichung   3i)  erhält  man  leicht: 


3SS 


S-6  = 


(11-6)  (a'-t)     . 
(o  +  a')-r4+«')' 


ferne 


.,    »-a!3E-»=4'— ««'^ii 

f.«      ,        K-t'Xi-»') 
*     °-(o  +  „-)-(4  +  «)' 


Bezug  auf  die  Punkte 


Bezeichnen  wir  ietzt  der  Kürze  wef;en  den  Durch scbnills 
puokt  der  Linien  4^  und  CD  durch  O;  so  sind  nach  d^r  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar 

X-a  und  X— Ä 

die  ersten  Coordinaten  des  Punktes   O  i: 

A  und  B 

als  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und 

t'— ö  und  a' — (i 

sind  die  ersten  Coordin^teo  der  Punkte 


I  Bezug  sut*  die  PuDlfte.', 


^.■^^4- 


A  und  B 


•ib  ADfabsspunlile   der  Coordinaten,    ^^^he  nu^iA^.C^j 
b'—a  und  a'—b  ungleiche  Vorzeichen   babent    d.    h.   ^Vjfljp, 
Punkte  ß'  aa,A  A'  respektive  von  den  Punkten  ^  und  B  411*" 
entgegengesetzten    I^eiten  hin  liegen,    so   halten  wegen  der., 
portion  *0)  auch  die  Coordinaten  2C— «  und  X — b  ungleiche 
zeichen,    d-  h.   der  Puukt  O  liegt  zwischeu  den  Punkten, y4  md 
B.    W«nn  dagegen   die   Coordiuaten    b'—a  und   a' — -b    glejcb 
Vorzeichen  haheu,    d.  h'   tvenu  die  Punkte  B'  und  A'  re^Djictiyf 
von  den  Punkten  A  und  B  aus  nach  denselben  Seiten  hinTiegei 
so  haben  wegen  der  Proportion  40)  aucb  die  Coordinaten  3E~* 
und  36— Ä  gleiche  Vorieichan ,  d,  h.  der  Punkt  O  liegt  nicht  t*f 
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eben  den  Ponkten  A  md  B^    1»  alMn'FlIleii  bÜt  -nvif  aber 


•  I  '  "       I 


lach  40)  die  Proportion 

43)  AOi  BOz^ABiBA'"^) , 

w  walclMraucleidi  unmittelbar  herr^rgehti*  daasi  ia  dem-FaUb 
renn  dief  dPunkle  \BlmiA  A'  iespeettvbffrondeD'Pilnldto  A  :uiid 

i  atus.  nach  deisclben  Seiten  hin  liiigenAXJeliaohdem 

« * 

,,  AB' >BA'  o^er  AP' <,BA\[     ."....■ 

stj  der  Pdnkt  O  yn  der  VerlSnglsmttg  der  Linie  AB  über  d«n 
^tmkt  B  hinaus,  ode^  in'der  Yerlängeriing  4er  .Lhiie  J^  über 
Ifb  Punkf  i<  hinaus  liegt.  ^  »    \        .  . 

Nimmt  inta-jetd;  ailee  Vevfaeigehende  zusaibnutai>^!ao  er^;eben 
ich  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punlctes.:0  &  (der  lAckv^  AB 
»der  dec^  Verlängerungen  5  und  dadurch  auob^iiiglttch  der  Lage 
ler  Linie  CD  die  foigeod^ii  ein^Eieben  Regeln/. ^  ..  .  '.  ^,  .  x   ' 

Wtenn  'die  Punkte  R  und  ^i'  respective  vbn -ä^n  Pttttkteiflj  '4 
ttd  £  aus  nach  entgesensesetzten  Seiten  hin  liegen  i  So  liej^t 
1er  Punkt  O  in  der  Linie  AB,  und  seine  Entfernungen-  idO  und 
iQ  :  TOP '  den  Punkten  A  und  B  verhalten  sich  wie  dl«  JLinien 
W  und  BA'  zu  einander.  .  .  ;.  <  . 

Wenn  die  Punkte  B  und^il'  respective  von  den  Punkten  A 
nd  B  aus  nach  derselben  Seite  bin  liegen  und 

'^-  •:;    ■  AB'>BA'  ■'..;.:  ..V  .;■ 

it,  so  liegt  der  Punkt  O  In  der  VeflSngeriidg  deif  Linil6  [HB 
ber  den  Punkt  B  hinaus^  und  seine  EnÜerdüngeii  AO  uiid  BÖ 
on  den  Punkten  A  und  A-  verhalten  sich  wie  diil:  Linien  AB' 
Dd  BA'  zu  einander. 


I      •  I  •   • 


,  *)  ;  DM« .«ich  diese  ProportioB  auch  leicht  au«  oaiif  bekminten  E(«- 
Nwtort&tieo  Tom  Kreise  ableiten  läMt,  wird  ein>ieder  ^Ofleidb  üb^r- 
iken.    £•  ist  Baiplieb  mit  ftücksicbt  auf  Taf.  V»  Fi^.  SL .  ' 

AO.A'0=CO.DO,  !    « 

■  i.  BOS'OssCO.DO;      :  '     . 

il  ^:i)   ■  ao.a;o=zbö.S'0, 

Md  Mglich 

AO:B0:=B'0:A'0,  ., 

Iso  aa<^ 
.  L 


Wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respectiVe  ron  den  Punkten  i 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  liefen  und 


ist,  6o  liegt  der  Punkt  O  \a  der  Verlängerung  der  Linie  AB  Qbei 
den  Punkt  A  hinaus,  und  seine  EnlfernungeD  AO  und  BO  rm 
den  Punkten  A  und  B  verhalten  sich  wie  die  Linien  AB'  aü 
BA'  zu  einander. 

Wenn  man  die  Proportionen  40)  und  42)  mit  einander  vtt-  ^ 
fi|e1<;bt,  so  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Äugeij,  dasa  man  im  ^a^ 
Vergehenden  die  Punkte  A,  A'  und  B,  B!  gegen  einander  t» 
tauschen,  und  daher  die  Regeln  zur  Bestimmung  der  Lage  dei 
Punktes  O  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlängerungen,  und  di-  , 
durch  zugleich  der  Lage  der  Linie  CD  auch  auf  folgenden  Aus- 
druck bringen  kann. 

Wenn   die  Punkte  B  und  A   rcspective  von  den  Pankten_il 
und  B'  aus  nach   entgegengesetzten  Seiten   hin   liegen,    so  lie| 
der  Punkt  O  in  der  Linie  ^B',  und  seine  Entfernungen  ^'0  m  h 
B'O  von   den  Punkten  A'   und  B'  verhalten  sich  wie  die  Liutt 
A'B  und  B'A  zu  einander. 

Wenn  die  Punkte   B  und  Ä   respective  von   den  Punkten  ä 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite   bin  liegen  und 


liegt  der  Punkt  t>  in  der  Verlängerung  der  Linie  .+B' 
uner  uen  Punkt  B'  hinaus,  und  seine  Entfernungen  ^'O  und  B'O 
von  den  Punkten  A'  und  B'  verhalten  sich  »ie  die  Linien  Äi 
und  B'A  zu  einander. 

Wenn   die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  M 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und 


ist,  so  liegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  J'V 
über  den  Funkt  A'  hinaus,  und  seine  Entfernungen  A'O  undflf 
von  den  Punkten  A'  und  B  verhalten  sich  nie  die  Linien  IH 
und  B'A  zu  einander. 

In  dem  im  Vorhergehenden  noch  nicht  berücksichtigten  Falk 
wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respective  von  den  Punkten  A  Vm 
B  aus,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  B  und  A  respecÜt 
.    den  Paukten  A  und  B'  aus   nach    derselben  Seite   nin  IiG' 


gen,  und 


AB  =  BA'  oder  A'B=BA 
li  dem  Obigen  offenbar 
It'  —  a=a'~b  oder  b  —  n'^n— 


Ui 


(a  +  a0-(6  +  6')=O 

.iqftfiii,  OQd  da  DUO 

*  ■    'i 

*  •                                                 • 

■  ■  ■      ii.. 

•  • 

a+a'=b+b'. 

t.-  .   ■  ■                  i  •        ■                          ■ 

\         .  .        .            •                : 

•                                   I                 ■  ■ 

'■■■  '  (a+aO'^Cfi+fi')» 

d.  i. 

• 

1'-    ■      ■-  ■ 

I         1 

.1  •  « ll'  . 


m  • 


Ist;  so  ist  /,,'-\ 

;  ,     ==(6'-.a)(6'  +  a)^(a'-.6)Kf6),  /        ' 

'folglicb  nach  dem  Obigen 

2(aa'— 660=(6'— a)  (6W+a— 6) 
\     !;     :/.  =:iX<-6)<6<-^<+ar^.  :    : 

1  ■.  ..,.  I'.'  ■! 

Ifacb  dem  Obigen  ist  aber 

<..:i:  ■...       ■^'».^*         *•        '^f  ".«■11 

also 

6'— a'+o— 6=2(6'-aO=2(o— 6), 
woraus  sich  in  Verbindiiog  mit  dem  Torheigekenden  nmnittelbar 

ao'—66'=:(6'— «)(*'— oO=(o— *)(»'-*) 
•rgiebt.    Weil  nun  nach  28) 

'  -  - .(«-«)  («j_^-(«,-6)  (,»-4')  ^*  r  «^  /^. 

die  Gleicbung   der  Linie   CD  ist,    so  wird  diese  Gleicbüng  im 
▼orBegenden  Falle  **- 

y— 91=0  oder  jf^n» 

^#änias  'man  siebt,  dass  in  demselben  die  Linie  CD  der' Linie 
ÜÄ  fperaHel  ist,  und  also  Ton  einem  DurcbschBittspäbkte'O.'^e- 
ser  beiden  Linien  Im  eigentllcbehäinne  hiebt»  die  Rede  seinkana 


Ueberlegl  man  jetzt,  dags  in  Taf.  V.  Fig.  2.  sowohl  die 
kel  AA'Cmiä  ADC,  als  auch  die  Winkel  Bß'Cuud  ÄDd 
ander  gleich  sind,  so  »vird  mittelst  des  im  Vorhergehenden 
wiesenen  leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Blelbode  des  Rüct- 
"Srtsein Schneidens  mit  dem  Messtische  erhellen ,  wobei  ich  die 
den  drei  auf  dem  Messtidcbe  gegebenen  Punkten  A,  B,  C  ent- 
sprechenden  Punkte  auf  dem  Felde    durch  2(,  S,    (t  bezeichnen 


1  Be^ 


Man  lege  die  Kippregel  an  B 
Tisch  nach  21,  lege  die  Kippregel 
Und  bestimme  in  diet^er  Lage  de 
Durchschnittspunkt    A'  mit  der  Li( 

Ferner  Jege  man  die  Kippregel  an 
tire  den  Tisch. na]ch  S,  lege  die  Kipprei 
nach  (L,  und  bostimme  iti  dieser  Lage' 
deren  Durch  schnittspunkt  Bf  mit  der   L 

Nun  unterscheide  man  die  vier  folgenden  Fälle. 


i  und  Orientire  den 
n  6',  Tieire  nach  C. 
■     Kinpregel    deren 


an  C,  vij 
r  Kippr» 
>  AB. 


\.    Wenn  die  Punkte  B'   und  A' 


Punkten 
hin  liegen. 

2.  Wem 
Punkten  A 
gen  und 


nd  B  i 


nach  e 


die  Punkte  ff  and  A'    respec 
ind   B    au«  nach    derselben    S 


zten  Settei 
ive  von  den 


3.    Wenn  die  Punkte  B'  nnd  A'  respective  von  de»  1 


kten 
und 

A 

und 

B 

nur    nach   derselben 
AB-  <BA' 

Sei 

te 

hin 

4.    W 

kten 

enu  die  P 
A  und  ß 

unkte  ß'  und  ^' resp 
aus    nach    derselben 

ect 
Se 

ve 
te 

von 
bin 

von  den  Pujikten  A  i 
ten  wie  die  Linien  A, 


m  zweiten  Falle  bestimmt 
der  Linie  Jjßiiber  den  Pu 
Q,  dass  sich  seine  Entfen 
Punkten  A  und  B  eben  s<i 
die  Linien   AB'  und  BA'. 


in  der  Linie  AB  der 
irnunp[en  AO  und  ßO 
zu  einander  verbal 


man   in  der    Verllnf«« 

ikt  B  hinaus  den  Pn*lct  , 

uiigen  AO  und  BO  fB>  I 

zu  einander   verbaltU  j 


l 
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■   Im   dritten  Falle'  bestimme  man   in    der  Verlange 

Tung  der  Linie  AB  Aber  den  Punkte  hinaus  den  Punk) 

0  so.    dass  seine  Entl'ernungen    AO   und    BO    von   den 

Punkten   A   und  B  sich  eben  so  zu  einander  verbalten 

:  wie  die  Linien  AB  und   BA'. 

'::-■    Im    vieTten  Falle    bestimme    man    den    Punkt    O  so. 
dasa    die    durcb   ibn    unidJd«n  Punkt    V  ddr  Lage    nadl 
.  bestimmte  gerade  Linie   der  Linie    AB  parallel  ist. 


Auch  kann 


'  Lage  des 
'  nach  den 
und  ß,  ß' 


_      ei   der  Bestimmui 

Punktes  O  aus  den  vier  Punkten  A,  B 
Vorhergehenden    Regeln    diePunkte 

gegen    einander  vertauschen,    d.    h.  in    uiesen    iiegein 
aberall  B  für  A  und  A  für  ß  setzen. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Punk- 
tes O  bestimmt,  so  lege  man  die  Kippregel  an  die 
Linie  OC  und  orientire  den  TiscTi  nach  €.  worauf  der- 
selbe richtig  orientirt  sein  wird,  und  dann  bekannt- 
I  ich  die  Bestimmung  der  Laxe  des  gesuchten  Punkts 
-i)  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterl  legt,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Bei  der  Bestimmung  der  Lage  lies  Punktes  U  m  den  Lmien 
^ß  oder  4'B',  oder  deren  VeHängifealUigeikilliBr.ilrac&j^unkte 
liJDaus,  aus  den  Proportionen 

AO^ßO^AB'-.^^A' 

«der  .m;„U"  '  ■■'■   ■■    ■  ■-iiici.ijni,;) 

A'(^:£'0=A'BtB'A, 

l^ünnte  man  eich    allerdings  der  bekannten  ganz  einfachen  stren- 
gen  geometrischen  Constructionen  bedienen.     In  der  Praxis    wird 
^Aian   sich    aber    hierbei   wohl   meistens  auf  das  Aui^enmaass  ver- 
isseu  müssen  und  nur  durch  successive  Annäherung  zur  genauen 
feetimmung  des  Punktes   O  und  hieruach   auch  des  Punktes  D 
'ingen  kflnnen. 

Aach  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  die  obige  Methode 
I  Rflckwärtseinsckneidens,  weil  die  Linie  00,  wie  wir  vorher 
■aeben  haben,  der  Linie  AB  in  gewissen  Fällen  parallel  wer- 
Sti  kann,  nenn  die  Linie  OC  sich  dieser  Lage  nähert,  fiir<  die 
paktische  Anwendung  so  gut  wie  anbraucbbar  werden  kann. 

tch  habe  dieselbe  hier  jedoch  nicht  unterdrücken  wollen,  weil 
__  I  der  Mejanug  hin,  dass  man  dergleichen  iVletbodeu  in  der 
Pnj:is  nicht  ^enng  haben  kann,  indem  sich  wohl  schwerlich  eine 
fax  alle  möglichen  Fälle  gleich  ^ut  geeignete  Methode  zur  Aus- 
lüihrung  der  so  wichtigen  Operation  des  Rückwärts  eins  chneidens 
auffinden  lassen  dürfte.  Was  in  der  Theorie  mancfamal  ganz 
häbsch  aussieht,  taugt  in  speciellen  Falten  öfters  für  die  Praxis 
gar  nichts. 


Uic  volUtändiee  Begrüadong  der  vortwi^ebeudea  Met 
mit  Hülfe  blosser  ElementarsStae  der  ebenen  Geometrie  aus  d«T 
Lehre  vom  Kreise,  wetcbe  sich  ohne  Schivieriglteit  geben  lasstn 
tvfirde,  uad  oben  in  der  Kote  schon  angedeutet  ivordcu  Ut,  glaube 
ich  füglich  dem  Leser  überlassen  zu  künnen.  Ich  habe  luich  in 
vorliegenden  Falle  ganz  absichtlich  der  Lehren  der  analytiscbeo 
Geometrie  bedient,  da  dieselbe  hier  noch  zu  einigen  andern,  »ie 
ich  glaube,   nicht  ganz  uninteressantän  ResuLlatbn  führen. 


Heber  Transversalen  im  Dreieck  im  ; 
den  ilinen  zageordneten  PiuiiK.t  V 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R.  BoymaQ, 

Gjmnadallebrec  la  Coblenz. 

(Zu  diciom  Aufaatie  gebürt  Tafel  VI.,  welche  man  gleicb  vom  d 
an  zu  Tcrgleichen  hat.) 
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Beschreibt  man  um  irgend  ein  Dreieck  ABC  einen  Kreis  oM  <■ 
zieht  von    einem    beliebigen    Punkte  P  der  Peripherie  na«h  IB  >l 
Dreiecksseiten    unter    gleichem,    übrigens    beliebigem  Winkel  il 
demselben    Sinne    drei   gerade  Linien  Pp,,   Pp^,   Pp3>    so  lieÄ 
jedes   System    der  vier  Punkte  PCpip^;    PAp^pg-,    PBpiPt  «l 
einer  neuen  Kreislinie.     Verbindet  man  nun  zwei  der  Fusspunktr 
durch    eine    gerade  Linie,     z.  B.  ».    mit  p,,    so  wie  P  mit  de: 
Ecken  A.  B,  C:  so  ist  ^PAC=Z.PBC=^ PBpi=2pPiP 
aiso    ^PAC=^Pp.p,.     Diese    Winkel    sind    aber    Peripherie, 
winke!   des  Kreises    PAp.^a.    Die  Schenkel    des    erstem    gebei  l 
durch  die  Endpunkte  des  Bogens  Pp't,  und  da  der  eine  Sehent 
J«8  zweiten   Winkels    durch    P  geht,    so  muss  der  andere  ebfc  »' 
lalU  durch  pa  gehen;  "PiPiPs  ist  mithin  eine  gerade   Linie.— 
ist  also  aur  ganz   elemcntaro  Weise  folgender  bekannte  Sati  »  t 


„Wenn  man  von  irgend  einem  Punkt«  auf  der  Peripher!« 
.eines  Kreises  nach  den  drei  Seiten  eines  ein  beschriebenen  Drei- 
,echs  unter  demselben  beliettigen  Winkel  gerade  Linien  zieht,  »o 
liegen  die  drei  Fusspunkle  in  einer  geraden  Linie." 


Trifft  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten  eines  Dreiecks  AßC 
in  den  drei  Punkten  ji,^  pz,  ps  und  man  beschreibt  durch  irgend' 
Ewei  Winkelpunkte  und  nie  auf  den  anstossenden  Seiten  li^en- 
äeo  Durcbschnitte  der  geraden  Linie,  z.  B.  durch  C/'i.Pa  ""'' 
A,p^^>3,  zwei  Kreise,  und  verbindet  deren  Durchschnitt  P  mVt 
im  Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkten  p^,  p,,  p^:  so  ist 
nffenbar  ^Pp.C=^t^h'^=jLPp,A.  Ueberdies  ist  ^p,p^ 
=^PiPA  und\^pai>,B^ZCP/-j,  folglich  j^ABC+^CpA^W- 
9aher  liegt  der  Punkt  P  auf  der  dem  Dreieck  ABC  umschriebe- 
len  Kreislinie.  F(ir  eine  andere  schneideiide  Gerade  wird  ^r 
'unkt  P  im  Allgemeinen  ein  anderer,  liegt  aber  immer  auf  dtm 
Imfang  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  — ■ 
Pir  haben  folglich  den  Satz: 

.  „Legt  man  durch  die  Seite  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
rruisversalen ,  so  lüsst  sich  für  jede  derselben  immer  ein  Punkt 
Inden  von  der  Eigenschalt,  dass  die  von  demselben  nach  den 
irei  üurchschnittspunkten  gezogenen  Geraden  den  Seiten  de» 
Dreiecks  unter  demselben  Winkel  begegnen.  Der  Ort  aller  die- 
ter  Punkte  ist  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie. 


Zugleich  ist  der  roigende  Satz  bewiesen:  :n 

u,Beschreibt  man  um  jedes  der  vier  Dreiecke,  welche  die  vier 
ten  eines  vollständigen  Vierecks  unter  sich  bilden,  einen 
1a:  so  schneiden  diese  vier  Kreise  sich  in  Einefil  Pnnkt^ 
:her  überdies  die  Eigenschuft  liat,  dass  die  Geraden,  welche' 
i&m  nach  den  drei  auf  derselben  Seite  liegenden  Durct- 
ten  gezogen  worden,  hier  mit  den  drei  andern  Seiten 
he  Winkel  einschliessen." 


tti 
tfitti 
6be 


IrklSrung.  Der  Punkt, 
[Schnitten  einer  durch  ein 
I  desselben  unter  der 


dessen  Verbindungslinien  mit  den 

Dreieck  gelegten  Transveraafe  den 

nlicben  Winkel  begegnen,  snll  der 

ransversale    (nach   diesem    Winkel)    zugeordnete 

:,    und    dem     entsprechend    die    Transversale    die     dem 

e     (nach     diesem     Winkel)    zugeordnete     Trans" 

ale  genannt  irerden. 


Es  ist  leicht  zu  zeiceii,   dass  jedes  Paar  der  lolgeoden  Drei' 
ecke  äbiilich  ist,  nämlicn:  , 

^PßAco\PptVi,  APC-JcndA^iPs.  APCBc-o^l^»^ 

Paher  ist  denn  auch  ^BPA-.  ^p.Pp^,  Z.CPA=  Z.p,Pi', 
^CPB  =  Z.p%P^.  Die  Gleichheit  dieser  Winkel  besteht,  nif 
auch  immer  die  Transversale  ihre  Lage  Hndern  maje,  wenn  i\( 
nur  dera  Punkt  P  zugeordnet  bleibt  —  Daher  der  Sal 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecke  beliebig  vldej 
„Ttanäversalen ,  uelcbe  alle  ein  uod  demaelben  Punkte  xugeo^ 
„het  sind,  so  werden  ihre  ziviseben  deit^elbeii  sivei  Seiten  fp 
„b^ltfneu  Segmente  und  die  jedesmalige  dritte  Seite  von  j 
„Punkte  aus  unter  demselben  Winkel  gesehen." 


Aus  der  Aehnlichkeit  obiger  Dreiecke  ergeben   sich  fiilg(§|   ^ 
Prffportiapen :  ^^ 

BA.PiPt=PB.Ppi=PA:Pp^, 

CA:pip3  =  PC:Ppi  =  PA:Pp,, 
CB  ■.v^i  =  PC.Ppi=PB.Pp3. 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

„Legt   man   durch   die    Seiten    eines  Dreiecke   eine  bt 
„Transversale:   so  ist  das  Verhältniss  aus  irgend   einer 

>^eite   und  dem  von  den  beiden  andern  Seiten  inlerceptirten 

„ment   der    Transversale  dem    Verhältniss   aus   den  LutfennM      ■ 
„des  der  Transversale  zugeordnetem  Punktee  von  denjenig^B      ' 
„punkten  dieser  Seile  und  des  Ses;mentes  gleich,  wefche  uitdl 
„selben  anstossenden  Dreiecksseite  liegen." 

Aus  obiger  Proportion  folgt  noch  die  Gleichung: 

PA.Pp,=PB.pp,=PC.Pp3 . 

Dies  gibt  nachstehenden  Sah:;     '     i  <  '    !   '    ' 

„Die  Produkte  der  Entfernuntren  des  einer  Transversale  i 
„Dreiecks  zuaeordneteD  Punktes  jedesmal  von  einer  Ecke  f 
„Dreiecks  und  dem  Durchschnittapimkt  der  Transversale  nÜ'fl 
„gegenüberatehenden  Seite  sind  einander  gleich." 
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7. 
VvAadi  IfltVJedM  ßaar-ttw  folgendwi  .DceiMke  IkqlwIktMiiVi 

ä'.'f'.-i-l      ,.!  »   •  -.."    ■     ..;*.;     ;     .      .  \     ,  .w.       ,vi      .1   ■[       ,*i'i}    •>!»"        '■■1:1    (,'•;.■.-■ 

il»*W#rgebM  si«h  nim.die  JPrQpor|Jvnen)f    .  r    .  ;*i  :Mi»   .11  »hiv. 

PC:  m^Pp^^  PP9  ^  Cp^i^Pt 
ierin  ist  folgender:  Saf^^  enthaltea» .        \  .\ 

y,Legt  man  durcb  »die  Seiten  ,ejnea,^r^cks  eine  beliebige 
Transversale :  so  sind  die  ETnlfernungen  dtes  derselben  zugeord- 
leten  Punktes  von  deii.  EodpuD|ct0P .  ipgeiifd  <^iner  Dreiecksseite 
ind  die  Entfernungen  eben  afeses  Punktes  (so  wie  auch  der 
gewählten  Endpunkte)  y^n  dwjenlgen  DurclMciinitten  der  Trans- 
''ersale ,  welche  mit  jenen  Endpunkten  auf  derselben  anstossen- 
len  Dreiecksseite  liegenVV^bÜlta^iigl^icIi,'^'*' 


i  .       ö. ,    . 

'  ;      •;.   .  .       .   ■     .•       .         ■. .     ■.    I»'. 


Aiis/den  vorsteb9n4ßn  Proportionen  ergibt  sictkOMi^leHs^«^: 

Cpi.Ap^,Bp^^:Bpi .  Cp^,  Ap^ . 


'.■!';  .-Hjitt':    •  '  j. 


.  - 1 


.>\l  l-.-  xlH 


Lerin  liegt  nachstelienoer  Satz: 

,»Legt  man  düVch  die  Seiten '  ätoes '  Drei^bkd  eine  beliebige 
transversale:  so  ist  das  Produkt  der  von  den  drei  Winkelpunk- 
aus  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produkte, 
drei  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gl^ch.**  '  >  --"^ 

r->'IM«ter. .Salz  war  nädh  Bpianchod  ««4  iFQO:Cie|0t:ARchon 
«.  Atteo  bekannt  (s«  Plüjcker  »kEqtwlek^Mligeil/^  AÄ- <Ur. 
iiÜST»)  und  soll  sich  zuerst  in  der  »,Spbft.rib^f:  d^M  llt^nie  1^41^11. 

Anmerkung.    Der  vorstehende  Sfitz^igWi^^ch   ju^pigekehrt, 
b.:    Sind  die  Punkte  p^,  p^,  p^  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
»d  ihren  Verlängerungen  so  genommen,   dass 

Cpi  ,Ap2.  Bp^  ==  Bpx .  Cp% .  Ap^ , 

Attflea»  diese  Punkte  ii»gemäef  Linie.  Vergb  Adana-^ahre 

»fi  aVn  TransveTaalanY!  Ss  6.^  iuid'-^Harin.afti«ch0i;¥ext7 

Ulnisse''  S.  88.  ■.        ■!.'•!    .:,-     i... 

'.   ■    \  » 


9. 

Durch  irf^nid  drei  sich  schneidende  Geraden  AB,  AC,  1 
Beien  drei  neue  Geraden  PiPtPsj  ti^tVa'  ''■^■''a  U^'^ogeo,  vtA 
in  Uezug  auf  das  durch  aie  drei  ersteren  gebildete  Dreied^. 
ein  und  demselben  Punkt  P  zugeordnete  Transversalea  sind  v 
sich  in  den  Punkten  /tj,  ht,  k^  schneiden:  alsdann  erhält^ 
im  Ganzen  zwanzig  Kreise,  welche  eich  alle  im  Punkte  P  didf 
setzen,  nämlich: 


ABCP, 

PAp,p> 

PA,,,, 

PAr,T,; 

PBptP, 

PB,,,, 

PBr,r,: 

PCp,pt. 

PC,,,,, 

PCftr,; 

PKp^I, 

Pl;p,f„ 

PKn,, 

P*#,r, 

PKPi;, 

Pi,P,r,; 

PhWi, 

Pli,,.r,. 

«.«.',; 

Von  diesen  sechs  Geraden  sind  also  je 
ordnete  Transversalen  in  Oezug  auf  d; 
gebildete  Dreieck.  Daher  hat  man  du: 
folgende  Proportionen : 


PiP^-PaP»- 
Pi^i-Ii'i  = 


drei  dem  Punktl 
18  durch  die  drei   übrä 
ch  Vermittlung   von  f% 

:r,ra:r8»-3, 

■■Psqi-.qiTt, 


Daher  der  Satz : 

„Zieht  nian  in  einer  Ebene  sechs  sich  schneidend^ 
„so  dass  drei  derselben  zu  einem  and  demselben  Punkt  ^OEeA 
„nete  Transversalen  sind  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  SM 
„gen  gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  derselben  I 
„«enden  Segmenteupaare,  welche  von  den  drei  übrigen  intecct:^ 
„tirt  werden,  verhäftnisegleich . 


10. 

Liegen  ausserdem  irgend  drei  Punkte,  in  welchen  diesa 
Geraden,    au  Paaren  verstunden,    sich  schneiden    (z.  B,  ^piH 
mit   dem   Punkte    P   in    gerader    Linie,    so    ist   noch    — 
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Dies  giebt  «nachstehetideD  Satz: 

,,W&hlt  maD  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  irgend  drei 
.in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  und  legt  durch  dieselben 
pdrei  Transversalen,,  welche  einem  und  deniselben,  mit  jenep 
»dteien  In  der  nämlichen  geraden  Linie  sich  befindenden  Punkte 
»zugeordnet  sind :  so  schneiden  sidh  diese  drei  Transversalen  unter 
»den  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks.'* 


11.- 

Man  bestimme  zu  iraend  zwei  parallelen  Transversalen  V\f^9 
Pi9s  eines  Dreiecks  ABC  :die  zugeordneten  Punkte  P  und  Q,  und 
'erbinde  diese  mit  den  ihnen  entsprechenden  Durciischnittspunk* 
^n  Pi,  P29  Ps  und  9i  5  929  98«  so  wie  mit  den  Ecken  des  Drei 
»cks;  alsdann  ist: 

^ CPpx=z^Cp^i    und  ^  CQqi  =  ^  Cq^qx  ; 
La  aber 


\'.- 


ist 


ben  so  folgt 


nd  auch 


j^CPp^=^CQq^; 


Daher  hat  mau  folgenden  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
parallele  Transversalen,  und  verbindet  die  diesen  zugeordneten 
iÄmkte  mit  den  auf  einer  und  derselbf^n  Dreiecksseite  ihnen 
■gäntsprechenden  Durchschnittspünkten    dieser   Transversalen:    so 

Seli^u  diese.  Verbindungslinien  alle  durch   einen  und  denselben 
Iqnkt,  welcher  auf.  der  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreislinie 
Jegt.« 


12. 

•  ■    . ..         .  *  ■      ■  ■ 

''    Solcher  Punkte  6Aält  man  offenbar  drei,  nSmlicti  A\'1Bf\  C 
Van  verbinde  diese  zu  einem  Dreieck  A*BCf.    1>a  fiim 

Theii  xm  %/k 


IM 


AB=^AB'.  BC—B-C,  AC^AC. 

Die  DreieckR  ABC  und  A'B'C  sind  also  eiuander  conpi 
Beide  Dreiecke  sind  offenbur  anch  aymiatitTiisob  nscni 
Linie  ^/iV.  welche  aut^letch  Durchmesser  des  Kreises  Ul.  Di 
treiben  sieh  auch  die  VerhinduiigsUiiien  -'l'Cii'  B^^  C'^  nl  e' 
und  demsBthen  Punkte  /*".  welcher  dem  Punkte  P,  so  wi« 
VeTbindiingsliiiien^^),  ,  Bip^,  Cp^  in  einem  utid  demselhen  Pw 
Q",  Welcher  dem  P'nukt«  Q  symnietrisch  liegt. 

OBTenbar  ahn,  wen»  mau  non  dem  Dtteieck^  AilfC  tnU  I 
selben  Transversalen  p,p3,  f/103  ausees;aiigeQ  wäre,  wörile  I 
auf  das  Dreitck  ABC  und  die  in  'Bezug  auf  dasselbe  dl« 
Transversalen   zugeordneten  Punkte   P  und  Q  gekommen  sein 

Transversalen  in  derselben  Richtung  mit  ^,^3  führen  alle 
daa^lbe  Dreieck  A'B'C? ;  TransTersaten  in  einer  Mident  F' 
Hing  geben  ein  anderes,  aber  immer  dem  Dreieck  ABC  cot 
sntea  uod  symmetrisGhes  Dreieck. 


13. 

Durch  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  lege  man  die  Tl 
vet8a.\e  DN so,  dass  das  zwischen  zwei  Selten  enthaltene  Sejp 
DU  durch  die  dritte  Seite-  so  getheitt  werde,  dass  DL:LH= 
und  bestimme  den  derselben  zugeordneteu  Punkt  P  und  1 
PA.  PC,  PL.     Nach  g.  0.   ist  alsdaBu: 

AB:DL=PA:PL, 

Cß:LH=PC:PL, 

woraus    in    Verbindung    mit    vorsteh^der    Bedingungs-Prop 
sich  ergibt :  - .  - 

AB.PC:CB.PA=p:q. 

Hierin  liegt  folgender  Satz: 

„Legt  man  dprch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  Tra 
„sale  so,  dass  das  zwischen  zwei  Dreiecbss eitert  interce 
.jSegment  derselben  diirch'  die  dritte  Seite  in  dem 
-iff'?  getheitt  wird ,  so  bildet  der  dieser  Transversale  zugeo 
„Punkt  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  Kreisvierei 
„welchem  die  Produkte  aus  den  gegenüberstehenden  Seiten  | 
„dem  gegebenen  Verhältniss  p-.i}  stehen. 

Für  den  Fall ,  dass  das  Verhültniss  ;>:a=l .  sind  diePi  - 
UHg  deii  gegenüberstehenden  {Scitfia,.^^^  ,\Lffecks  eiiiaiute  -^ 


sn 


) 


s  t 


U: 


'.»':  I    ^^i    I-,.  . 


>ibt  offenbar  unendlich  viele  Transversalen«  welche  durch 
dritte  Seite  4C  Vi  iev^V^UltxaBS  p :  q  getheilt  werden, 
her  auf  dem  iBogen  AC  nur  Einen  Punlct  P  geben  kann, 
:hen  AB.PCi(i!B.P!äX^'r^q  ist,.  Bo  haben  alle  Trans- 
,  welche  durch  dieselbe  dritte  Seite  in  dem  Verhältniss 
heilt  werden,  immer  einen  und  denselben  zugeordikiteB 
md  es  bestimmen  alle  diese  Transversalen  also  auch  nur 

fes  Viereck. —  AehoHoin -^tspricht  allen  durch  die  Seite 
em  Verhältoiss  m:n  getheilten  Transversalen  eiq  und 
zugeordnete  Punkt  Q,  so  wie  den  durch  dSüe  Seite  BC 
Verhältniss  r:s  getheilten  Transversalen  ein  und  derselbe 
Lete  Punkt  R.  Sbnkh  erhalten  wif  im  Ganzen  drei  sol- 
»recke,  nämlich  ABCP.BCAQ,^  CABR.  Für  diese  he- 
Iso  die  folgenden  dtei  Proporti'dnw: 

AB.  PC:  CB.  PA^pi^, 

CB.QA:AC.QB  =  m:n,  "      ' 

AC.RBtÄB,BG'=s:rii) 

chen  sich  durch  Multiplikation  und  Aufhebung  ttier  glei 
leder  nachstehende  Proportion  ergibt: 

PC.RB.Q4 :  P4,  OB  ..BQ:f^r^r :  qns . 

er  hat  man  den  Sst^l 

gt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  .Transver* 
welche  einzeln  (und  zwar  hinsichts  der  intercepttteüden 
»aare  nach  derselben  Ordnung^  in  den  Verhältnissen  2^  •  q» 
*:s  getheilt  werden',  so'bildei^ ' die  drei  diesen  Transversa* 
jegirdnetei^iPu^t«!  t^  d^n  EJcknunkte»  dey  Dreieck«  ein 
ck'im  Kreise,  Tör  welches  dle'Froa^uKte '{^fj^..,g[iöi^ 
Inden  Seiten  in  dem  zusammengesetzten  'Vernälthiisse 
IS  st^en.'' 


i  -1.1 


)i'i\  ii-r, 


den  Fall,  dass  mmzr^r :s=zp  :q  erhält  man 

.  f.  ;'    .  ■ 

PC.RB.QA:PA.QB.RC=vhq\ 

ausserdem  noch  p:f =1,   so  sind  die  Produkte. ^us  ^en 
einden  Seiten  des  Sechsecks  einander  gl^t<^;  ''''  ' 


.  -  -  •  I 


,  .\ 


.,.."» 


' .    • ' 

laem^bcißebigen  Kreisviereek  ABCD  zielie  mm  dfe  bei- 

fopaleni;   und  bestithme  dutcb  Fällung^  dev  PiffpeDiKkel 

IPVhiheltenkten  auf  idie  Seiten  und' Diagonälaaidw»  Vier« 

dieäe»\¥inkelpiuiiEten  in  Beaug  aul'4afr>Ml'4snNil  g^gm» 
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m 

^^^^       iiberatehenile    Drei 
f                  Traiisversaleii,    nän 
1                   dann  ist  nach  ^.  &. 

eck   itach    dem   rechten  Winkel  "xug9 

,.„,,;CJ=Oft:ÖC, 

jitPe:BD=Cpe:CD; 

^^^1 

CA:Cp,  =  BD:Dp,; 

PiP.=Prf'(i- 

1) 

^^H               tVmer  hat  mai 

pip^.BD^Cp,  CB. 
j,,p,:AC=Bp,:BC; 

' 

^H      Torglich 

BD  Bp,=  AC.Op,. 

P>P,=VrPf 

2) 

^^H               Ebenso 

e,p,:AC=Bp,:BA, 
P„Pfi.DB=Ap,.,:AB: 
AC.Ap,t=I>B:Bp,i 

^^B      daher 

' 

PrPi^PioPii- 

3)        ' 

^H                Aus    der  Verb 
^H       sende  Gleichheiten 

nduDg   von   I),  2J,  3]  ergebe 

sich  n 
I.          I 

^^1                                        Pip3=PiP«=PrP9=Pn^iir 
^^H       ebenso  findet  man: 

^^H                                       PiPt  =  PiP6=P7Pa~PnPiii 

II. 

^^H       und  endlich  auch: 

> 

^^B                                     PaPs  =  PiPs  =  PsP, = Pt  oPi  1  ■ 

lU. 

^^^K            Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

^^^H           „Wenn  man   in    einem    Kreisviereck  die    beiden   DiafA 
^^m    „Kieht  und  zu  jedem  Winkelpunlite   in   Bezug  auf  das  ji« 
^^^H    „gegenüberstehende   Dreieck    die  nach   dem    rechten  WrolM 
^^^B   „geordnete  Traoevergale    conslruirt:     eo   sind    sowohl    dieifl 

J 
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'ransTeraaleiiy;  welche  zivisichen  je  zwei  aDstossendentH'ficfr^cks- 
^ilen  liegea»  unfer  «»ch  gleich,  -aJs  anch  jedesmal  dleMiiiseB 
llDv.Segm^^e  derselben»  welche  zwischen  de»  Diagonalen iwid 
s  zwei  ^egfenüberatdMaden  Seiten  des  Vierecks  enthalteni  sind^'' 


16. 


I 


Durchschneiden  sich  zwei  deiche  Sehnen  innerhalb  oder 
sserhalb  des  Kreises,  so  sind  bekanntlich  die  Sesmente  der 
Ben  Sehne  den  Segmenten  der  andern  beziehlich  gleich.  Solche 
eiche  Sehnen  ^as  Kfeiiyes' sind  aheir  die  Transversafeh  j^iPs 
iä  PrP9  9  V^Vp  ^^  PtoPi2'  ^  Wenn,  ^wir  nun  den  Diii;chschiiitts- 
inkt  von  Pi^s  tLhd  pfp^  mii  (>i ',  defn 'Durchschnittspunkt  von 
p^  nnd  P10P12  niit  O9  bezeichnen,  S9  ist  daher: 

Oa^4=^OaPio.  Orf*»=daP,j,  OaPi=iiOa^i^.'  '" 

idem  wir  hier  in  jedcir  R^ihe  maltiplicireft,|ereiht-siph: 


:;(■.>, 


emnä^h' ist  «bwoU  O^  als  O2  der  DhDrc!hi^hhlft^fithf&t'^  Pb< 
nzlinien  der  Kreise  ilfi  und  itf^,  So  Wie  der  Kreise  Mi^Sihä  Mr^\ 
iide  Punkte  sind  also  nur  Einer,  den  wir  in  der  Figur  mit  O 
»zeichnet  haben. 

'  Hierin  liegt  der  Satz: 

„Wenn  man  in  einem  Kreisviereck,  in  welchem  die  Diago- 
nalen gezogen  sind ,  zu  jedem  Winkelpunkt  in  Bezug  auf  das 
gegenüberliegende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  zuge- 
ordneten Transversalen  construirt:  so  durchschneiden  sich  diese 
rier  Transversalen  in  einem  a1fff"ld&lüiselben  Punkte." 


17. 

Gleiche  iSehnen  derselben  Kreise  sind  auch  noch: 

iP»  «nd  PsPt»  P2P8  undpioPu»  P4Pb^^^P%P9>  PtPa  ^t^^PhPi^ 
emnacb  hat  man  ferner: 

Opa=  Opt^=:Ops=  Opn  l 
Opz = Op4=  Op^=  Opio . 
Dies  giebt  nachstehenden  Satz: 
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„Faßt  man  aus  den  Winkelpurdcfen  ^m  Kreis  Vierecks,  in 
,,welchDin  die  Dia^imlen  gezoj^n  ^ind,  auf  dief^eiton  desjedt«- 
„Wal  gegenüberliegenden  Dreiecks  die  drei  Perpendikel;  so  li»- 
„gen  die  zwSlf  Fusspuakte ,  zu  vier  ausammen  geordnet,  auf  dea 
„Peripherien  dreier  conceiitrischer  Kreise,  deren  IVlittelpunkl  d«r 
„gemeinschaniiche  Durchschnitt  der  vierTransrersaleii  ist,  nelcbe 
„durch  je  drei  entsprechende  Fosspunktc  gelegt  sind." 


**,,     ÄtiB'd^i  votbergeb enden  Gleiclmiigen  erhält  man  auch: 

Op,.Oj>3  =  OptoOpiz; 

mithin  ist  O  der  gemeinschaftliche  Durch  sc  hnitt<ipunkt  der  Poteni 
linien  der  Kreise  Mi  und  M^;  M3  und  jtf«;  Sl^  und  M^, 

Daher  der  Satz: 

„Beschreibt  man  in  einem  Kreisviereck  {iber  je  zwei  s 
„Gberslehende  Seiten  und  über  die  beiden  Diagonalen  als  I 
„messer  Kreise:  so  schneiden  sich  die  Potenzlinien  dieser  drt: 
„Kreisepaare  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  DurcbschDÜt» 
,,punkt  der  vier  Transversalen,  welche  den  einzelnen  Wintfl' 
, .punkten  in  Bezug  auf  das  jedesmal  gegenüberatehende  Orei^': 
„nacb  dem  recfat«i  Winkel  zugeordnet  sind." 


li  gegen- 
»  Dutcli- 


,iJ   1 
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■V.    ' 

•             %            .  •■                                  ■         1 

«■*•                                         r»                   ■*. 

..   ■  ■■■.  -.Y 

\  ■ .       ■  .  '  ■ , 

* 

•                             ■     ■       •       , 

...:.^,.,.  X3 

OL7FI4 

Siit;wiielL|äiiiiiS\fler  CUM^luifrNdcrX« 
:odrOipe  auf  dem  dnich  DrelMingr  tl4 
*mRift1ijel  um  ptare  äussere  Aaiij^  ,«iitst4 

Von  dem  «*■;:        ■.-.  -j.;:.    ••:> 

Herni  Dr.  >r.  R.  Boy  man, 

(vymniiiiiäUnirer  zu  Coblenai. 

v'i        ^     '  .  .,■       ■     ■'  ^'    ' 


:  M'.  .  .    M 


':    i  i'*  .''•]'••'    . '•'•;!  ■ 


Lässt  mau  die  Parli|li<4  um  ttire  äussere  Axe,  die.Axe  der  Z, 
ch  dreheW^Wi  fertfält  man  ein  fitotationspäräboliiid/wilches  dar- 
38teUt  ist  durch  folgende  Gleichung: 


m  • 


•n.!  '  IV      '  .  :■,.;■        .      .-       .   ,  '        .  •  •:     '.'\      .  ..I.:. 


^My*=^'         •    •  •     •        ^^ 


US  dieser  Oteicbung  ergibt  sich  idurcb  Differ^tiäaiion : 


'.1 


:  t 


id  daher  ist: 

dz  _  p^x       db  p^ 

^erden  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Loxodro- 
cn,  welche  ist: 
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s 

substituirt^  so  erhält  man  die  Gleichung: 
oder  mit  geringer  Veränderung: 

Hiksit  Gletc^g  gebt  duricli  Ausscbddung^^es'^gto^l^^ 
Faktor»  /ii+sSgÖ^y  und'  mit  ftifcksicht'lrirf''bi(ÄichuDg  1) 
in  die  nachstehende  über: 

welche  folgendermassen  sich  darstellen  lässt: 

Substituirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  aus  Gleidiaf 
2)  den  Werth  in  z,    und  dividirt  Behufs  der  Integration  auf  k» 

den  Seiten  beziehlich  durch  x^-{'y'^^=:—^»  so  erhält  man: 

und  för  die  Gleichungen  in  o;  und  z ;  40  ivie  in  y  und  z,  indei 
man  a''+y*=i)*=con8t.  setzt: 

7«' 


1 


«)  H.  1.  Archiv  Thcil  VU.  S.  337. 


n  ist  aber: 

her  erhält  man^  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Curve 
^  bestimmende  Gonst.  =  tang  y .  (2 log JS — A)  setzt,  die  End- 
»chuns:  ^    ,„.   . ,.   .    , 

X 


Are  tang— 


F   •'.-.»      .  -t  A  .  %' 


Wüt'il  .  ■-.5 '■»'.''^:/:.  .-.1       •J.'-^'ii ':»..;:!••   ,         ■•■•  -.   i.-y 


>    Gleichung  ^  (^9% ;:  :)K«i^flä«h^)r  ^ef^f  >  Ba^onsparaboloids, 
$lche  in  Verbifidüng  mit  'der  "Gfeichung  des  RofStionsparaboloids 
die  Paraboloidiscne  Loxodjroine  bestimmt;  ebenso: 


Are  Sin  — 
=tangy .  [(PÜ^^df  _  2  ,og  ?!±^^'-] . 

Are  COS  — 

V 


:;-■.  'JU'  .    i"??.;  /^..   •    ■>,     i?;    ;r.5-.^!'    ■:       .••'.!  ::i:'.  ?•;  .■.•..«ff"  •"    '•■Hf.,;,!?    it-»>-- 


1     .;.'■* 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
ir  Abkürzung'vdvn  AHl(drflcViA\4ev^Kla]Mkr^iiiit  /\  bezeich* 
it,  also: 

art=ytahg(tangy.P,),  .^  ^,j„,^ 

o:  ==  t?  sin  (tang  y . P^) , 

3fl*i|)^cos(ti|Wjg^.|%;X-: 


7  r 


vm 


-ImH   "II.    .I»h»  (»,—»■. 

XXX  VII. 

ITeber  parallele  Transversalen  im 
Dreieck,  welche  Ton  den  Dreiecks- 
selten  nach  demselben  VerUältniss 
Keschnltten  werden. 

Von    dilti 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boymani 

GyninwiiBll^hrer   BuCoblefVi 
I  K^Jf^O!  ■-      .,...=:  -    .^:äl'-0  I    _ 


.,  -■]'.   ■' 

Durch  die  ^iten  eines  Dreiecks  ABC  leee  nun  drei  unter 
«ich  [laratlele  Tttosversalen,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganrt 
Transversale,  ein  grüeeerer  und  ein  kJeitierer  Abschnitt  liegt  \lti 
die  «wischen  den  Dteiecksseiten  enthaltened  Segmente  in  de» 
selben  VerhSItniss  stehen,  so  dass  also  mit  Bezug  auf  Taft  Vu. 

EJ:JK=BhiLD=GO:OF=m.n. 

dßm   man  in-f-n^=f  setzt,  folgende  pIDpa^. 


[AF:  AH— FG.—  DU. 


S9V 

I  •  ^  •     ■  1 1 

•■;■.'•»'•'•{•     ■    «1* « ■ '       ^  ;  •  j '      ■  ■■  ■  ■         ■ '  ••'II, 


s    *  ■  ■■  •■  I 

jT  .'.■.....    V   ; .         . .     .'  t/i 


s  s 


^»  ;•.  /. 


•  *.• 


n    •■  •■"  ■■•■" 


f* 


I 


( 


^Eiep^ßffi/jPff; 


.!•        -i-.;  i.I^  ■;■•."■.■•  ■•;l«"     i         ;•.."/*'.     :  ,  .  ,■       ■•  ..-:■%.  x 


«        • .  f 


4G;M=FG:-EK, 

I  '   I ; 9     - 


I : 


• ...  I 


).  .    * 


CD:CO=i^DH:-FG. 


.! 


lUS  diesen .  vier  Gnippen   von   ProportioDen   folgen 

..,■■>  f  ■     *i*L  Uiij^    u;*.'  ..*^  Lfc*.w   Ü.J».-»     :     '   ■-   '.»-• 


nächste- 


. * 

1  -  ■ 


i).  •  ;     '-^  '^■■^'*'^*'-]^^;fXip-^'^ 


•   .r.i;;:>-n-j»4i4Mk- ;  ^       :  >     ■-    •:!    -" 


•  I  1 

velchen'sich  ergibt:  '  -^^       * 

-      ■^    ;  T  4    ,         •     .    .     .  \f  4   »    .  .    .       ■.  V   .  l 

AF.BE.CL^jm-BO.CKs^AJ^fhfOG; 
AL.BF.CE  =  ÄGJBJ.CD=tAMJ^,ßO.:.   „j 

loÄ  |[iesteHeii .  aber   feiver.  jn  Bezug  auf  die  Tr^u^w^rtolen 
jPJST,  jPJB:  nack  deK^S^t^e,3e,s.^]Ml^|ißlftaft  4ieCil^i€tmg^; 

■;i.C  !'.   -       (AFJiOiAXrtmiAGjBFi&i,   ■■■■  •■:i.;-.-.. 

;^-',;  '    \Aff:Bfi':ttsa}ä,.ßerm,         ■'■>■^^^■■■ 

{dJ.BE.CKtsAkJSJ.CEi 


:  •):)    .. '.  • 


»         I 

a  ■  l 


■i       /.'■'■.  .   .  '!? 


18  durch  Multiplikation  sich  ergibt: 


«.• 
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rj      iAF.BE.CL)  \        (      iAh.BF.CE) 
»)  XIAH.BO.CK)     =   ><  (AK.BU.CO) 

[  X(AJ. BD. CG)  I        {xlAa.BJ.CD). 
dulil 
man 
io: 


Da  nun  in  dieser  Gleichune  die  in  Kliimmern  gestellten  Pr« 
dultte  auf  derselben  Seite  nacB  6)  un<4  7)  einander  gleich  sini!, 
80  sind  dicee  sechs  Produkte  alle  einander  gleich,  su  aus 
man   hat: 


lAF.BE.CL=AL.BF.CE=L 

10)  \ah.bo.ck=ak.bh.co= 

\AJ.BO.CG=4(f-BJ^m>.  .\' 

Man  hat  also  den  Satz:  i 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eioea  Ur^leCks  drei  parallelt 
„Transversalen,  welche  von  den  Dreieckes  ei  ten  in  ilemselben  Vec- 
iJiältiiiss  getheilt  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel  etDeganni 
„Transrersale ,  einen  grüsseren  und  einen  kleineren  AbschniEl 
„enthält:  so  liegen  von  den  neun  DurchschlilttsDunkten  drei  Mal 
„drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindungslinien  dersol- 
„ben  drei  neue  Transversakp ,  für  welche  die  Produkte  ans  den 
„drei  abwechselnden  Segmenten  der  Dreiecksseiten  alle  einand« 
„gleich  sind."  ,u 

,>•*      :ttii 


Die  erhaltenen  Transversalen '£2^,  GJ,  KO  bilden  ßjttetM 
ein  neues  Dreieck  MNS,  von  dessen  Seiten  die  iiarallelen  Trai* 
vergalen  in  demselben  Verhältniss  und  auf  dieselbe  Weise,  "■< 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  geschnitten  werden.     Daher 

äilt  für  dieses  Dreieck  diuselhc,  «ä8  fut  das  Dreieck  ./ISC  gilt. 
ass  nämlich  die  Protjukte  aus  den  abivecbsdiiden  Se^enleo, 
in  welche  die  Seiten  desselbe'n  durch  dfe  Seiten  des  Dreiecb 
^ßC  gelheilt  werden,   etuander  gleich  siiid,  so  dass  sich  e^bt: 

iMD.NE.SO=]UE.NO.SD~         .. 
11)  IJ^F.NH.SJ  =  MJ  .NF  .SH= 

{Mt.J^K.SG=:MG.NL.SK.      '         ' 

Demnach  hat  man  folgenden  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  paralleli 
„Transversalen,  welche  von  den  Driüeck^scitcn  in  demsell«* 
„Verhältniss  gelbeilt  werden,  indem  zugleich  in  jedem  WiaH 
„eine  ganze  Trans  verbale,  ein  griisserer  und  ein  kleinerer  dt»- 
„schnitt  liegt:  so  bilden  die  Verbindungslinie^  der  drei  Mal  drei 
„in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  ein  zweites  Dreieck ,  weicbet 
„mit  dem  erstem  die  Bezieliung  hat,  dass  die  Produkte  aus  den 
„abwechselnden  Segincnlen,  vvelche  auf  den  Seilen  des  einen 
„durch Jede  Seite  des  anUerii  gebildet  werden,  in  jedem  Dreiecke 
„einander  gleich  sind."  ,      i 
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•    «  ■   • 


.}         : 


■      L   I 


3. 


*  I 


Ss  bestehen  aach  folgende' Prp{H>rti.oneo 


12) 


AH;4f  =T^ß'^^. 

<  ■*  * 

BF:BJ=syFG:!!^JK, 

m  -  -  ■  ■ 

BJ.BHiir^EK.DH; 

"         S 


r: 


•»^ 


13) 


"  ÄE :  BD  =  -EK.BH, 
BE:BÖ=-EK:-FGi 
|BOrJJDÜ^rc?:öff?     = 

,.:--\cij(^CEJ^miK^ 


ch: 


CD:CO.=iDff^^FG 

'c6VC]^  =  -FG:k'K:;''  ' 


.       ■       ■     .  4t.    . 

■  .-■  .    ;     .■>...    L  .  '.^  •  . 


J.'tr.  . 


..    .1..  •     •       i:  '        , 

■    ^^^         .       '       *        .     » .  .   t    .      .    '*  i    .    .    . 

.  '       •  ■         •    •  ♦.      i 

'    /• \    » 


■  I       ; 


Vi- 


1.     --—rf.   t     ii    ■• 


i . 


\'  V«-\.\:/\.i 


Kt 


,CG.CK=jFG:EK. 
l  CG ;  Ci  =  S  FC  :  j  OÄ. 

\cL    CK  =  - DU-.EK: 

]  s 

IJK.AG^jEK  FG. 
AK.AL—EK:  Ej)a, 
AL:AG"^"DB:Fe:  I 
Alts  diesen  Gruppen  ergibt  sich  durch  Multipiication : 

lAIP.BF.BJ.Bir'.AF.AJ^nt'.f, 

15)  \BF'.AH.AJ:.1f.BH.BJ=n':s', 
\BJ^.AF.AIT:AJ^.BF.BfI=m':n'; 

iBE^.CD.Cö:  CE^.BD.BO=m':$^ 

16)  )cD'.BE.BO:BIi'.CE.CO=n':i; 
{cO'.BD^E:B0'.CD.CE=iit':n': 

iCC.AK.AL:AC.CK.CL  =  m':i', 

17)  lA]P.CC.CL:CK'.AG.AL=ni:,', 
'aL'.CG.CK:  CL',AG.AK=m':  „'. 


MuItipMcirt  E 
.  Glied  beziehlicli 


n  jetzt  in  diesen  Nummern  die  dritten  F 
•r  und   ausserdem    noch  das  erste  und  i 


AL.BJ.COxAJ.BO.CL 
-AJ.BO.Ct,xAL.BJ.CO. 


(AL'.BJ'.CO'jX'.     (AJ'.BO'.CL')x\ 
(AF.BO.CG)  x(    (JG.Sr.  CO)  5</^ 
{AH.BD.CL)  XI'  (AL.ßff.CD)  x\ 
iAJ.BE.CE)        }     (AK.BJ.CE)       ) 

^der  mit  Rüclcsicht  auf  Nro.  8); 

AL'.BJ'.CO':AJ'BO'.CL'=m':n>, 


9«» 

der   endlich ;  .      >  '  .   -. 

18)  AL.&J:C0:  AJ.BO.CL^m^:  n» . 

Wir  unterlassea  ea,  die  vtofsteliendei»  merftwiirdigen  Aus- 
rucke alle  in  Wort^a.  wiQ^orz^gtbeny  und  bcselirlivken  uns  auf 
en  letzten. 


In  4ißinseKreu  Ite^  der  Satz': 

:  f  i         ■  '  ■  J  ■  :     .    .  I  .         . '  J  .... 


il  ..  • 

yyLegt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  petallele 
.l^ai)99Qi:«^enj,  welche.  y,om  ^wJkei^nXsA&^ierk  in:  dwuselbeu  Ver- 
hältniss  (m:n)  geschnitten  werden  ^  indem  zugleich- jeder  Winkel 
eine  ganze  Transversale,  einen  grossem  und  einen  kleinern  Ab- 
schnitt enthält:  sa  wefdco  die  Drelectes^ten  durch  die  drei 
.nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Durchschnittspunkte  so  getheiit, 
»dass  die  Produkte  aus  den  drei  abwecfaselndeii  Segmenten  der- 
selben sich  verhalten  j  wie  die  Kuben  der  in  gehöriger  Ordnung 
gewählten  Verhältniss^liedeV' 


4.     V 

Nehmen  wir  (Taf.  Vfl.  Pig.'S.)  den  speziellen  Fall,  dass  die 
arailelen  Transversalen  einzeln  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
albirt  werden,  dass  also  m=.n.  Alsdann  kann  man'  zunächst 
ie  dritten  Proportionen  dcir  ^tummera  15),  16),  17)  also  au£sleilen, 
ie  folgt: 

fÄF.AHiBF.ibH=iAJ^.BJ^, 
19)  \BD.BR7€D,CE^BCßxC(»y 

In  diesea  Ptoportionen  spri'cht  sicfti  folgender  Satt  aiis: 


I  • 


*  I 


,'^'Legt  mäa  ddf^b  diie  Selten  eiiies  Dreiecks  drei '  |ilaralfe{e 
mtrsretsalen,  weiche  eFozelta:  durcft  die  DreieidbBseiten.  balMrt 
werden!:*  so  blldeAr. auf  jeder  Seite  di^'  dtjei  Dtirthselinittspiinkf» 
nlt^deft'beliden  Ecken  eiae'Involu'tforTif^von  fünf  Pvnkterji-, 
and  ^är 'Ist  jedesmal  def  DurchschnÜtsiHinkt,  id  Welebera  ei^ 
Transversale  halbirt  ist,   ein  doppelter  Punkt. 


5. 


Aus  den  hefdeh    ersten^  Proportiibqeir'^di^h-'Nütnm^' 15), 

^  19>  erhalten  wit  uiiter  dersdDefy/ybrauae^tani^ -folgendi^ 
bmgen:        '•"  *  -.-;<:■    ,^  -.,.  ,i  •.....*■  ,-...j  -..,1 


:  i     '.  .   .  .   i      ■  *  1  •  f  - . 


BtP.AP\AJ'~%AmiBF:BHV       '■-■    ■'■''   '•  ■■•"'■■' 


.  "J    i  tl    i5lii:«:Vi.SO 


21) 
22) 


SM 


KCE^.BD.BO^iiBE^.CD.CO, 
tsm .  CE .  CO  =  SCD^ßEMO; 


j^G».  CK.  CL=HC<P.JK.AL. 
ICK'.AG.AL^HAK^.CG.CL. 


Diese  Glerchmigen  enthatten  eine  merkwürdige  Bezieta 
Iiinsii'hts  der  DistanzeD  zn-ischen  fünf  in  Involution  stehenl 
Punkten. . 

Ferner  erhalten  wir  unter  obiger  Voran aseUung  aus  Nr.^ 
die  Gleichung: 

23)  AL.BJ.CO  =  AJ.BO.CL. 

Auch  ist  in  diesem  Falle:  . 

2AL:AK=Dki^Elt.'   '^' 
BJ:BH~Ek.DU, 
,il,  ....',  CO!:CO=:iC0-(\9!i  .,    ■ 

woraus  durch  Multiplikation  :         -L'!',.]     ^,,| 

24)  2AL.BJ.CO=Aji.lBaiV0i' 

Aus  23)  und  24)  ergibt  sich  nun  der  Satr. : 

„Legt  man   durch    die  Seiten    eines  Dreiecks    drei    paral 
„Transversalen,    welche  ein^^eln  durch  die  Ureiecksseiteii  1;  ' 
„werden:  so  liegen  vonden  neun  Durcbschnittspunkten  vier 
„drei  in  gerader  Linie,    und  geben   die  VerbinduagsliDieii  dM 
„ben  vier  neue  Transversalen  vim  der  Eigenschaft,  dass  da« 
„dulct  aus  den  abwechselnden  Segmenten,    vi'elche  vgn  der  d 
„die  Halbiruiigsnuiikte  gehenden  Transversale  auf  den   Seit 
„Dreiecks   gebirdet  werden,    gleich  ist  dem  halben  ProduL_ 
„den   abwechselnden  Segmenten ,    welche  aul'  den  Dreieckss« 
„durch  eine  der  drei  iibriijen  Transversalen  bestimmt  werden."^ 


Diese  drei  letztern  Transversalen  bilden,   wie  schon  t 
ein   neues   Dreieck  AJNS,    und  da  auch  durch  dessen  Seiten! 

Earallelen  ursprünglichen  Transversalen  lialbirt  werden,  i 
ir  das  Dreieck  MNS  dasselbe,  was  von  dem  Dreieck \^ 
sagt  ist.  Jene  drei  Transversalen  sind  daher  in  den  1 
schnitten  mit  sich  und  den  Seiten  des  ursprünglichen  l 
ebenfalls  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  „—  , 
Da  demnach  sowohl  die  Pimkte  J,  A,  //,  F,  B,  als  auch  * 
Paukte   J,   M,  Z>,  G,   S  eine  VwsÄ'Ato«  ViMen  und  DH^f' 


[ 


.  .  »ist  auch  AMitni/#FG#BS,  ui 
rränsversale  JO,  welche  durch  die  Hulhir 
elen   ursprün glichen  Tratimersalen  geht. 


fc,  O,  V  nach  einer  In 


id  daher  ebe&l'alls  die 
incspuiikte  der  paral- 
'       Punkten  J.   " 


olution  von  fünf  Punkten  getheilt. 


^!   Noch  ist  zu  bemerken, 
bei  entsprechenden  ^Seiten 

■^  der  Transversale  JO,  also  in  gerader  Linie  liegen;  heide 
KBiecke  siud  ibl^'lich  cullinear,  und  die  Transversale  JO  ist 
bre  Collineations- Achse.  Die  Verbindunffslinien  ihrer  enlspre- 
jrhenden  Ecken  AHI,  CN,  BS  schneiden  sieb  demnach  in  einem 
jnd  demselben  Punkte,  dem  Ci^llineations-Centrum.  Da  die- 
ser Punkt  aber  hier  in  unendlicher  Entfernung  hegt,  so  stehen 
beide  Dreiecke  zu  einander  in  derjenigen  besondern  Beziehung, 
■velche  Mühius,  nach  dem  Vorgänge  von  Euler,  in  seinem  treff- 
lichen Barycentrlschen  Calcül  V  erwandtschaft  der  Affinität 
■CDaimt  bat. 


XXXVMI. 


Teber  die  Tlieilung  eines  ebenen 
Dreiecks  Uiircli  zwei  sich  innerbalb 
lessclben  sclincidcnde  gerade  Iiinlen 
in  vier  gleictae  Fläcbenstncke. 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

GjiDDaiiallelirer  zu  Casset. 


1)1  dcrSammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Adams 
Winterthur  1841))  findet  sich  unter  Mr. 87.  auch  die:  „ein  Ureieck 
.urch  zwei  auf  einander  senkrechte  Geraden  in  vier  gleiche  Theile 
«  theilen."  Um  eine  Gleichung  des  achten  Grades  zu  umgehea, 
$ggfit%.  sich  Herr  Adams  Seite  308.  seines  Buches  berechtigt. 
KM  Oleichungen,    die    in  Beziehung   auf  dieselben  L'nbekannteu 


t 


VOM  iin^en  Grade  sind,  als  ideDtiach  la  betracbt^,  ulid  ^aogt 
durch  diese  offen)>are  Uebereiluni;  tu  augeDBcbcinlich  falscbeti 
Resirltaten.  Sowohl  dieser  Unistand,  als  der  interessante  Gegeu 
ataud  der  Aufgalie  un  sich ,  hat  mich  veranlasst ,  dieselbe  von 
neuem  zu  lieiiandeln.  Weil  indessen  die  wichtigsten  meiner  Fot 
mein  dnruh  die  Bedint;ung  des  rechtwinkeligen  Durchscbnillc « 
nicht  anlTallend  vereinfacht  werden,  eo  habe  ich  die  Anf^abe  all- 
gemeitiDi-  gestellt.  Üb  die  Art,  wie  ich  dieselbe  durch  Näbcrun: 
auniieend  die  tileichuti^  des  achten  Grades  renneide,  den  Beifall 
der  Leser  dieseH  Archivs  und  insbesondere  des  Herrn  Adai 
gewinnen  werde,  muse  ich  erwarten. 

IMe  beiden  Dnrchschnittslinien  unseres  Drüedcs  endigeD 
vier  Punliteti  des  Unifun^s.  Wenigstens  einer  seiner  Seiten,  wou 
wir  unsere  Grundlinie  CB  (Taf.  V.  Fig.  3.)  bestimmen  wolleo, 
itebOren  mithin  zwei  dieser  Endpunkte  an.  Bezeichnen  wir  C& 
mit  a.  CE  mit  x,  BG  mit  y,  EG  mit  i,  W.  CEO  mit  f, 
W.  ÄGFmit  i>,  den  Durch  seh  nittsw  in  kel  EUG  mit  m,  den  FISchen- 
inhalt  des  Dreiecics  ABC  mit  A ;  so  erbalten  wir  den  Fo^de^I^ 
gen  unserer  Aufgabe  und  einer  bekannten  trigono metrischen  For 
mel  gemäss  die  Gleichungen : 


4 s! ■ 

cotÄ+cotifJ 


PI  ■<- 


[4]     ^  = 


■colC+  cotgj' 
2i» 


Aus  den  Verbindungen  van  [J]  und  [21,  sowie  von  [1]  und  ff^  tt 
folgt: 

l:      (5]    cot^  =  ??!^tf£^_,„(c=^-cntC; 

[6]    cot4>=^^^^^i^+5^_eotfl=^V.otfi= 

endlich    aus   der    Verbindung  von  [11   und  [4],     wenn    man  flÄ  • 
cotgi  und  cotv  die  Werthe  iu  [9]  und  [6]  substitoirt  imA  weit^  || 

[7]      4i''=2j;a  +  2ya— o«, 

eine  wegen  ihrer   Unabhängigkeit   von    allen   Winkeln  bea 
merkwürdige  Formel. 


Da  nach  der  Trigonometrie 


1  —  cot^p .  eotifr 

eolqs  +  coti^  ' 


—  (cutqj  +  coti^)  cot  w  i=  uotqj .  cot^ : 


S87 

reibt  Bich  durch  Substitutionen  aue  [5]  und  [6J  in  diese  letzte 
:nuiig,  so  wie  dnrcli  Mnltipticatwn  dersetbeu  mit  i^: 

[83     Ä*—1ÄicoXa={x^—AiMtC)(j/^~AcoiB). 


[ist    man   nun  die  beidi 
!  auf,  so  erhält  man  oai 


Gleicliui 


[71  und  [8]  nach  a;«  und 
Lnlachnngen  die  Formeln; 


igen  V 

[9]  aTa^i^+HcotCi^V^i^  +  'i^Aotö-^'. 
'.  [10]  S*e=i'  +  ^cotÄT2Vi*  +  2.di'^cote>— ^»; 
Folge  welcher  man  nun  auch  statt  [5]  und  [6]  setzen  kann: 


[llj     cotgi  ■■ 


tl2]     cotV'  = 


2i*cot(0 


I. 


TYx^  +  =^ 


--1 


Es  ist  einlenchtend,  dass  darch  die  Fonnelti 
und  [1?]  unsere  Aufj-abe  Tollstimdig  gelöst  5_ 
io  diesen  Formeln  vorkommende  GrGsse  i  ermittelt  wäre.  Dieses 
Ut  nun  aber,  leider,  nicht  der  Fall,  und  würde  eben,  wenn  mau 
die  bereits  gewonnenen  Gleichungen  mit  der  aus  der  Figur  sich 
f^icbt  ergebenden  FundameDtalgleichung 

[13]      ==i  +  sr-« 

Ikrhinden  wollte)  zu  einer  Gleichung  des  achten  firades  für  s 
ihren.  Zum  Oliiclt  ist  jedoch  der  Werth  von  i  in  sehr  enge 
Irenzeii  eingeschlosaen ;    es    lallt  nämlich ,    wie  sogleich  gezeigt 


4U^ 


'erden  wird,    i  stets  Ewischer 

I,  den  Fotmeln  vorkommt,  zwischen  ^-a'  und  s-a^j  oder  Ktvi&cben 

a  a^  und  lic  ß'-     Man  kann  daher  ohne  einen  bedeutenden  Fehler 
D       ,         •ID 

fsmethode  durch  Nä- 
orraeln  [9]  und  [10] 


17  . 


i'  setzen,  hiernach  die  Wertlie  von  x  und  y  be- 
jchnen,  und  sich  dann  durch  die  Formel  [13]  einen  genaueren 
Ve/th  Von  I  verachafFen.  Dieses  Verfahren,  nach  Umstantlen 
|Qhrn|H!s  wiederholt,  wird  ohne  Zweifel  die  Wertbe  für  alle  hier 
I  Betracht  kommenden  Grössen  mit  jedem  nur  irgend  gewfinscb- 
JD  Grude  von  Genauigkeit  liefern. 

Um  nun  das  eben  Ober  die  Grenzen  von  :  Gesagte  zu  erhiir- 

m,    lösen  wir  die  Gleichungen  [7]   und  [13]   nach  x  und  y  auf, 

todurch  wir,  wenn  wir  noch  fe^t^etzen,  dass  x  nicht  kleiner  als 

Bein  solle,    was  ohne  der   Allgemeinheit   Eintrag    zu  thun  ge 

chehen  kann,  erhalten; 


üer  \Viir:ielausiIruck  in  [14]  wird  nun  aber  Hit  alle  Wwth»  Ton 
:,  >velclic  kleiner  als  ^u  äind,una^när;  s  n  ist  also  A\a,  eiM 
Grenae  für  :.  Wächst  es  von  da  an,  so  wächst  fU]  zufolge  auch 
j;;  dieses  aher  kann  nie  tcritsser  werden  als  a.  Man  wird  daher 
den  griissten  Werth  vnn  /  erbalteu,   wenn  man  die  Uleichung 


=  ^rf  .ja  +  .jV3:»-2(K       - 


Y|. 


t  aullüat.     Thut  man  dieses,   eo  erhalt  man  t  =  \  5-.o,wel- 
ulier  Ausdruck  mithiu  die  andere  Grenze  für  z  ist. 

Aus  den  von  mir  biugcstelltea  allgemeinen  Fotiöetn,  deren 
mebrere  ;ioch  !  nte  res  sali  ter  Umwandlungen  fällig  sind,  wie  i.  B. 
fS],  '.wenn  man  gtatt  des  Flächeninhalts  und  der  Winkel  B  ond 
V  die  Hübe  des  Dreiecks  und  die  beiden  Abschnitte  d»r  Grund- 
l^ie,  wed^he  dieseihe  bildet,  einführt,  lassen  siijh  obne  Schwie- 
rigkeit speciellere  1&  besondere  Arten  ven  Dreiecken ,  so  wie 
liir  besondere  Durt?hschnitts"i[ikel .  namentüuli  einen  rechten,  ab- 
leiten. Solche  Uebuiigen  sind  stets  sehr  $;enusNreich.  Ich  be- 
gnüge mich  hier  damit,  nur  noch  z»ei  Re(?ultate  derselhen  anzu- 
rühren. Erstens:  ist  das  vorgelegte  Dreieck  gleichseifig  und  o 
ein  Rechter,  so  lässt  sich  für  :  eine  Gleichung  des  vierten  Gra- 
wes, nämlich 


4i«— I6uia  +  4a»i»-f8a»i-3a*=0     .!,■,, 


aufttellen.     Von    den    Wul 


dieser   Gleichung  ' 


brauchbar. 


C^J:  Y  ,y)o  ist  aber  nur  die  eine  i^-J-  V  S 

Zweitens:  nimmt  mau  deä  DurchschniUsirmkisl  medet  als  Tecbtn 

2  5 

an  und  setzt  i  =  :ra,  «odurch  sich  ^=1/=^-«  beBtimmt;  sob- 

det  man    den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  an  keine   andere  Bedin- 
gung geknüpft ,  als  doss  der  Absland  seiner  Spitze  von  der  Blitlc 

der  Grandlinie  =än  sei.   Die  Darchschnittslinien  theileo  h'iecbfi 

beide  Schenkel  des  Dreiecks  in  dem  ,Verhältnis8  von  3  m  3. 


m 


direktes    l^erfabren    znm    Rational- 
macben  der  C^leichun^en. 

Von 

Herrn  H.    Scheffler,  .,j 

nductcur  bei  den  Herzoglich  Bniunarhweigischeii  Eiienlialinei^./' 


nl.Heriedes  diesjährigen TheilesdesÄrchivs, Tbl. XIII. Nr. If^ 
Hr.    Dr.   ürebe  gezeigt,     wie    man  einen    jeden   Bruch   r"'* 


irrationalem  N< 
wird.     Uas    di< 


nner  so  uratormen  kann,  dass  sein  Nenner  rational 

xem    Verfahren  zu  Grunde  liegende  Prlnclp   leitet 

locb  viel  wichtigeren  Anwendung,  nämlich  zu  einer 

thode    behul    Ratioualniaaiang    der    Glei- 

ungen.     Hr.   Dr.  Grebe   wird  mir  erlauben,   seinen  geistrei* 

Gedanken  im  Interesse  der  Wis^je  tisch  alt  zu  diesem  Zwei:ke 

veiter  aoiizubeaten. 

Jenes  Prinzip  beruht  auT  der  Bemerkung,  dass,  wenn  man  aus 
n  nFaktoren  b,  ß,  y...  mit  (/n  — l)malijter  Wiederholung  eines 
iden  Elementes  die  Kombinationen  zu  allen  Klassen  von  der  Islen 
I  incl.  zur  n(m — l)ten  bildet,  und  die  hierdurch  dargestellten 
^dukte,  welche  eich  nebst  der  Zahl  1  auch  durch  die  Entwicke- 
\  der  Formel 

(I-i«+a«+...ß"-')(l+j3+j3«+...i3"-i)(l+y+f+...y—')... 

ergeben,  mit  B,  C,  />...  bezeichnet,  eine  Funktion  von  derForm 

a\h  SfJi  \c  ^fC  \d  SfD  \  

laren  Gliederzahl    =m"  ist,    durch    ein-   oder  mehrmalige  Mtilti- 

^kation  mit  einer   lihnlichen  Funktion ,    worin   nur  die  Koerrizien- 

1  a»  ft.  c,  d....  andere  Werthe  haben,    rtflts  vfveä.«^  (i«w,  «!»■»- 


3ft0 

liehe  PuDktion  von  derselben  Gliederzahl  und  mit  denselben  Wur- 
zelgrusaen  erzeugen  muss,  sobald  man  nur  nach  geachehetjet 
Multiplikation  alle  unter  den  Wurzelzeichen  sich  einstellenile]i 
Falctoreri  vom   mten  Grade  absondert  und  als  rationale  KoefBzieii' 


Wurzelzeichen  stellt,  also  i 


,n.4-p  _  g  ^ 


Um  von  die^^em  Satze  Gehrauch  zu  machen ,  wßrde  es  in 
jedem  speziellen  Falle  (wo  auch  einige  der  KoefGzieDten  a,  b,  c 
gleich  iNull  sein  können)  erlorderlich  sein: 

I)     dass    man    alle    Wurzelgrüssen ,    insofern    sie    nicht   schon    ) 
sämmtlich  mit  ein  -  ()pd:iiei)i«elb«n  )»ositivcii  ganzen  Expooea- 
ten  gegeben  sind,  daf  «iiterlei  Wnrzelbeuennung  m  brächte, 
wobei  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  aller  Wur- 
zelexponMiten  werden  würdo; 

dass  nifiir  BUS  den  faienlurcb  xich  einstellenden  Grüssen  }l, 
C,  D...  die  einfacheren  Faktoren  «,  |3,  y...  bestimmte. 

Aus  der  Grcisse  wi",  welche  »He  Gliederzahl  der  so  umge- 
formten und  iiüth  igen  falls  durch  Gfieder  mit  dem  Koefüzienlen 
Null  vervollständigt  gedachten  Funktion  ausdruckt,  erkennt  man 
aber,  in  welchem  bedeutenden  Maasse  diese  Giiederzahl  sowohl 
mit  dem  Esponenten  in,  wie  auch  mit  der  Anzahl  n  der  PaktoHii 
tt,  ß,  y....  wächst,  und  es  erscheint  daher  zur  Vermeidung  ein« 
flberflüssigen  Weitläufigkeit  der  liechnung  erforderlich,  ziivür- 
derst  zu  uotersueben,  ob  und  wie  weit  sieb  diese  Gliederzahl  in 
jedem  besondern  Falle  vermindern  lasse. 

Was  zunächst  die  Uniformiing  zn  einerlei  Würze  lex  panantwi 
anlangt,  so  kann  man  dieselbe  zum  grossen  Vorlheil  der  Kecb- 
nuns  sehr  häufig  unterlassen,  selbst  wenn  in  ein  und  den- 
selben Gliode  mehrere  Wur^eigrOiisen  mit  versehit- 
denen    Exponenten    mit    einander   multiplizirt   würaii, 

wenn  man  also  z.  U,  ein  Glied  von  der  Form  b  VÄjV  B%S  B^ 
u.  s.  w.  hätte.     Uenn  angenommen ,  es  kommen  unter  dem 


Wurselexp  o  nentec 


?<ix   die  Grössen   Bi,   Cy,   O,  ,...,    mit  den  «,' 

einfacheren  Faktoten  Oj,  j!, ,  yi  .... 

Mg  die  Grossen  B^,  C^,  ß^..^-    luil    den    rij 

eiufacheren  Faktoren    er.^,  ß^,  f^.,., 

wa  die  Grössen  ß^,  C, ,  Dt mit  daa  ", 

einfacheren  Faktoren  «3,  ^3,  Ya  ■— 

lenke  man  sich  alle  Produkte,  welche  durch  dia 


dargcslelK  sind,  indem  man  die  Exponenten  r,,  i,,!,...,  r^^fl 


r  P 

odiiktp 

w 

ovoD  das 

(. 

!)■  .. 

hr 

zeichneil 

der 

Funklic 

ti 

)  von  einander  unabhängige  Veränderliche  uiisieht,  wovon  uach 
d  nach 

I  jeder  der  Exponenten  r,,  j,,  f, ...  die  Werthe  0,  I,  2..,m,— l 

»  „  Tf,  s-t,  (3...  „  0,  1,  2.-ma— 1 

ra,  *3,  t3...  „  0,  1,  2...»wg-l 

s.  w.  durchlaufen  soll.  Die  Anzahl  diesei 
|lte  =1  ist,  und  welche  wir  mit  1,  B', 
^en,  w\ri  =mi"'nh'^m3''' ...  sein.     Von  i 

a' +  6'B' +  c-O  +  rf'ü- + 

Ist  sich  nun  die  nSmIiche  ohige  Behauptung  aiissaiien ,  dksn 
p  I^atni  und  Gliederzfthl  sich  in  Folge  einer  Multiplikation  mit 
iem  ähnlich  gebildeten  Ausdrucke,  worin  nur  die  KoelfizienteO 
ö',  c' ....  andere  Werthe  haben,  rieht  ändere. 
lat  nuD  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  von  t/)|, 
_,  mj....  und  ist  ferner  n  die  Anzahl  der  verschiedenen 
tktoren  unter  allen  obigen  «j,  ß,,  y,....  c,,  ß^,  y%--  «3.  ßi,  Yn  — 
f/nüide,  wenn  man  cuvor  eine  gleiche  Wurzellienennung  herge- 
fia  hätte,  irt"  die  Anzahl  der  Glieder  des  gleichbedeutenden 
udruckes 

o+äVä  +  cVC  +  dV~D  +  ....  n 

In  den  meisten  Fällen  wird  aber 


n.     Mit  Bestimmtheit  ereignet  sich  dies: 

1)  wenn  sämnitliche  Faktoren  a,,  ßi,  )'i ....%,  8^,  yt—aijßi.yj-. 
von  einander  verschieden  sind ,  indem  alsdann  nothwendig 
.  fi^^ni -|- ffa4'»s~i~-"  wird,  während  m  mindestens  so  gross 
ist,  als  der  grüsste  der  Exponenten  m,,  tu^,  nij... 
f)  wenn  je  zwei  der  Wurzelexponenten  (7i|  ,  w^,  m^...  reiatiTe 
Primzahlen  gegen  einander  sind ,  indent  alsdann  m=mim2'>i3-- 
ist,  während  n  mindestens  so  gross  ist,  als  die  gritsste  der 
Zahlen  »i,  %,  %.... 
In  einem  jeden  dieser  beiden  Fälle  wird  man  die  Wurzel- 
Issen  nicht  auf  einerlei  Benennung  bringen.  Wie  gross  der 
oEdurch  zu  erreichende  Vortheil  ist,  mag  das  Beispiel  lehren,  wo 
man  zweiQuadrat-  und  zwei  KuhikH*urxeln  hat,  worin  die  Radiban-  1 
den  o, ,  ßi  und  dj,  ß^  sämmtlich  verschieden  seien.  Hier  erhält 
man  ohne  ZuruckfähruDg  auf  einerlei  Wurzelbenennung  mi"'Wia"i 
:=2^.3*^36  Glieder;  wenn  man  dagegen  erst  gleiche  Wurzel- 
fcenennnngen  herstellt,  was  den  fken  Grad  erfordert,  m"=6*=121)6 
Glieder. 

r    in   seltenen  Fällen,    wo  unter   den   genannten   Faktoren 
1' gleiche  und  unter  den  Wurzelexponenten  viel  solche  vorkom- 
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^emGinschartllcbes   Maass    bceiUeii,    wird  i 


werden  klinn«n.  Man  braucht  aber  alsilann  immer  noch  nicbt 
alle  Wurzel expoR enteil  gleich  zu  machen,  Baiidern  vielleichl  nur 
diejenigen,  unter  deren  Wtirzebeirhen  sich  die  grösste  Men^ 
der  einander  gleichen  Faktoren  beündet ,  »ns  man  in  jedem  be- 
sonderen Falte  leicht  ermessen  ivird. 

Was  ferner   die  Bestininiun!;  der  Faktoren  tx,  ß,  y.„  (tiis  dd    ' 
unter    ein-  und    demselben   Wurjei/.eichen    vom  Grade  m  fliehen- 
den Grösi^en  B,  C,  D.  .  betrifft,  so  »ird  man  im  un^ütistieflfii 
Falle ,  wo  je  ■j.wvä  der  letzteren  Unls^eD  relntir  prim  sind ,    WH 


Gröseen  selbst  fflr 
mehrere  von  B,  C, 
wird  man  dieselben  ii 
zerlegen  suchen,  das 
Erster en  übersteigt, 
barer  ■Nachtheil    für 


O.. 


,  r- 


indessen 
gleich  der 
dass  a.  8, 
ausdrücke  ^ 


anzunehmen  haben. 
.  .1  senieinschaftliches  \ 
einfacheren  Faktoren  a,  ^ 
■  Anzahl  iler  Letzteren  ni< 
sonst  mit  dieser  Zerlege 
tmun^;  verbunden  sein  v 


Fall,    dass  die   Ai  , 

B,  C,  />...  w;ire,  ein  Gewinn  noch  darin  bestSmIt 
.    kleinere   Zahlen ,    resii.    einfachere  Buchstab< 
als  B,    C,  D... 
Um  nun  zugleich  die  mriglich  wenigsten   und   ilanebei 
möglich  kleinsten  Faktoren  a,  ß,  y,..  zu  erhalten,  aus  denen 
die   Grössen  B,    C,   /)....  zusammensetzen    lassen,    hat  man 
Verfahren  einzuschlagen,    welches  sich  am  besten  an   einem 
spiele    erläutern   lässt.     Klan    zerlege  eine   jede    der   Grössen 
C,  D ...  in  ihre  Primfaktoren ,  und  erhalte  dafür,  indem  man£ 
Primfaktoren  mit  a,  h,  c...  bezeichnet,  folgende  AuifdrQcke 

nde   Ode  c  def  de  ddef  deff  addee  c  dgh  . 

Aus   der  Reihe    dieser  Grössen    streicht  man  zuvörderst  die  e 
ander  gleichen  Grössen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen,   also  h 
die  Grösse  c,    ferner  alte  diejenigen,    welche  Produkte  aus  z« 
oder  mehr  der  übrigen  Grössen  oder   aus  deren  Potenzen  daKlel- 1 
len,    also   hier  die  Grösse  addee,    welche  ^^adeXde  ist.    Hi»-J 
durch  bleiben 

ade  fide  c  def  de  ddef  deff  df/h . 


ibwi- 

i 

»Ichcl 


Jetzt    sondert  man    aus  beliebis  viele 
gemein  schartlich  es  MaasS; 


dieser  Grfisscn  ei»  d 

.  n.  de  ab,   scbrä 

omni  ende    Grösse  mit  in  d 

die  Quotienten   von  de    in    , 

id   daneben  vollständig  die   i 

denen    de  als    gemeinscbartlichca  l 


selbe 

Keihe.    deren  ülirige    Gli 

treffenden  früheren    GM. 

Glieder   enthalten,    von 

nicht  abgesondert  ist     Dies    giebt 

de  a  b  V  f  \  df  ff  dgh. 

In   dieser   Hcihc  streicht  man  die  Zahl  I  überall  c 


de.  a  b  c  f  df  dgh. 


kommt,  und  ausserdem  diejenigen  Ulieder,  tvie  ff,  welche  bloss 
aus  Produkten  oder  Potenzen  der  übrigen  Glieder  bestehen. 
"Wenn  sich  auf  diese  Weise  nicht  wenigstens  Ein  Glied  ans  der 
neuen  Reihe  streichen  ISsst,  ist  die  TOTgenommene  Oneration 
Uli  Tortheit  haft,  weil  sich  alsdann  dadurch  die  Anzahl  derGlie- 
^Oi  um   I  vermehren  wird.     Im  vorstehenden  Falle  bleibt  , 

^uodcrt  man  jetst  den  gcmeinachartlichenFaktor  d  ab  und  streicht 
«ines  der  beiden  übrig  bleilienden  f,  so  erhält  man* 

d  e  a  ti  c  f  gh. 

Jetzt,  wo  entweder  je  zwei  Glieder  dieser  Reihe  relalive  Prim- 
zahlen geworden  sind,  oder  wo  eine  fernere  Ah  so  nderunp  gemein- 
schaftlicher Faktoren  die  Gliederzahl  nur  vermehren  «arüe.  bricht 
lan   die  Operation    ah,    und    nimmt   die  erhaltenen    Grössen    für 


2  6  4  7  15  10, 

)  würde  man  nach  Streichung  der  4  durch  Absonderung  des  niell- 
Iren  Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktors  2  erhallen: 

'2  13    7  IS  5,  I' 


Hätte 


I  z.  B.  in  Zahlen  t 


B,  C,  D.... 


I  jetzt  1  und  15  i 


.  streichen  ist,  wodurch  n 
2  3  7  5 


I  für    I 


y-.l 


lält. 

Hätte  man  für  B,  C,...  die  beiden  Zahlen  6,  10:  so  wurde 
i  dieselben  für  n,  3,.,.  nehmen  müssen,  da  eine  Absonderurig 

Fabtors  2  zwar  kleinere  Werthe,  aber  einen  mehr,  ergchen 
de,  nämlich  2,  3.  5,  was  der  Rechnung  nur  zum  Nachthelle 
wehen  würde. 

,1  In  dieser  Welse  bestimmt  man  «i,  ß, ,  j-j ...  ans  B,,  ti,  Di--- 
IßT  ctf  ßf  7a--  a"s  ßa-  ^ai  ^a --  "■  s-  w.,  und  nachdem  dies 
icbeben,  untersucht  niau  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise, 
es  noch  rathsani  sei,  alle  oder  einige  der  Wurzelgrössen  mit 
*  ledeuen  Ex|ioneiiten  auf  einerlei  Wurzelbenennung  zu  hrin- 
Öder  nicht. 

Diese  Yorhereltung  ist  sowohl  von  Wichtigkeit,  wenn  man 
t  den  Nenner  eines  Bruches,  als  auch  wenn  man  eine  ganze 
:bung  rational  machen  will.     Angenommen,    eine  solche  Glei- 

iroig,    worin    bereits    alle  Würze  Ig  rissen  in  die  Zähler  geschafft 

hd,  was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sei 

■     n'+i'ß'>(-'CH  rf'D'  +  -=0- 


a° 


3H 


Da  dleseGteicbuDg,  wie  man  welter  nnteii  seli^D  ^^^t  1"^'" 
niaU  potcnairf  werden  niue» ;  so  nOrde  man  sich,  selbst  ntnn 
ihre  Gliederzuhl  in  Jer  gegebenen  Form  noch  uDvoMstKndig  sti 
sollte,  auf  (las  Erscheinen  aller  vorhin  genannten  Glieder  von  di'i 
Zahl  iH|''inia"'»ia"'—  tefasst  machen  mflssen,  insofern  man  dii; 
Gleichung  hei  diesen  Potenzirungen  in  der  vorstehenden  annullir 
ten  Form  beibehalten  wollte.  Diese  .  Gliederzahl  kann,  obgleidi 
sie  meistens  sehr  viel  Icleiner  ist,  als  m",  doch  häulig  noch  sebr 
gross  ausfallen.  Es  gereicht  daher  zur  bedeutenden  Abkürzu^;: 
der  Rechnung,  wenn  man  die  Wurzelgri>saen  B',  C,  I)',...  nul 
beiden  Seiten  der  Gleichung  so  vertheüt: 

1)      dass    Icein    Wurzelexponent  gleichzeitig    auf  beiden  Seilen 

'2)  daas  die  Summe  aller  Glieder  der  vollständig  gedachlfii 
Funktionen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  kleinst 
mögliche  sei. 

Durch  diese  Trennung  der  Glieder  entstehe,  wenn  man  sich 
vorläulig  auch  das  ratlitnale  Glied  getheilt  denkt,  die  Gleichung: 

o'+6'ß'+c'P+fi'ß' +....  =  a"+Ä''B"+c''C"+rf''fl"  +  .... 

Bezeichnet    man    diejenigen    der   Grössen    W)"!,    '»«"•r    ">}"' 

welche  sich  auf  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  beziehen,  mil;!i. 
pa,  ps  —  ,  und  diejenigen,  welche  sich  auf  die  rechte  beziefaeii, 
mit  gi,  qa,  fa..-.;  so  wird  die  Anzahl  aller  Glieder  bei  einer  wnh 
so  weit  fortgesetzten  Potcnzirung  dieser  Gleichung  niemals  den 
Werth 

CpiPaP3-)  +  (?i?B?3-0 
übersteigen  kiinnen,  welcher  noch  bedeutend  kleiner  ist,  aU 


(piPaPa -0  (?i?a?3 -)  = '"i" 


Damit  aber  jener  erstere  Werth  ein  IVlinimum  vrerde,    ordne  B 
alle  Grössen  p^ ,  p^,  p3-.*iii  q-^,  q^  —  ,  wovon  auch  mehrere  e! 
ander  gleich  seinliünnen,  nach  ihrem  Werthe,  so  dass  die  grSuta  I 
die  erste  und  die  kleinste  die  letzte  ist.     Wenn   nun  diese  ßclMJ 
so  beginnt:   pi^,  q, ,  q^,  p^...,    so  schreibt  man  die  erste  GröMtM 
Pi    links,    die.  zweite   i/i   rechts  und  die  dritte  q.^  wieder  ri 
wodurch  man  links  pt  und  rechts  das  Produkt  qiq^  erhält.  '' 
mehr  als  diese  drei  Grössen  vorbanden  sind,  so  verlahrt  tat 
den  Qbrigen  in  der  Weise,  dass  man  jede  nächstfolgende  mf  ^ 
jenige  Seite  setzt,  wo  sich  eben  das  kleinere  Produkt  befinq 
Wären    einmal  die  Produkte   auf  beiden  Seiten  gleich, 
es  et  eich  gültig  sein,  welchem  von  beiden  man  die  nächste  C 
zufügen  wollte. 

Hätte  man  z.  B,  für  Wi"! ,  m^*,...  reep,  die  Werthe  2*=:ft1 
3«=«,  4*z=lÖ,  52=25.  61=6;  so  würde  die  geordnete  IWb«  I 
dieser  Zahlen 


25    16    16    9    R 


cid,  Welcfie  fdlgeniTefMaastiMi'sa  trennen 'fcäröT 

25.9.6  iö.ifi,    - 

dai^s  alle  Wurzclgrüsecn 
He  linlie  und  die  vom  ^en  i: 
:u  stehen  kämen. 

Wären  ausser  der  vorstehenden  noch  Wurzel  grossen  vom 
ten  Grade  mit  2  einfachen  Radikanden  vorhanden,  so  dass  zu 
«uer  Reibe  noch  die  Zahl  7^=4i)  käme,  so  würde  ma»  wie  folgt 
u  trennen  bähen: 


'■o  dass  nun   die  Wurzel};r">s-''en  vom  7ten,    4ten  und  6ten  Grade 
und  die  vom  5tea,   iiten  und  3ten  Grade  rechtü  ihren  Platz 

Einsen. 

Vetin   die    Trennung  nach  dieser  Regel  dadurch    iinniiiglich 

cird  ,  dass  mehrere  Wurzelgrüssen  von  verschiedenen  Graden  mit 

einander  niultiplizirt  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommen,  so 
kat  man  deich  von  vorn  herein  die  dnrch  Multiplikation  verknüpf- 
■j^m  Wurxelgrüsfien  wie  untrennbare  zu  behandeln,  indeni  man  da^ 
»«treffende  Produkt  der  darauf  bezüglichen  Grössen  mi"< ,  1«.^"..... 
I.  B.  Tiii'^iOj"!  wie  eine  einzige  Zahl  ansieht. 

Wären  z.  H.  in  dem  letzteren  Beispiele  die  Wurzeln  vom 
Kien  und  6ten  Grude  durch  Multiplikation  an  einiinder  gefesselt, 
K«  hSIte  man  statt  der  holden  einzelnen  Zahlen  3^  und  6>  die  ein- 
ige 32.öi=tlü=54,  also  die  Reihe 


\ 


6i      4<J      16      16... 


aln   vAmSten, 
7t  en  und  tjten 


IU8  sich  folgende  Trennung; 


Hrgeben  Kfirde.  Hiernach  mdssten  nun  die  War 
3ten  und  4ten  Grade  auf  die  linke  und  die  vom 
Crade  auf  die  rechte  ISeite  geschafft  werden. 

Dag  rationale  Glied  ist  im  Vorstehenden  nur  wegen  der  Sym- 
Knetrie  der  Formeln  getrennt.  Man  wird  dasselbe  ungetrennt  auf 
«diejenige  Seite   achreiben,    wo   sich    die  kleinste  Menge  Glieder 

Eunvollständigeti  Gleichung  vorlinden. 
■BerQcksichtigt  man  den  Einfluss  dieses  rationalen  Gliedes 
die  Anzahl  der  Glieder,  welche  sich  durch  mehrmalige  Poten- 
Wülung  der  in  vorstehender  Weise  getrennten  Gleichung  ergeben 
l^noen;  no  leuchtet  ein,  dass  ausser  einem  rationalen  Gliede 
büchstens    (piP^pt-)  +  (^iftli-)  —  '^  Glieder  mit   vertjchiedeneo 


^^tk 


Erhellt  man  nun  die  in  Rede  stebendc  Gleichung  zum 
2teii,  3ten,  4teii...(r -|- l)>^teD  Gratte,  st)  erhält  man  z^viscln 
ebenge nannten  r  Irrationalgrüsseo  (r-l-l)  Gleichungen,  wet 
Beziehung    zu   jen^ii    GrüHaen    sänimtlich    vom    ersten  jj 


I   jen^ii    GrüHaen    sänimtlich 
luirt  man   hierauf  ki  '      ' 
tliche   Irrationalgri 
ionale  Gleichung    zi 


Die   Anzahl  r  der   Irrationalen   nach    der  obigen  Bestä 
ist  die  i;rüsäte,  welche  sich  in  dem  komplizirlesten  Falle  1 
stellen  bann.     Man   nird    aher  darauf  Ledacbt  sein,    aus 
Hondereii  Form  der  gesehenen   Gleichung  jeden  müglicht 
theil    zu    ziehen,     welcher  die    in  der  Uegel    sehr    umsUi 
Rechnung  abkürzen,  und  namentlich  die  Menge  der  zu  eliod 
den    Irrationalen   vermindern   kann.     Zu  diesem   Ende'  Wifd' 
nenn    es   thunlich   ist,    nach  jc^^r    einzelnen   Potenz! rüng**: 
jede  sich  als  ziveckmässig  erweisende  Elimination  einiger  r 
naien    vornehmen,    oder   das    rationale    Glied  bald   aut  die' 
bald  auf  die  rechte  fjeite  stellen,  oder  auch  einige  Potenzen  p 
libGrs|irin!ren ,    oder  »tutt    eine    neue  Potenz  zu  bilden,    zw«  i 
vorhergehenden  Gleichungen  mit  einander  multi|jlizireD,  <IB<M 
lieh  nach  Herstellung  jeder  neuen  Gleichung  prüfen,  ob  nH 
für    alle  hjs  dahin   aufgetretenen   Irrationalen   soboo   Gleid 
genu!;  besitze. 

Würe  z.  B.  die  Gleichung 

rational  zu  machen;  so  würde  man,  wenn  man  die  Wnrzelfi 
immer  zusammen  auf  einer  Seite  stehen  lassen  und  zugleid 
und  dieselbe  Wurzelhenennung  herstellen  wollte,  da  hier 


und  hei  gleicher  Wurzelbenennung  in,  n  resp.  ^6,  3  1 
rde,  6^  —  1^215  verschiedene  Irrationalen  zu  gen'ärt^ea : 


icht  rechnen  lässt. 


d  hei  gl 

,  6^-1 

womit  sich  durchi 


Wollte  man  ohne   die   gleiche  Wurzelben ennii 
alle  Wurzeli;riissen  stets  auf  einer  Seife  behalten,  no 
eich  auf  ^-3' — '1=^11  Irrationalen  gefasst  machen  müesea 
ehenfalls  noch  eine  mfihsame  Rechnung. ergeben  wSrde>   .> 

Trennt  man  dagegen  die  Wurzelgrössen.  indem  man  d 
zweiten  Grade  allein  auf  der  linken  Seite  stehen  lasst,  u 
üubibvurzel  mit  dem  rationalen  Glrede  auf  die  rechte, 
■ehufft]  so  können  links  nur  2'' — l=^Z  und  rechts  nur-S'— 
^ni' Ganzen  also  nur  5  Ivrationalcn  auftreten,  zu  deren  Elintj 
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Ml   die    ersten  6   Potenzetr-' im  •  bilden    liättje.    Dies  gibt^   wenn 
&D  der  Kurze   wegen  > 

■V  ■    '  .     ■  ...     3  •      .   .     •  .      .    ;         . 


l^a.f«lfesde^  GWichungen^ 
Jr+r=l+Z, 

(x+%)2:  +  (y  f  3;r)  F=  1+Z+3Z  f  3Z«, 

«*+&ry+^+(4ar+4y)ZF=l+4«+(4+2)Z+6Z«, 

(««+10;ry  +6^«)^+  (yHlOory +6a:«)  F 
^  =  1  +  10z+(5+5z)Z  +  (10+2)  Z«, 

■^  «»+  lÖ;r^  +  15a:y«+y»  +  (öar»+Ä>ary +  6y«)^F 

^  =1  +  202+2« +(6+15z)Z+(15+(k)Z«; 

i4idieD   welchen  die  5  Irrationalen  X,   Y,  XY,  Z,  2S^  zu  eli- 
Ihren  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung  der  WurzelgrSssen  die 
ouahi  der  Irrationaleii  bedeutend,  beschränkt  ist,  so  wurde  die 
sich  leichte  Elimination  derselben  -aus  den  vorstehenden  6  Glei- 
^iQKeii  doch  noch  zu  einer  umständlichen  und  zeitraubenden 
Üim  iflBflfen^.tei  welcher  sidf  Rechnettfehler  nur  tn^leiebt  elpr 
lUfich^iSL.  <  Mao  würde  daher  im?  yorlißgeuden  F^e  noch  eiuia- 
Wtelgijrfdfermäassen  verfahren:  v    - 


Man  transponirt  in   der  Gleichung  2)    alle  rationalen  Glieder 
ff  die  rechte  Seite  und  quadrirt  die  entstehende  Gleichung.*-Hier- 
«ch.  müssen  alle  aus  X  und  F  gebildeten  Irrationalen  ein  für 
«  Mal  verschwinden,    inid  man.erhftlt:. 

^  4a:sf=a— ^-y)^+42  +  l4(l-a;-y)+2]Z  +  2(3-J?-y)Z», 

Ikr 

^7JM»^ar-^--5^)*-42=Wl--^--y)+*]^+2(3--a;--y)Za.. 

|^lbft"lMit  es  jetzt  nur  noch  mit  den  2  Irrationalen  2  und '  Z^ 
«Srfbni'y  weldie  man  mit  germgeien  Umständen  au«  der^lstei^ 
'b  aod'Sten  Potenz  der  letzten  Gleichung  würde  eüminiren 
wSi^JiMan  indet  jedoch^  dass  za  diesem  Zwecke  sdion  die 
und  3te  Potenz  |;enügt     Denn^d^t  diese  3te  Potenz  in  die 

■         ,■  -.      \ 

■    •    i  . 


•••■•      ■  •  J 
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+G[4(1  -a:-7)  +»]  C3-*-^*)i|[4(l-ar-y)  +  i]  Z+2(3- 


gebracht  werden  kann;  so  lassen  sich  aus  dieser  «nd  der  t( 
gehenden    Gleicbung   die  beiden  Grössen  Z  mtd    Z'  aof 
elimiüireo.     Dies  gibt  die    gesuchte  rationale  Gleichung: 

=[4(l-x-s,)  +  i]»r  +  8(3-x-3,)»i« 


nethode  um   die  I^än^e  eines  Kre 
bOffeiiH  annähernd  durch  Constrndl 
,    ,       einer  Oeraden  zu  finden. 


Herrn   J.  J.    Ästrand, 

er  AlBllicmntih  zd   Gotheabui-R    in  Scbw 


Der  Umstand ,  dass  das  Problem .  einen  gegebenen  { 
bogen  auf  geometrische  Art  annähernd  zn  rektili/.treD,  nii 
eineili  einzigen  der  mir  bekannteo  geometrischen  Lebrbücki 
Aufgabon - SammluBgen  zu  ßnden  Ist,  ungeachtet  dieses  Pn 
im  praJcfiBchen  Leben  vorkommen  kann  und  somit  nicht 
Nützen  ist,  veranlasste  mich  folgende  Auflüsnug  berzuleila 
'    '  Da,  nach  der  analytischen  Trigonometrie: 


'04".f)= 


Si- 


id 


,  1     ■ 


l;  ■    .  . 


(.1  x\  a?*         3fi  .   07 

ihr  nahe,  oder 

3n  .    a?    ■                3n  .    ;:r-  ,    a? 

2        n                     2  n        .     a?^  m 


.  .  .■  ,  I 


''".l        x         x*—.,\         a:   +80»»'       .         a;  ' 

l-f^C08--j2Ö^  1+^C08-  l  +  cos- 

lenfalls  sehr  nahe. 

Wenn  man  in  diesem  Werthe  des  Kreisbogens  ar  den  zweiten 
.   a? 

M  810  — 

a?*                n 
erm  on^s  • >  seiner  Unbedeutendheit  wegen  ^    wegiässt 

1  +  cos  — 
n 

ad  den  Radios  einsetzt^  so  hatman,  annähernd^  folgende  Analogie: 

Rad  +  2  cos  —  r«tpän^  =  o  Rad  :  a:. 


^k^^täft)  die  «esttbhte^^aife  gtebt.  '^' ^       VK^t 

Ans  der  Form  des  weggelassenen  Termes  erhellt^    dass»   je 
wird,   d^  " ^'     "-    ^ 

f  da»5;  1 

— . £^ewSfait --,  — ,,  — „_-. 

enauigkeit  erlangt  wird;  doch  immer,  wegen  der  Möglichkeit 
id  Theilong  des  Kreisbogens^  n=2",  wenn  m  eine  ganze  Zahl 
»deutet.  ... 

Setzt  man  n  =2;  so  wird : 

Rad  +ö^cos ^ :  2  sin ^=  ^  Rad :ar , 


Li.«      I 


Rad -f  2  ^^2  ' ^'^^^^'^^^^^  "^^'^^ 

'     '  '  '  ■     ■ .  s  • 

ddie  Analogie  auf  folgepde  Weisse  leicht  constrairt  wird;^ 
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Ut  in  Tat  V.  Fig.  4.  Aß  der  gegebene  Kreiebogen,  so  sucht  mu   , 
Beioen  Mittelpunkt  Cund  zieht  den  Radius    CE  senkrecht  geeen 
die  Chorde  AB:  CD  wird  halhirt  in  F  und  ZJE  in  G;    DC  "W 
verlängert  bis   //,  so   daas   FHr=CE;    durch    G   zieht  man  JK  \ 
parallel  mit  AB.     Dann   verbindet  man  //  mit  A  und  B  und  v^r    ' 
lungert  //^J  und  HB  bis  J  und  A',  so  ist  J^  beinahe  gleich  di^iii 
Kreisbogen  AB. 

Anmerk.     Der  Fehler    in    der    gefundenen  Bogenlänge    batiägl. 


=2,   weniger  als  0.0000062  oder  <l'/3', 
=4,  .,         0,0000082     „     <;iv 


: ^lywlrio/i  nlmajii*'^  .IxnvilR'i" 

Heber    die    Ausdrücke,    welche 
YFarzelii  böhererOrade  mit 

<ß  +  jW)  (B—A'tfi) 

analog  sind. 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

G;mnaKiiille1irer  lu  Caaiel. 


Die   ausgebreitete  Wichtigkeit  des  Satzes  von  dem  Produld 
der  IlSumme  und   Differenz    zur   Beseitigung   irrationaler  Qatu 
wurzein  ist  hinreichend  bekannt,    und  veranlasst   leicht  die  F 
nach  der  näheren  Beschaffenheit  der  Formeln,   welche 
Wurzeln   ähnliche    Dienste  leisten.     Üa  sich  dasjenige, 
in  Beziehung  auf  eine   Wurzel  sagen  «erden,     leicht    auf  &d(^ 
übertragen   und  die    allgemeine  Gesetzt  ichkeil  genügend  «rk« 


fu| 


Hiibn  wird;  so  beginnen  wir  mit  der  Erörterung  von  AusdrSckea 
Kb  bestimmteo  Grades.  Fragen  wir  dem  gemäss  nach  einem 
B^r,  det  mit 


mi 


.     ,' die  Unbekannten   x,  y,  z  und    v  sich  werden  bestimmen 
len.     Durch  Auisf&hrung  der  Multiplication  erhalten  wir  nSnilich 


Befriedigen  wir  nun,  v>s 
Gleichungen : 


V7'  +     f*V^' 

+ 

BmV'i' 

V^J'  +    BjV^' 

+ 

CnV» 

Vi'  +     iiVJ' 

+ 

DzVi^ 

V7«   +  Am  V"i' 

+ 

Ee  ^<Ä- 

i  ohne  Schnierigkeit  miiglic-h  ist,  dis  i 


A\Bx-\-Cy  +ü:  +£p  =0, 
B+C3!+Dy  +£i  +Aat!=0, 
C+Dx+Ey+Ata+Bai>=0. 
D  +  Ea:+ Joy+B«i  |-  Cau  =  0; 


»  ist  das  Verlangte  t;e6cheben.  Aus  der  Lehre,  von  den  Glei- 
tbaiigen  des  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten  weiss 
Dan,  dass  die  Werthe  von  x,  y,  %  und  v  sämmtlich  Quotienten 
■on  gemeinschaftlichem  Nenner  sind,  und  dass  sowohl  dieser  Nen- 
ler  als  die  einzelnen  Zähler  Aggregate  sind,  deren  einzelne  Glie- 
ler  keine  anderen  Factoren  haben  als  A,  B,  C,  D,  E  und  u. 
Su  überzeugen  uns  leicht,  dass  wir  die  Factoren  a  auch  erst  am 
^^^ihifise  der  Rechnung  in  der  erforderlichen  Anzahl  beifügeii, 
tt  mitbin  diet-elben  bis  dahin  zur  Erleichterung  des  Rechnena 
rchen  können.  Zu  dem  Knde  denken  wir  uns  in  dem  Ausdrucke 


ii  +  O  V"o  +  C  V^^HÄ  V"tt3+ ^  V^ 


w 

I 


m  ' 

alle  tilieUer  als  von  tlereelben  Dimension,  unil  znar  vqa  ^ 

ten^  indem  wir  V«  als  die  Dimensionseinheit  wählen,  tlj 
Buchstaben  A,  B,  C,  D  und  £  hat  alsilann  ein  jeder  t; 
ner  Stelle  im  AIpbahel  entsprechende  Dimeuäion.  Ebeoi 
ken  wir  uns  bei 


1  +  a'  V^  +  y  VT"  + 1  V>  +  p  V^ 

alle  Glieder  von  der  nnllten  Dimension,  wodurch  die  Un 
ten  X,  i/,  I  und  u  dar  lieihe  nach  die  Uiiuensionsw 
—2,  -ä  nnd  —4  erhalten.  Jedes  Glied  des  Zähters  aoi 
des  Nenuera  in  den  Ausdrücken,  die  fiir  :c,  u  ii.  s. 
werden,  musa  aisdann  den  Factor  a  so  ul't  erhalten, 
Dimension  lütif,  die  diesem  Factor  zukommt,  noch  iehtt 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern,  die  mit  ihm  von  gleic 
Dimension  sein  messen,  versleicht.  Zugleich  iviss  die 
sioii  lies  Nenners  die  des  Zahlers  hei  dem  Ausdrucke  für 
bei  dem  für  y  um  2  a.  s.  w.  übertreffen.  Hiernach  haben 
bloss  die  Gleicbungen' 

A+Bx+Cy  +  Di  +  Ec  =  i}, 

Ä  f  Cc  +  /Jy  +  £i  +  ^r  =  0, 

'     •      '       '     C-i^Dx  +  Ey  +  Ai  +  Br—0, 
■     Ü-t'£x  +  Ay-i^B:+lr=0 


aufzulösen:  und  stellen  i 
formeln  desto'  besser  an' 


ndi( 


allgemeinen  Au(l 


dar;  so  entsteht  die  Tabelle,  deren  einraches  Gesetz  i 
die  Augen  springt: 

JS^bi  ^  «a  =  tj  =  (^4 , 
C=c,  =  6,  =  «3=^4 . 

Ö^  rfj  =  Cj = 63  =:  fl^ , 
E^=  Pl  — t?2  =  Ci=:64. 

Da  X,  y,  I  und  r  einen  gern  einschalt  liehen  Nennei 
müssen,  den  wir  iV  nennen  wollen;  so  kannn  man  auch, 
Brüche  XU  vermeiden, 
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en  Ausdruck  anuehmeo^ji  mit^w^cheoi  man 


'..  • 


^alijpUciraa.  bat^  uin  eio  rationelles  Product  su.  gewionen.  Der 
dl  *v6tiN  erpht  sich  Aach  der  Mcfthöde  der  positiven  und  ne- 
Qii'JEUciiiutanonen  dürcb^acbsidheiide  Reehnun^:    . 


*•  I  'r 


■  —  iidaii^ 

t 

—  <^^«i*4 

,  »77;  '^1.^2^3  ^4 

63  i9|^lraiihin.{/ 


BDAC 
BDBB 
BEEe 

BEBA 
)BAEB  '■ 
ßAAA 

CCAC 

CCSB 

CEDC 

CEBE 

CADB 

CAAE 


1  -- 


•        •  !     ■-< 


■    .    •        i 

+  )Pl^2^^4 

+  fi<^aM4r 


.1      .1        •■•! 

*       ■        •  p      .  »     r 


DCEC 

DdBA 

DBDC 

BBBE 

DADA 

BAEE ; 

ECEB 
ECAA 
EDDS 
EDAE 

EEEE'  \ 


«..-  •. 


;  • 


■     •;■.. 


E^-M.^DA-^S^CB-{^WmB-\^'iEDC^J^9,ECAl^-^i:EmA 
-D'C-C'A-B»D^:^B+l^A^+C'B^pCBA. 

1     ■ 

^vväg^9  v^iVj,^  das»  uivser  rationales  Product  iH^ch  qben   so 
d^i^h.^4^  Mu(tipIication  der  Fa|Qtoi;eo  ;  .  ; 


..•i ...  • 


.  '  Jte + JS  V7 + i)V^  +  c  V^ + J8  v^ 


•    '  i 


\\x\   • 


>.•■'■ 


f 

.  •  .    .        •    ■ '■.",»    :    .  *    ' 


,A 


1: 


;'.!>  ;'«;•;! 


tehen  konnte ,  und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  f^actoren  a 
1  nicht  ankommt;  so  werden  wir  durch  einfache  Verschiebung 
Buchstaben  aus  dem  Werth  von  N  soforf  deil  Werth  ^ow  Not 
iten  können.    MTU  etbidten        '  . 


Oßr* 
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GntiK  attf  (liesellie  Weise  ergibt  sich;  " 

]Sy  —  B*—ZU^AC-ZB'^ED  +  WA-^D^IBAE^^IBEC^^IB 

—  A^L—EH:-1}^A-C^0  +  A'^C  +  £«/>»—  AEDC. 

—  B^A—AW-E^B-D^E-^B^m  +  A^E^—BAED. 


Ifv. 


=  D*-iD^CE-imBAi^2DC'A+^DCB^+2DBE'^W. 
-  VB-B'^E-A^C-E^A  +  C^A^  f  BKi^-CBAE 


Der  Werlh  von  iV  und  die  aus  dieser?»  abgeleiteten  W( 
Ton  !Sx,  Nt/,  Nt  und  Nc  stehen  nun^  freilich  noih  nicht  am 
so  fern  fest,  das«  die  Mii|rlichkeit  ausj^eiichlDsson  wäre,  and 
Glieder  solcher  Wertbe  mit  ent^eg enges etz km  Vwrieicba 
nehineN.  Für  A'  kann'  man  ein  li'ir  alle  iUiil  die  ^i]rirdnua( 
Vorzeichen  festsetzen,'  »ach  welcher  das  Glied  £*  positiv 
es  Tragt  sich  alsdann  nur,  oli  die  dem  E*  in  den  librigen  ^ 
tfaen  eirtsiirechenden  Glieder  A*,  B*,  C*  und  D*  aach  aTlef;li 
zeiti;;  puttitir  sein  müssen.  Um  diese  Frag^  zu  beantti ortea 
denken  wir,  dass  vylr  den  Znhlcr  von  x,  d.  h.  .Vj:  ancb  u 
tetbar  dadurch  hHtt?ii  herechiien  kiiiinen,  dase  nir  in  der  ob 
Tabelle  L  von  Permulationen  statt  eines  jeden  ö  ein  a  gesetzt 
^nn  all©  Glieder  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  geuorai 
«hätten.  i>a  nun  A*  nur  au«  der  Pemiutation  qj  e^  'Ij  c^  entitt 
bann,  diese  aber,  so  langß  sie  noch  (tje^d^c^  ' 
ungerade  Anzahl  von  Variationen  enthaltend, 
alsp  nach  ver&ndertem  Zeichen  positiv  iierdeti 
und  mithin  auch  B*,  C*  und  D*  positiv.  Man  übersieht  l 
dass  ähidiche  (Jmstande  sich  bei  jeder  Wurzel  von  utigern 
^rAde  ainsteilen  intfssen,  dA^s  aber  beiWurzeln  von  gsr 
Grade  die  iSache  anders  ist.  Vergleiclieii  wir  nämlich  die  l> 
Permutationen  qp....dcb  und  btm—.dc,  so  stellt  sieb  so^l 
heraus,  dass  dieselben  von  ungleichen  Vorzeichen  xein  niS< 
wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  gerade  ist,  und  von  ßt«' 
Vorzeichen,  wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  ungerade  ist  1 
her  werden  wir  z.  B.  bei  einer  Wurzel  des  sechsten  Grades,  ^ 
wir  das  vorkommende  f  positiv  setzen  ,  A^  negativ,  VI*  p« 
C*  negativ,  Ö*  positiv  und  E'  negativ  nehmen  müssen. 

Ermitteln  wir  die  Werthe  von  N  auch  für  andere  Woi 
als  die  Tünfte  und  fügen  den  jedesmaligen  Grad  der  Wurzel 
N  als  Index  bei ;  so  ergibt  sich  die  nach  folgende  Zusaaimei 
lung  der  Ausdrücke  von  N^,  bis  A'g : 

N^  =  C^—AB, 

Ai^D"  —  DB"'— ^DCA\C«ß  ^^  Ha», '• 
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zE^-ZE^DASE^CB+2EiPB+  2EDC^  +  2ECA!^+iEB^A 
—D^C—  C^A—BW-A^B  +  D^A^  +  C^B^—DCBA , 

+  dF^CBA  +  F^D^ + F^B^-2FEW-2FA^C-^FE^D^ 
+  3FE^A^+3F£^B^-3FB^A^-QFD^CA-ßFECB^ 
+  FEDCB^FDC^B^FC*+DE^'-Bm-DB^+BA^ 
-tI^C^+B^C^-2AWE-2E^AB+2B^AE-2C^AB--2C^DE 
+  2D^AE+3A^C^D+3E^C^B. 

Bei  jedem  foigendeo  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Aus- 
ke  beziehlicher  Welse  pXi^tnd^icb'er ,  so  dass  es  gerathen 
int 9  mit  N^  zu  schiiessen.  Üebeir  den  innern  Bau  der  Aus- 
ke>  dieselben  sowohl  einzeln  als  in  ihr^ßm  gegeoseitisen  Ver-. 
Iffe;^bllfii4ir« ;'  Mi&MfiA-  noch  räehrere'^  BlifteHciiii^  ^tiei- 
d;  jedoch  i|^t  .!^^  AvLßhßpie  dessen,  \^.  ai^  -bis  jetzt  in 
3r  Beziehung  er^nen  hktv  im  GaVkzen^irocn'^tf  gei>ing,  dass 
Dir  besser  scheint,  alles  hierauf  Bezügliche  vorerst  noch  zu 
rdrflcken.  Ich  gebe  daher  aium  Schluss  nur  noch  eine  Probe 
das  Hinzufugen  der  bisQclk^  ausgelassenen.  Factoren  et : 

N^x^-'A^a^  +  AC^a+ 2ADBiY — />aC—  CB^a , 
N^g^B^a-BlP-^^BACa  +  A^Da  +  DC», 
Jf^=z^p9+CA*ä+2CBD^B^Aa-'AIfi 


: '                                 • 

.' 

".'.■'■■ 

■ 

♦  '  ;I-:    . 

;■ 

..  ■  .  :■:/. 

1 

.J  . 

j    /■  •  ■    '  .  =  ;   .    . 

tu   l:..,             !  • 

V 

^1  '\^.]  y  '   -.    : 

■     ,  . 

:*;:i6  ■     j      .;; 

■■>::        >■:   -•!:• 

• 

.  i     .     . 

i'    .    .' 

-•  :"   '.i. 

'.  •;;'    .-^ti  •■.•■■'• 

•CJ'i         i-i. 

1  ■'•  ■■'•    ■ 


''     i    i  l    ■ . 


\f 


•:  «      *  ■ 


. .  I  -.     ■ 


■:.\<   I  i\ti\.\'  1  uii'Aj;-!  u-  ii  -<: 


rMndon^  der  Hauptaxen  ans  zwe 
Ingirtcn  Dnrclimessern. 


M.  b:m.     Herrn  M.  H.  Meyer, 

Lehm  wa   |er  inectioiiiichen  Baug-ewerkejigchule  %a    Fn 

.x.■■■tt•J-^^■=a— /AUL- 

Die  Darstellung  der  Elliii^en  erfolgt  .entweder  durcb-  Bei 
I  munir  einzelner  f  linkte  oder    mit  Hiffö  ton  Kfcisbügen.  -  "      ' 
I  man   die  Men^e  kleiner  Fehler,    die  beim  Bestimmen    einer  a 
[iSen  Anzahl  einzelner  Pinikte  unvermeidlich  sind,  so  wird  diel 
1  tere  Methode,    man  möge    nun   Krümmungskreise    oder  eine  1 
['•nnähernde  Construction  beuutzcn,  gewii^s  schuoere  und  riebt' 
I  Ellipsen  sehen.    Allein  fast  alle  Verfahren  der  letztem  Art  si 
I  voraus,    dass  die    Hauptaxen   bekannt  seien;     kann  i 
[.durch  oaDJugirte   Axen    Kruutiuuiig^kieVse    angeben,    so   sind  J 
k  Endpunkte  der  Qauptaxen  doch  von  wesentlichem  Einflüsse,  a 
in  wird,  vrean  diese  nicht  gegeben  «ind,  selbst  wenn  amu 
izelne  Punkte  bestimmt  und  durch  diese  Krüromungskreuehj 
keine  so  genauen  und  sch5nen  Ellipsen  erhalten.  Sind  die  H 
axen  auf  leichte  Weise  zu  finden,  so  ist  es  immer  am  genauen 
und    einfachsten,    diese  erst  zu  bestimmen  und   dann    mit  B 
derselben   die    Ellipsen    zu    vollenden.     Alle   bis  jetzt    bekannl 
CoDstruclionen,  um  aus  zivei  conjugirten  Durchmessern  die  Bid 
axen  zu  findeni,  sind    aber  mehr  oder  weniger  complicirt,  voiM 
dürfte  daher    folgendes    einfache    Verfahren,    namentlich   fAi' 
descriptire  Geometrie,  wo  in  den  meisten  Fällen  conjngirtef 
niea^cr  weit  leichter  als  die  Hauptaxen  erhalten  werden,  von 
ganz  unbedeutendem  Vortheile  sein.  AB  und  CD  (Taf.  VII.  F«! 
seien   die  gegebenen   zusammeiigebiirigen    Durchmesser.    Usfl 
Crjisse  der  grossen  und  kleinen  Axe  zu  bestimmen,  errichttjl^ 
auf  Aß  die  Normale  ME,    mache  dieselbe  =:AM  und  ziebifl 
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ad  ED.     5 wird  daan  die  Halbe  grosse,  3 die 

albe  kleine  Axe  sein ;   trägt  man  daher  EC  Ton  E  aus  auf  ED 

DF 
uf«  80  ist  -^  z=zDG=:GF  die  halbe  kleine  und  GE  die  halbe 

rosse  Axe. 

■  ■\..-. .-  •.-  • 

Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
68  Mittelpunktes  M  mit  dem  Halbirungspunkte  G  ange^eb^tij 
deichen  die  zusammen  gehurigen  Durchmesser  nur  weni^  von 
en  Hauptaxen  ab.  so  wird  die  Entfernung  MG  klein  und  daher 
ie  Lage  dutfi^kaiese  Punkte  nicht  mi^hr  hinlänglich .  genau  be- 
nimmt   Aesser-i^msiA  man  dann  die  Verbinduogsliti^ö  der 'Punkte 

'   "  "■■  '  •'*  K(^      CM 

**  und  C,  welche  der  grossen  Axe  parallel  geht,  (da  fTp^  iffjy 

sj),  als  RichtffOjgsIpie  ßir  die  grosse  Ax^^a^y.;     ,  ^    ,, ,,_  .^    ,    , 
Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt  sich  folgend: 


61 "~  2^ 


od,  wird  (är  z  909" a  subsütuirt: 


g/       V"fi^r/^^r3<4c,og«JbVlH^i'-2//iCO^^ 

•  L  da  der  Complementwinkel  tt=£JlfC: 

a\_  ED±CE 


••'<i 


der  conjugir- 


•    ••*  *  "■  ■  ■••• 

Rr  Winkel  y,  4ep  die  grosse  Axe  mit  dem  einen 
II  IhirchmesseF')  l^  einschliesi^t^^nuiss  sein:^..  h    • , 

.    Mj  I    ■. .  .  .       *  .:••■'■■ 

I  ■  I     -  ._ 

>   l8t   aber    sin  .AMG  =^/2(q2_52)  >  folglich   HJ  die   Lage 

P  grossen  Axe.  Dass   sin .  AMG  =  7ä7^äIZÄ2)   ***>  ^^^^  ^^^  ^®"* 

Heck  DEM,  wo  DM=li,  ME=zl,  EG=a,  GDzrzb  und 
itikel  AMD^z  ist;  denn  es  ist  te.AMG=tg(z'-GMD),  oder, 
ÜB  GMD  durch  A  bezeichnet  wird. 


d.  i.,  da 


4m 

=tg(,^i)=   ?+tg*V' 


■l\-  ■  . 

b.ßin.GDM 6sinp 


ist  5 


•<  I » ■ 


■    k. — beoßQ 
und  werden  ffir  sin^'und  cos^  die  gleicheii  Wertbe 

l. cos: 


;  ■) : 


«in^= 


a  +  6 


»?i4 


j  ■   \. 


/sing+Zt 

""     a  +  b 


substituirt. 


tgijali  •—  6/ sing)        6 .  fcosi 

ß+b.     ■*"       a  +  6 
tgz  (all — fefeinz)  —  blcosz 


.  „  _,     sinz .  all — 6fali«^ — bleoaz^ 
_  »inf.ali  —  bl  lli '   ^ 


ak  C08Z  ^^  V"^_  ^ 
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aV>-bP 


.•rv  !f  -. 


*-a«6*) 


b\liir^P) 


i    6«C«^-/«) 


Bvn.AMG  =  p^j^rZTSf)  • 


1     1..  -. 


■  i.;-«i  'ji.: 


.t» 


» l 

1  .    ■ 

t 

j     ■ .' '.  J 


■i'.'l' 


i  /  • .  t 


' .;.  I.-. 

•     » 


•.'.'  i  i   "  -,.. 


.  ■\ 


» 


•5i   .' 


1     ,     ;  , 


■  .     f.j     •  .i;,   •        ;,'•'!■. 


.1  j, 


f  j  •  ►  .  ;     ■  ■ '     '    . 


V   •  I 


i-.^ 


memoire  sur  la  tbeorie  des  forme» 
•"'    quadratiqnes. 

Fat 

Monsieur  F.  Arndt, 

Docleiir  en   Philoaoptiie   ä   StraUand. 


( 


Le  Probleme  Hont  nous  allons  onus  occuper  dans  ce  memoire 
est  celiii  qu'on  trouve  dans  l'arlicle  23(>.  des  „DisquisitioneB 
Aritlinieticae",  savoir:  „Etant  doiin^  deux  t'omies  quadratiqae^ 
dont  les  deterniinantes  sollt  en  ratsnrt  de  nombres  carres,  on  se 
propnse  de  trouvei  une  troisienie  Torme  composee  par  celles-ci," 

La  Solution  de  ce  probleme,  le  jdus  important  dans  la  th^oris 
de  la  composition  des  formes,  donn^e  par  M.  Gau^s,  est  anan 
ingeiiieuse  que  difficile,  parceque  l'auteur  a  eupprime  tout-ä-fail 
Tanatyse,  par  laquelle  il  y  eet  narveau  et  qui  exige  des  consid^ 
rations  tres  delicates.  Les  rechercheg  que  je  fis  dans  cette  vnfl 
nie  Srent  troaver  une  Bolution  fond^e  Bur  des  consideratioDS  It^ 
simples,   qui  sera  peut-ätre  agreable  ä  ceux  qui  aiment  la  throne 


Je  cnntmence  par  resoudre  le  problemi 
US  aurons  ä  nous  appuyer  dans  la  suite. 


Euivant,    sur  le  qael 


„Les  6ix  nombres  P,    Q,    R,  S,    T,    V  6t&ut  doanii. 

on   se  propnse   de  trourer    huit   autres   iiombres  ;»,  f>'i 

p",p"'\  ri,  g-,  fj",  q'"  lels  qu'ils  satisfont  aus  equationssiii- 
pY-q'p"'=T.    p"q'"-f/p-'=U,    que    nous   designetOM 

■     11  y  a  pluaieurs  cas  ä  distiDguer. 

M 

r 

Im 

P.    Lorsqae  Iqs  troU  nombres  Pp  Q^  /Z  ,iie  a'^vanonissent 

naitan^mebt,  il  siiit  des  trois  premieres'  ^quations  Sl^y  que  les 
»mbres  p,  g  w  peuvent  etre  nuls  tous  deux,  et  qu'il  eo  existe 
tr  coBi^eqatirt  /im  iplus  ^rand  diviseur  conmaii  il^qfai  mesureles 


\   g"\   satis&isantes  aux  trois  premieres  öquations  Si, ,    seront 
»fnp^i^^s  danst  les  formulea  si^ivaptes: 


p 


■  t. 


Ä  .^p. 


•';.'-".  ,    •  :       ■      •  j     .  ,-,  .  .  .     >      ,     • 

r  ^^  Z!'  reprdsentant  «les^  nombres  Untiers  qiielconques.   Ces  va^ 

urs.  ätsnt  ^ul^^titu^l^s^  ^aoa  4^  tcois  dernieres  equations  df^^  qel< 
s-ci  seront  rempiacees  par  les  suivantes : 


s-ei  seront  rempiacees  par 


s^f^^fii-i  T^^ffiS+ff,  v=r^'-rp 

»uuelles  il  est  ^^vident  que'.les  Aojübres  8^   T,'  ü  sont  divi- 

-  P      Q      R 

bles  par  le  plus  gratid  divlseor  coriim'tih  de  -r  >    y- »    -r-  >     que 

ms  däsieberons  par  fi.  Ce  nombre  jei  sera  donc  facteur  des  six 
»mbres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü,  par  cous^quent  de  leur  plus  grand 
yiaeujr;  ,<yi|iimup  ifc.  De, plus  si  notis  diisisnona  le  pjus  grand 
iTisfeur  commun  des  trbis  nombres  P,  Q_,  R  par  £,  nous  aurons 
:^'^|i:'*  tmaginezvoti^  malntenant  on'on  ait '  dätettnii^^  les  nom- 
res  p,  q,  c  de  sorte  que  pP+qQ  +  tÄ:^^,  ce  qui  peut  so 
iji|e  4'wi^  infinitä  de  mauieres^    vous  au^rezs  ä  i'aide  des  valeurs 

•.   f       »<:i--    V'      .   -^      ^\      >■'    ".i.'ilij;'     -    -:        -n      .•  .-j      ;/i;      -ffr."'-.«.   e         '*, 

'MMit'>^l  i^' p/l+q^'^Vi»  Substltuezenfifi  ce»  vaMiirs'<de 
'fU  f^  diaas '  !e»  Wpresrfons  de  p' ,  q*\  p"  ^Mf'\  pF' ,  j^^yTöbs 


ep"  =  (i(nJl>  +  « j^-)  +  rp  O—ppS, 


od  il  inipotte  <le  remarquer,  que  les  nombres  fi^  +  to^,  (ttfi  +  u^ 
satiefont  ä  requ^tinn  px  —  r/y=e.  IJemarqnons  en  dernier  lieu 
que  les  equalione  Si_  ne  peuvent  etre  TOtifiees,  ä  moitis  que  lequa- 
tiun  PlJ^HS  —  Qr~0  ne  soit  rem|)lie. 

C'est  par  cette  analyse  qu'on  est  conduit   h  la 

Solution.  Soit  e  le  plus  grand  dlvisenr  ronimun 
des  nombres  P,  Q,  R.  k  celuiSes  nombres/».  Q,  R,  S. 
T,  U,  n  diviseur  quelconque  de  Ä.  Ce!a  poee,  le  non- 
bre  e  sera  diviciible  pat  k,    en  coDsequeuc«  par  fi,,    d'sft 

—  sera  un  entier,  qiie  nous  designons  par  it.  Maintr- 
nant  ei  l'nii  prend  des  nombres  p ,  q,  dont  k  est  leploK 
grand  diviseur  conimun,  qu'on  deterniine  cinq  nombrei 
p,  q,  c,  93,  t)i  de  eorte  qu'on  a  pP^qQ  +  tR=^e,  py~gfl>=t, 
et  qu'on   lasse 


e(/'=<pP+(iqS+eqT 
er/'  =ipQ-i^t:q  ü~pqS 
e.q'"—tpR—pq  r— qy  Ü 


£p-=il>P^qpS+tpT, 
cp":=it/Q-i-cpü—ppS, 
ej{"=  ^R—pp  T~c\p  O. 


eront   entiers  el 
que    l'equatiaD 


les  nombres  p,  p',  p",  p" ;  q,  q',  q",  q 
TeTifieront  les  equations  &(.<  pou 
PÜ+RS~QT^O  ait  lieu. 

Demonstration.  1.  Les  nombres  p,  q  sont  entiers  par  rby- 

SotheHe;    les  nombres  p',  p",  p"';    q' ,  q  ,  ^  d^termin^s  ä  l'awij 
es  equations    ci-dessus,    le  seroiit  aussi,    parceque   les  nor 
P,    Q,   R  soot  divisibles  par  »,    les  nombres  p,   g  par  iL, 
les  nombres  S,  T,   V  par  k,  dea-lors  par  ji, 


V"v9"; 


rrby- 


U.     En    sübstituant  les    valeurs    des 
dans  les  expressinnsp^' — qp',  pq" — qp",  pq^'—'qp'",  etc.,  en  avsn' 
egard  aux  equations  p/*+ilQ+tß=c,  p(p~q^~e,  PU+RS-^QT 
=0,  on  verra,  que  les  Equations  ^  sont  v^rifies. 

'2".     Fassons    au    cas   oü    les    nombres   P,    Q,   R  sont  nuk 
Alors  des  equations    P^O,    Q=(i,    R=0    on    deduira  aisämen' 


r  9=0,  p=0.     Maintenant  si  l'on  determiD*  Ul  I 
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iS  .  ,y 


Isli 


Ä  <.   -;»' 


T         »' 


{? 


Z*,  f  d^sigoant  des  entiers  quelconques.    Ce's  valeürs  ^tant 
stllB^es.  dfios  la  derni^re  equaäon  p^cff-r.q'/p"'^  U,  celie-ci 


Ce's  valeürs  ^tant  sub- 

ci  sera 

T       'S      *  * 
itoplac^e,  par  la  suivante  f-r  —  f'-r-^^JJ,    de    laquelle   U  est 

^fident  que  £7' est  divisible  par  lie  plui^  grand  diviseur  comiÄuR  de 

¥*'  T'     .^^  ^^^^   designoDS  par  fi.    Ce    nombre  fA  sera  donc 

fceteür  des  tk'ois  nömbres  Sj  T,  U,  en  consequence  de  ieur  plus 
■rand  diviseur  comuiuD  k.  Nous  aurons  en  outre  er^ilfi^  e  etant 
le  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  nombres  S,  T,  loiagi-^ 
MS  vous  inaintenant  qu'on  ait  d^termlnö  les  nombres  8,  t  de  sorte 
qae  sÄ  +  tTsse,  vous  aurez 


«  ötant  ^gal  h  Bf+if.    t)e   \k 


t 


.r  ■ ,  : 


ef=S(iiq>+(o^)+tq'V 


p' 


ep"  =  S((i^  +  a>f)+tp'V, 

cp*=  r((ti|;+ 0»^)— ap'  t^; 


'.1.' 


itil'll  importe  ;de  remarquer  que  les  nombres  (Kp-^-mf^,  fÄif^-f<<>^ 

«aibfoDt  k  r^qualioD  p'a — q^yz=:e,    Ainsi  nous  sommes.  pdtvenus 
i  ieette 


A|.; 


'!.  iSq/acttoM.  SvppQsä  que  les  nombres  jP,  Q,  jßsoient 
mlsr  maiB  iS,  7  ne'S'^vanQujssent.  tons  deux,  soit  re 
li  pins  grand  diviseur  commun  de  S,  Ty  k  celui  de  S^ 
^^nD$  fA.  diviseur  queicionq]iLe  de  Ar.    Gela  ötant«  e  aer« 

illvisibie  par  k,  en  eonc^quence  par  ft«  d'oü  —    sera    un 

^%tf  er  que  nous  di^signons  par  it.   Prenez  deuz  nombres 
^»  g'»  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faites 


e)f=tpT~aq'XJ 


nbres  q,  ij',  q",  etc. 


qiie  s,  l,   ip,    ^  BqU^fasseut    aux    «quati.«iu 
,  p'9— */>==,«,  et,,p#«e*-,.i',L,,  I..        .  .-.j  -.1  u  . 

^  =  0. ' "* 

iroot  entiers  et  verifieroot 

'fait  semblable  a  )a  pr^cädente. 

3^.  Lorsque  les  cinq  nombres  P,  Q,  R,  S,  T  sont  nds, 
mBU,U  u'est  pas  nul,  on  aura  uon  seuleinent  o=0,  p=0,  eomm 
(lans  le  Dum.  2°,   mais  aussi  f/'^Q,  p':=0'*).    Sup^iose  doncp={^ 

3=0,    p'  =  0,    g'=:^0,  les  cinq  premi^res  equations  &(   oat  lien'at 
ne  reste  Je  satUfaire  qu'ä    la    derniere  p"e/"—o"p''^0.  Ceet 
ce  qui  e'effeetue  eo  prenaiit  deux  Domhres  p''-  '•"- 
iilus  grand  diviseur  commun,    «t  faisant 


les    öquations    il_. 

La  d^monstration  est  tout-i 


,  dont  l  eat\e 


U  . 


*t+^'t' 


i,  etaiit  diviseiir  quelconque  de   U;  9),  ^   des  racines  quelconquef 
de  l'equation  p"cp  —  q"i^  =  l,  f  un  nombre  arbitraire. 

4^  EdUd  le  cos  oü  les  six  oombres  P,  Q,  R,  S,  T,V 
s'evatiouissent,  est  si  simple  qu'il  dg  Taut  pas  s'y  arrettt 
long-temps.  ■  ,  ■  -^i ' 

Nous  alloiia  maititenatit  appllquer  ces  r^sultats  au  problina 
mentioniie  ci-degsus. 

Soient  f...{a,  6,  c),  f'...{a',  6',  c")  les  formes  donn^es,  «lont 
les  diiteriiiinantes  sont  eii  raison  de  Donibres  carres  et  de  ndne 
eigne,  soit  cn  outre  m  le  plus  grand  diviseur  comman  ^e  (i,''Ui 
c;  m'  celui  de  «',  20',  c';    D  celui  de  dm'in',   d'mm  et  de  mäme 

signe  que  d,'  d'.  Cela  pose,  les  racioes  Xj  jz,  V  ^  ^^H'tt 
'1,  positifs  ou  negatifä,  que  nous  disignei^ 
i   des   nombres  entiers,    Premiers  entre  e^ 


des  nombres  rationeis. 


n  +  bn',   l,'n- 


,  que  nous  disignt 
I  entiers,    premiers  entre 
,    c'n,   cn'  des  nombres  eo6m' 
.    ^,  H,  S.   T,   ü.    Cest  ce  qu'on  trno« 
demODtr^  dans  l'articie  53ß.    des  „Disq.  Aritbm."    Je  dia  de  pIn» 

Sae  les  nombres  P,  Q,  R,  S,    T,    V  setant  premiers  entre «ux. 
ri  effet,    en    faisant    31«+ 9BÖ  +  C<-  =  m  ,  2t'rt'+2ö'Ä'+€'Ct=iil'' 
(Dieq.   Arilhra.    art.    40.),     il    vieiit     2I/>+Ä(K— Ä)  +  (U/=Wli', 


VQ+3i'(R+S)+^'T=Hi'a,  d'oü  l'pn,  yoU  qiie  les  nombrea  P.  Q, 
K,  S,  T,  U  fi'o)Lt  il'Hiitre  facteur  commun,  que  tel  i|ui  mesure 
Psimultaaement  \es  nombres  ntn',  »i'n,  suppos^s  premiGrs  entre  eus> 


Maintenant  cn  s 


F...(A,B,C) 
jubsfitutiori 
^talilis  par 

nombres  de 


laj^inant  que  U  forme  cbi 
est  trän sfor DIU ble  dans  le  nroditit//''  au  mnyea  de  la 
p.  ü',  p",  p'";  q,  tf,  tf,  tf",  daprts  lefi  princiijcB 
H.  Gauss  il  ne  s'agit  que  de  deteriiiiner  i:es  buit  i 
teile  sorte  qu'Us  eatisiont  aux  equiitlon»  pq' — qit'  =  P,  p«" — op" 
'»■9.  P9'"-?.P"'-Ä.  pY~q-p"=S,  pY-^,,-p'^'=^T. /q^-fp'" 
etJ,  et  qu  ils  renderit  enti^rea  les  vuleurs  de  A,  B,  C,  deEer- 
3  des  equations  Ann' =  f^q" —  qq'",  1Bnn''=p'q'" 
f/'p",    CnrL'^-p'p"  —pp'". 

Of  d'apr^s  ce  que  nons  avoos  trouvd  plus  baut,    pour  satis- 
pire  ä  la  premi^re  condition,    od  a 

1°.     LoTsquG   les  nombres  P,    Q,  ß  ne  aont  pas  nuls  simul- 
möment: 


lq'=tpP  +  HtlS  +  tqT 
lq"  =  <pQ  +  Vi/V-pqS 
lq"':=(pIi~pqT-c\qü 


lp'=itiP-{^(ipS  +  tpT, 
Xp"=ipQ-^tpü—ppS, 
ip"'='yjß— ppS— qpU; 


oü  il  est  le  plus  ^raiid  diviseur  commun  des  nombres  P,  Q,  R; 
>  et  7  deui  nombres  «luelcontfues  dont  i  est  le  plus  grand  divj- 
leur  commun,  p/-*+qQ+rß=l,  pro — o^=;i.  Je  ftiis  remaruuer 
me  l'equation  PU+HS—QT=0  a  lieu,  car  on  a  on'.tV 
V  (b'n-\-bn')(b'n  -bn')—a'n  .  t'n  —  {b'l>'~a'c')nn  —  (A6  — «f)ji'n' 


Je  dis  maintenant  q 
f,  ainsi  dritermines,  it 


qy—qq"' 


pq'"\qp"'"P'q"- 
2nn' 


pY—pv'". 


Pour  faire  voir  cela  je  ddveloppe   lee  quariHtes  lX{q'q''—qr^] 


Sij'.io"  —  ^■^'" ,  U{pq"'  +  qp"'  —  p'q" ^  q'p")  =  i.p 
^iLq.i.p'^—ip'.Xq"—Xq:Xp",  U(p'p''^—py)=lp'.lp^~).p.i.p' 
Ikettant  pour  les  produits  Xq',  iq",  Xq";  Xp',  ip",  ip'"  leui 
pas,  et  prenant  o(pP+qQ-|-rK),  pCpP+qQ+cK)  au  Heu  d 


leurs  va- 
de  Af , 


xxWq"-qr) 

^=ipq)PQ  —  prpgP{R+S)~^,pqQ(R~S)—i:ipq(R/i-PÜ-QT) 
H-  ppqqPl'  +  mqlQ  V  +  tcqq  T  U 
+  pvqqTiR-S)+qtqqü(_R-i-S)  +pc\qq(PÜ+RTS^,  .\a 
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+t(p(p+q^)  (RR^Pü^Hl) 

'-2ptpq  TiR-S)  -iqtpq  U(R+S)''2pqpq(PU+Q  T-ÄS). 

La  valeur  de  IMp^^'-'^pp^)  est  entierement  semblable  a  ceUe 
de  IHq^q^'-^q^'),  de  laquelle  eile  sort  en  mettant  fff,  p  kU 
place  de  (p,  q» 

En  substituant  pour  P,'  Q,  R»  S,  T,  {7  leors  Talears,  ob 
Terra  que  tous  les  termes  de  la  premi^re  expressiön  contienneBl 
le  faeteur  nn'9  et  ceuz  de  la  läecoDde  le  factenr  2ttn\  attendaqne 

RR  -  Pt7—  Q7'=:266'nn'+  dn'nf^dfnn, 

PU+  QT  -  SS  =266'nn'  -rfnV— rf'»», 

dn'n'      d'nn  , ., 

— r== — ;  —Vdd\ 

ou  la  quantit^  \^dd'  est  ud  nombre  entier,    qae  nous  ddsignoi» 
par  jd.    De  lä  il  vient 

=  fptpaa' — 2ab'\>q>q — 26a'<)9>^  —  2(  W + ^ttpq 
+  ac'pp^^  +  ca*c\c\qq  +  cc'rt;9^-|'26c'pr79 
+  2i?6'qc99  +  2(66' —  ^)  pqy^ , 

[2]     2^.  {pfArqp'"-py-q'p") 

=^q)ilfaa'  +  a6'p(pg)+5ri/;)  +  6a'q(/^+yrJ;)  +  (66'+  J)Klpfpirft) 
—  ac'pppq — ca'qqp^  —  c&ttpq  —  Ib&ptpq 
— 2c6^qr/>9  —  2(66'— ^  pqpy, 

[3] ^(p'p"~pp^) 

=t/;i/;aa'— 2a6'pi(;/?  —  26a'qtf;;> — 2(66'  +  jif)tiffp 
+  a&pppp  +  ca' n:\pp  +  c&ttpp  +  Ib&ptpp 
+  2c6'qi:/3a»  +  2(66'— z^  pqpi? . 

Nous  demontrerons  aetuellement  que  au'  est  divisible  par  iU» 
«6',  6a',  66'  +  ^  par  l. 

Ed  effet  il  rösulte  des  congniences 
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i«n'»0  (msiti.l)«  d^sO  <mo«L;i)>  6'tt  +  6n'sO  (mod.1) 


'!• 


i^fi'^O,  aft'n^O,  d'ou  aö'.mn'^O»  ab',mfn=0  (mod.  X);  or«  le 
OS  graad  diviseur  commun  de^  prqduits  ab^mn'^  ab^m'n,  c'est  ä 
Ire  ab'y  sera'divisible  par  A  de  meme  que  chacun  de  ces  produits. 

D'une  maniöre  semblable  on  dämontre  que  ba'  est  divisible 

IT  L 

En  troisi^me  lieu  on  a 

n{bb'+J)=bb'n+dn'=b(b'n+bn')'^acn' , 
in^bb'+/f)=U/fi'+d'n  ==  &'(6'n+*)i0— a  V« ; 

ir  Suite  (bb*+J).mn'^,  (bb'+J).ni*n=^0  (mod.  X),  d*oü  comme 
r^cädemment  66--f  ^=0  (mod.  X;.         ' 

On  a  eofio  aa^.mn'^0,   aa^m'n^O  (mod.X),    d-oü  aa'^O. 
Qod.  k),    Maintenant  d'apres  ce  qu'on  vient  de  d^montrer,  il  suit 


t  •  > 


»Mi<.(*'*-4«<:|s=a6'.tt'«i-6a'.on^a''   --^^      '  '         '      ^' 
,   oa':*?«  pi  ßb'ib'n  +  6n')  •-  ön' (66' + A)  =0 
aa'.cn'=6o'  (6'«  +  bn)  -v;«'«(W:+ A>^a 

onc  le  plus  grand  diviseur  commun  des  produits  ä  jauche,  c'est 
dire  aa*,   sera  divisible  par  kl   de  meme  que  chacun  de  ces 
roduits. 

En  r^unissant  ces  r^suitats  on  voit  que  le  premier  membre 
ans  chacune  des  equations  [1],  [2],  [3]  est  divisible  par  XX,  cc 
a'il  s'agissait  de  demonter.  ^"^^ — ' 

2^.  Si  les  nombres  P,  Q,  R  s'^vanouissent,  oü  an'=:09 
n=Oy  b'n-{-bnf^=iQy  il  vient  azrO«  a'=09  les  quantitäs  n,  n' 
'^tant  pas  nulles*).  De  plus  le  nombre  5  oe  s'ävanouira  pas, 
ailleurs  on  aurait  A^O^  o'=0,  par  consequent  d;=bb — ac=0, 
'=b^b* — aV=0,  contre  Thypoth^se.  Donc,  en  däsignant  par  k 
»  plus  grand  diviseur  commun  de  Sy  T;  par  p\  q*  deux  nombres 

'  1     *  -     -   1       •  1  diviseur  commun^    faisant 

avoir 


uelconques,  dont  X  est  le  plus  grand  dn 
fisuite  6S  +  tT=A,  j»'g>— /i/;=A,  il  faut 


^=0 

kq^'—fpS-^-tq'lJ 
kq"'-(pT"8q'U 


p  =  0 

kf—n,T-'eip*ü. 


*)  Si  on  avait  ;i=0,  n'=;=0,  il  r^sulterait  en  cons^quence  des  4qua- 
>D8  drrzDnn,  d*^=^Dn*n*^  d=^0,  «f'=:0;  or,  ce  cAt  est  exclo. 

Theil  \ni.  %\ 
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Les  nombres  p,  p^,  p*'  etc.  i^tant  ainsi  dtonnin^,  «n  dö- 
montre  par  une  m^thode  enti^rement  semblable  ä  celle  quo  noui 
aFoos  employäe  dans  le  premier  cas,  que  les  nombres 


7in' 


2nn 


sont  entiers.    En  effet  il  vient 


U 


nn 


7  {py-ppn 


d'oü  i'on  veit  qu'il  ne  reste  qa'ä  dtoiontrer  que  les  Dombres  2M', 
bc*  renferment  le  facteur  iL  U  aait  des  coBgruekices  ^»'^-^4^=0, 
&n=0  (mod.  X),  bc'.mn'=0,  bc\m'n=0  (mod.  iL),  d'ou  b&=0 
(mod.  X).  Ed  outre  ^ftn'^),  26'n=0,  par  coDsäqnent  2ift6'.init^ 
266'.77i'n=0,  donc  '2bb'=0  (mod.  i). 
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iii.i^rij9c]i;e  IKTäheriiii^sniethoile  zpr 
ektiflkation  und  Qiuailriiliir  des 

■  Kreisei^v   ^ 

Von       :   ■ 

Herrn  H.   Scheffler, 

nducteur  bei  den  Herzoglich  Bratinschweigitchen  Eiseftbahtien. 


t    ^  ■  >■       .       '     -  I  *    ;  I 


e  bequeme  eeometrische  Konstruktion^  welche  näherungs- 
ii^  llftQg^  des  KreiAiimfangeB  und:  den  FJächeoinb«Ui,aM 
liefert,  ist  zuHeilen  eben  so  erwünscht^  als  eine  auf  die 
lung  dieser  Grössen,  nämentticfa  der  Zalil  fv,  abzielende 
In  wissenschaftlicher.  jBeziehung  ist  nbei^  eine>)Solche 
[ktjpii.  von  noch  grö^sei^m  Interesse ,  besonder^  wtofi  die^ 
edbn  Grad  von.  Ann^erung  gestattet.  'Ich  glaube^  «dass 
abstehende  Metbodi^ .  zu  den  einfachsten  gehvrt,  ..weiche 
luden  werde;D  Jcunneii.  ...;  ,',.• 


1.)    Hektifikation  des  KreUes. 

■  •  '  .  •  '    ■       •  .     I  •    '';  ■ 


•  ■  • !    ;    •  i  •    I 


nn  AB  (Taf*  yg..,%.  40  dcnr  mit  4^f9  .9albiQe«sW'.04 

ibene   Kreis  ist;     so    werde  AM  perpendikuJar  auf  dem 

esser  AB  errichtet.     Man  halbire  aurch   AC  den  Winkel 

durch    AD   den  Winkel   MAC,    durch  AE  den  Winkel 

durch  ^Fden  Wij^d  i^£(tt.4i.  f.,    ziehe  darauf  in  B 

^   das  Perpendikel  BC  bis  zuiii'  Durchschnitte  C  mit  AC, 

C  auf  AC  dae^  Perj»endi|i;e]  CD  bis .  zum,  DujGhspkntttß 

ihtiitte  £  mit ^£ '^  ♦;  r/  'T  '  -^  ./t^i.rr,.  h?>^ 
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Jetet  Bind  AB,  AC,   AD,  AE,  AF Linien,   welche  det 

Lfinge  des  Halbkreises,  also  dem  Werthe  von  n,  wenn  Avr 
Halbraesser  OA  gleioli  der  büngeneinheit  ist,  bis  zu  jedem  In- 
liebigen  (irade  vou  Ä|)pTnxiroation  näher  kommeD.  Die  Annähe- 
rung geht  übrigens  mit  raschen  Schritten  vor  sich,  und  es^inii 
nur  wenig  Winkelhalbirungen  erl'orderlich ,  um  mit  ziemlitlic! 
Genauigkeit  den  Punkt  Iß  in  der  Linie  Alß  zu  erkennen,  »t! 
eher  streng  genommen  erst  nach  unendlich  vielmal  wiederhotlcr 
Operation  erreicht  werden  würde,  um  in  der  Linie  AM  die 
Lauge  des  Halbkreises  darzustellen. 

Der  Beweis  zu  diesem    Verfahren   kann    ganz  eiementai  ge- 1 
Itihrt  werden.     Man  braucht  nur  die  Linien  CB ,  DC,  ED,  FE.^\ 
bis  zu  ihren  Durchschnitten  li,  Bi,  B^,  B3...  mit  der  Lin" 
zu  verlängern ,    und    um    diase    Durclischnittspunkte    ^ich    Krfise  | 
resp.  mit  den  Halbmessern  BA,  B,A,  Bi,A,   B,A:-  beschrielw 
zu  denken.     Der  Kreis 


vi>m  Dalbm 


0A  = 


I .  OA  enthSlt   alsdann  die  beiden  Put 


1  Halbmesser  BA  = 
A  und  C, 


dass  AB,  AC,    AD,   AE,   AF....  Sehnen    sind,    debeiH   .fa, 


diesen  Kreisen    die    Zentrums^ 


nkel 


4 -16 " 

eben,  deren  zugehürige  Perl pberi est ßcke  genau  gleich  der 
des  Halbkreises  AB  sind.     Es  sind  alsoniet  der  obigen  Mi 
nur  die  betreffenden  Sehnen  fiir  die  zugehörigen  BSgen  gea 
was   der   Wahrheit   um   so  nSher  kommen    muss,   je  er^ser 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises,  je  flacher  also  d er  r  " 
solchen  Sehne  gehürige  Hogen  geworden  ist. 

Durch  diese  Koostruktion,  welche  ich  bereits  in  einer 
über  die  imaginären  Zahlen  mitgetheilt  habe,  hier  abernocl: 
weiter  auszudehnen    beabsichtige,    lindet  sich   auch  auf  ganz 
fachem  elementaren  Wege  die  bekannte  Formel 


welche  bequem  dazu  dienen  kann,  den  Grad  der  AnnlbenM^  ^_^, 
obigen  Werlbe  von  AB,  AC,  AD...  zu  ermitteln.  Mao  toOif™" 
aäntiich,  wenn  man  den  UälbvtvessGT  OA^^X  setzt. 
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-<IC=-^  =  2V"2  a=3,82S13. 


COS-J 


1t      n 


s3,06147. 


r  . 


AE=:——~ =3.12146, 

7C  7C  n 

co«jcasg-co8-jg- 
i  Afxs =3,13665, 

7C         n  7C  fC 

COSjCMg^COSjgCOS^ 

'^■^=-'^,c      n      \        n        n  =3,14033, 

cos  J  COgg^  cos  ig  cos  g^  COSgj 

AH— — -? =  3,14128. 

Da9S=:3yl4159...ist;  so  folgt»  dass  schon  bei  Tier  Winkelbalbi- 
mgen  der  Näherungswerth  AF  nur  um  ^t^q  zu  klein  ist. 

Man  kann  sich  übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
frtheil  über  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  Nä* 
emngswerthes  AF  verschaffen.  AF,  wie  jeder  andere  der  Tor- 
tehenden  Mäherungswerthe,  ist  nämlich  zu  klein.  Verlängert 
lan  aber  die  Linie  EF  bis  zum  Durchschnitte  N  mit  AM,  so  ist 
UV*  ZQ  gross;  denn  man  hat 

AF  2 

AN=:  =: ■■ 

9r  n .      9SC0S  n        n         n 

cos  ÄS         cos  2r  cos  R»  T3  cos  oo'COS  7%Q 

nd  da 


7C  n  yc  7t 

COS-^        COS^COS  j5g«-C0S55 


it;    (SO  ergibt  sich    nach    dem   vorstehenden    Ausdrucke    für    n 

Der  Werth  von  n  liegt  also  zwischen  AM  und  AN,  kann  also 
•U  zwischen  ungemein  enge  Gränzen  eingeschlossen  werden. 
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Die  vorstehende  Methude  hat  vor  vielen  anderen  nocttldeo 
Vorzug,  dass  sie  sich  mit  derselben  LeichU^I^eit  auf  die  Rektifi- 
kalion  j^a^aai rthtdie bitten  Kre'isbogena,  t£era«lbe  mag  klclna 
oder  grüseer  sein,  als  der  flallikreis,  in  Aiiivenduiig  brifigen  lässt 

Wärein  Taf.VII.Fig.5.  der  Bogen^Äzurektifizir^n;  so ziehtimaa 
den  Halbipesset  OÄ,  ferner  die  Sehne  AB  und  legt  Aüt  uer- 
pendikuhi' ^ilf  OA.  Darauf  halbirt  man  durcji  AC  den  Wiuliel 
MAB,  dann  durch  AD  den  Winkel  MAB,  tfam*  dureh  AE  den 
Winkel  MAC,  daim  durch  AE  den  Winkel  MAD',  dann  diiKli 
AF  den  \Vinkel  jtfJfi  u.  s.  f.  {Wäre  ein  B«pen  wie  A£B\ 
welcher  grusser  ist  als  der  Halbkreis ,  zu  rektiuziren ;  so  tn'irde 
man  ebenso  durch  AC  erst  den  Winkel  MAB'  zu  faalbiren  halieo 
u.  s.  f.)  Errichtet  man  nun  in  B  auf  AB  das  Perpendikel  BC, 
dann  in  Cauf.  .JC'das  Perpendikel  CD,  dann  in  D  auf  ^Ä  da« 
Perpendilifef  /)ß,  dann  in  E  auf^E  das  Perpendikel  £F  w.'k.f.; 
so  sind  die  gerndeu  hinten  AB,  AC,  AD,  AE,  AF  a,  w.  f.  die  gesuchten 
Näherungsn-erthe  fQr  den  Bogen  AB.  Die  vollstündige  Rektifi- 
kation ^^jJjdQ  nach  unendlich  vielnial  n-iederhnlter  Operation  eiue, 
in  ^jWfänende  Linie  eri;eben,  dwen  Endpunkt  3t  sich  idif  alle) 
derjenit^en  Genauigkeit  beslinitnen ;  Rläst,  die.  äbärbaupt  bei  der 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Punkte  erreichbar  ist, 
besonder^. tvena  man  unterhalb  der  hin'ieAlU  eine  der  obigen  svn- 
metrische't'lgur  entwirft,  wodurch  der.  Punkt  J>t  awisehen  sWei 
immer  näher  zusammenrückende  Punkt»  F  mi,  liegen -kommt 

Der  Beweis  ist  dem  früheren  durchaus  ähnlich. 
"''iV^nit   der  Halbmesser    OA  gleich  der  Läo^efteliAeit  genom- 
men und  der  Bogen  AB^a  o^esetzt  wird;  so  ist  die 


und  es  findet  sich  Rir  den  Bogen   AB= 
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Auch  hier  sind  die  Näherungswertbe,  wie  z.  B.  Ä  F,  sKmmt- 
ch  2U  klein.  Veriänsert  niaa  aber  EF  bis  zum  Durchschnitte 
f  mit  AM;  so  ist  AN  zn  gross,  und  man  erlcennt,  zwischen 
'eiche  enge  Grenzen  man  bald  den  wahren  Werth  des  fraglicheo 

rbogcns  ernfichliessen  kann- 
2.    Quadratur    des  Kreises. 

Da  in  Taf.VlI.  Fig.  4.  AM  gleich  der  Länge  des  Halbkreises 
,nd  in  Taf.  VII.  Fig.  5.  AB  gleich  der  Länge  des  Bogens  AB  ist; 
o  tnuss,  wenn  man  die  Linie  OM  zieht,  das  Dreieck  AOM  in 
Paf.Vll.Fie.4.  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  und  in  Tal. 
n\.  Fig.  €.  gleich  der  Fläche  des  Kreisausschnittes  AOB 
leiD. 

~  Uflberttägt  man  nun  irgend  Eine  der  NähecDogsItDi«»  AB, 
AC,  AD...  auf  AM,  sodass  z.  B.  A!W=AD  gemacht  "ird^  so 
iteUt  das  Dreieck  AOM  einen  Näh enings werth  lesp.  fiJr  deb  HkOr-: 
'miis  10  TaCVH.  Fig.  4.  oder  Tür  den  Kceisausschuitt  in  Taf-  Vtk 
Rg.  3.  mit  demselben  Grade  von  Genauigkeit  dar,  welchen  dlft 
Länge  AJi  als  Näbeningswerth  für  deu  Bogen  AB  besetzt 

Auch  die  Dreiecke  AOC,  AOD,  AO£.  AOF...  würden  Nä- 
herungswerthe  für  die  genannte  Flache  sein.  Dieselben  entfer- 
nen sich  jedoch  etwas  weiter  von  der  Wahrheit,  als  die  eben 
lie§chriebeuen. 

Legt  man  in  Taf.  VlLFig.  5.  durch  B  die  Linie  Bm  parallel 
IQ  OA  lind  zieht  mO;  so  findet  man,  d.i  nun  das  Dreieck  AOm 
s  dem  Dreiecke  AOB  ist,  in  dem  Dreiecke  mOM  unmittelbar 
iuen  Näh erungs werth  für  den  Kreisabschnitt  AB. 

Sind  c,  d,  e,  f ...  die  Durchschnitte  der  Linie  Bm  resp.  mit 
Bö  Linien  ÄC,  AD,  AE.  AF...\  so  können  auch  die  Dreiecke 
OC,  dOD,  eOE.  fOF...  als  Näherunge  wert  he  liir  den  fragli- 
lea  Kreisabschnitt  angesehen  werden,  welche  jedoch  nicht  gans 
\.  genau  sind,  als  der  Werth  des  Dreiecks  mOM,  worin  AM 
~9.  =  AC.  AD.  AE,  AF....  gedacht  wird. 

inkt  m   wird   die  Länge  AM  des  KreiebogenM 
e  von  folgender  Beschaffenheit  zerlegt: 

!),  entspricht  ein  Kreisausschni  tt, 
ecke  AOB  gleich  ist; 
■  Stocke  mjH,  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreisausschnitt, 
welcher  dem  Kreisabschnitte  AB  gleich  ist. 


.V...  .-  XX.V. 

Veber  die  Bewegani;  eines  Kalvani- 

sehen  Drahtes  unter  dem  Einanss  des 

Erdmasnetlsmas.  —   Reduktion   cioi- 

ser  Integrale  auf  elliptische 

Funktionen. 

,  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vuratand  der  hrihern  Bür^rschnle  sa  Ettenfaeim. 


5.  I. 

Vom  Punkte  P  (Taf.  V.  Fig.  5.)  Iierunler  lifingt  ein  1 
PQ,  der  von  einem  galvaoiscbeD  Strom  ilnrchlaufeD  (rird.  I 
Draht  ist  um  P  bevreglich,  kann  a)>er  um  O,  das  eeiiLrecht  m 
P  liegt,  bloas  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  beschreiben,  j 
Punkte  S  (unter  dem  Kreis)  wirkt  auf  ihn  ein  magnetischer^ 
pol  (Nordpol  der  Erde);  welches  ist  seine  Benenne  in  dem  I 
gel,  dessen  /Ise  OP=h  ist? 

(Wie  die  Bevvcgung  mügÜch  sein  kann,  kann  man  aus! 
daneben  stehenden  Figur  ersehen,  wo  das  Ende  des  Drahl^ 
das  durch  Kork  gesteckt  ist,  auf  Quecksilber  schtvimnii). 

Man  wähle  die  Äsen   Ox,  Ov  in  der  Ebene  des  Kreises,  J 
dass  $  in  der  Ebene  xt  liegt;    die  |i<isitive  Seite  di'r  : 
oben  gerichtet.     Sei  die  Länsje  OS=k,    und  S  der  Winkel,    . 
OS  mit  der  Aie  der  t  macht;    al»daiin  sind  die  Koordinatm  * 
Si&s'mS,   0,    /icosä.     Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  sich  der  D 
in  PQ  und  sei  der  Winkel  xOQ  =  a,    so    sind    die    Koordiial 
von  Q:  rcoao,   raina ,  0.     Sei  ö  ein  Puukt  in  />Q,    QD= 
=1,  St  das  Element  von  l,    dessen  Mitte  I)  ist;    endlich  y 


IVinkel  PQO,   so  danK   1%-y  = 


\6\,. 
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Man  lege  nun  zuerst  eine  Ebene  durch  S,  P,  Q,  so  ist  die 
fjrleichung  derselben: 

— r£sindsina(Z  -|-  h) 
+  [rcosa(h+kco88)^hkain8}  T—rBlna{h+kco88)Xs=0 .        (!) 

Die  Kraft 5     welctie  5  auf  das  Element    d$  ausübt,     wirkt 
HOT  in  D  nach  der  Senkrechten  auf  ^eser  Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Linie  PQ  sind: 

rcostt^ 

Ji-^COSa«:  —  — "T — Z, 

I 

Fällt  man  von  5  auf  diese  Länge  eine  Senkrechte,   so  ist 
deren  Länge: 

j  V  [rcpsa(Ä+Äcos«)-AAsin«]«+i«sinMA+Acosd)«+r«A^sin«dsin««. 

Beisst  also  19  der  Winkel  der  Linien  DQ  und  SD,  so  ist 
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Die  Gleichung,  einer  Ebene  durcl|.  0,'jP,  Q  ist: 

)  V.    •'■•     •   1       ■■■•■•■.»      ■    .*/-'y;  ,  ,         *  i  .    •       ■: 

•  •  •  \      ■  I      t     ^i » 

— COS«.  F+sina.  -¥=0.  (6) 

t*  s 'der  Winkel  dieser  Elüebe  uad  (1),  so  istr     > 


COS  £  \     »  (6) 


Afaindcosa — ^(^v"f  ^cos^) 

V'pS^^c^ö^^^PJ^^^^^^^^^^^^ln^ ' 

an  zerlege  nun  die  in  D  wir)cen4^.  Kraft  in  zw^  ^n^ere«  wo- 
n  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  (5)  steht ,  die"  andere  in 
eser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die 
tztere  Kraft  keinerlei  Einflnss  ayf  die  Umdrehung  des  Drahtes 
a  PQ  ausübt.  Die  erste  Kraft  ergiebt  sich  aus  der  Multiplika- 
m  von  (6)  und  (4);  d.  h.  sie  ist:. 

f      »   ■     •  >  »   _  "\i  -  \.i 

7^  *  r  («Jj4py.-f  ^os5)*  +  (rcosa — s.cosycosa — Ä:sind)*n  ? 

L  +  (r.sina — s.cosysin«)*  Ji 


? .  ■  »    \ 


1  die  liintfernung  des  Punktes  D  von  OP  gleich  r — 5. cos/  ist, 
.ii^t  das  Momciif  der  Drehung:  - 


/     '  p(A*.siny  +  Äcosdi;^  +  (rcosa  —  s.cosycosa  -—  Aisin^)^"!* ' 
L  '\+  (»«ina — 5.cosysina)^  JI 

t' iS  einmägJietischer-&rdpo),  so  iH:<|;  ünendjich  gt<äriit,  um}  d1$h 
8  Moment  wird:      ;.-..     '  ' 

±  ^sr! <AMidböso"^-reolHf >(n-ii;d8s^} ;.  /  •  j ; )  .. ü [ ,  a  j <? 
:lint  man  es  auf^die  ganze  Drahtiänge ^d]^ . . so  erhält  man: 

±  ^-j-  co8/(sin}«indcosa — cosycos^) . 

»li.i    '"']}/•*    n.-:     '.-  :.i   I.  «ü'»  i'     ;.ii    .-.    i'f.il    -'Mit    :ji!  ;.  •-."-,.     ■  ■      .:, 

br  y^O  ist  ^i^^^  Grosse  negativ,  wenn  .maq  daM^6befi^^^<Zeiche|i 
thHr  ^'Mbie¥  dife  Kfaff  r^cMISufig  (iri^  d«r  Rlcmüi/^  def  ISeiget 
cmer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment:  '" 

^aUdinel  Avehiä^K^nkiBmtky^^eistA  auf  den  iWidtfratandiJ»  dien 
t^  Quecksilber  der  Bewegung^  leisM,  bezidit,  uiid/  setiti  man 
esen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
d  9  so  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 


«g: 


<0 


)sy(co§}'co8d — sinj^inScoso), 


nenn  p   das  Trägheitsmoment   des  Drahtes  in  Beaug  guif  (| 
Man  setze  hier    (  «7)  =^S'  ^**  ergielit  eich: 

2    n— +  ftr'.y  ^"ö"  ci)8>^co8)'cosö— siHjisinäcosor). 


Das  Integral  diei 


Ist     g^  =  0  fiir 


'  Gleichung  ist: 
flycosd —  g — ;  siny  CQsy  s 


•"VV* 


ei  ■ 


ist  C  leicht  zu  bestimmen.    Da, 

namentlich    wenn    ^^^  ziemlich  gross  ist,    e    P       bald  n 
sein  wird,   po  Icann  man  nach  kurzer  Zeit  setzen: 


/3q!\»       gP        .         Ä       P'" 


*"  gfir« ' 


-  atDycosyeän 


Ist  il  das  Gewicht  dos  Drahtes.  90  ist  ungefähr 


p=:Ä  /      {r~i.coBy)"8»  = 


also  93^^'  l^^nn  man  nun  k  im  Verhfiltniss  zu  6(i*el 
lässigen,  so  ergiefat  eich,  lur  einige  Zeit  nach  Anfang  d 
wegung : 

(sf)  ^(cosJ-tgysinÄcostt),  (10) 

welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  für  jeil 
~int  wild.     Hieraus  folgt: 


^m 


1  .^i 


^os 


a  j.  g« 


2fi     *  V  1  —  tgy.tgd.cosa 

8« 


•i.:!  ■■     .   :         _  -:.;        .-t.:«!) 


»■•:•■ 


2f*     ■   "^i/^    V  l  —  tgyt^dcos« 

inn  man  die  Zeit  (nachdem  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 
=0  an  zu  zählen  anßingt.    Da  immer  (öt )  >  0«   so    folgt  aus 


)),  dass 


1.    wenn  tgytgd  -.1«  a  von  0  bis  23r  gehen  kann; 

IL      „     tgytgd>l,   sr  nur  Ten  ß  bis  2»-^j3  geben 'kann, 

wo  co8/J=-j^;jp  ist. 

ir  im  ersten  Falle  hat  eine  vollständige  Rotation  statt«  während 
zweiten  Falle  eiQ  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
;ten  Falle  ist  ö  <  OPQ,  d.  h.  idie  Neigung  des  Drahtes  gegen 
»  Senkrechte  Ist  grosser  alf9  ^ie  Neigung  der  Richtung  der 
Ima^netischen  Kraft:  gegen  xU^i^elhe.  ^  Im=  ersten  Falle  giebt  (11), 
s  wir  sogleicb  zeigen '^volien: 


3  IkT«  4/    2tgytg^  1      p/«-«  4/   2tgytgg  \i 

Vl  +  tgjrtgd  rL2'\  l-Hgytg«J~''V  2    '\  l+tgytg«>/j 

1  {tir  ^«  DAnei  einet  giu»en/Ulttdrebui%  .ist  die  Zeit: 

V  Cj}'^  cosdttgysm*  ^6 '  V  ^A)'  <*^ 

s  Qudrat  dieser  Grosse,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  ist 
o  der  Stärke  des  Erdmagnetismus  '  proportional.  iPür  y=0 
•d(13):        ... 


zweiten  Fall  ist  die  Dauer  eines  Hingangs: 


:{   .:»       ':U\"f 


4/  (JE.\  .  p -^         8«  (15) 

If   \qcosöJ  J  V^l— tgytgdcosa  ^ 

\  \Qco8Ö/'J  VT+tgytg*eos«' 


-{^-1-/») 
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welche  Grösse  mao  leicht  durch  elliptische  FudktiDpen  aasdrfickei 
kann.  .,,  " 

Nachdem  wir  diese  Aufgabe  gelost  haben^^  wollen  wir  uundii 
so  eben  angeführten  Ihtegrationsformeln  beweisen,  und  dabei  Ge 
legenheit  nehmen ,  eifiig?  Ihfil^che  bieizufilg^n.       / 


■  1  1 1  ■     •   ■   ■  .  •      ' . . » . 
§.2, 


r.:  I  :■   f  i;   i^^' 


Seien  a  und  b  positiv,  wie  in  Allem >  was  folgt,  und  ceilMi- 
nächst  a>6,  so  ist 


^r 


2.;  :  /^»       .    ;8 


■  >     --^i  ■     .'    .\  :>■'■'.  -..j^.  t    I'f»  ■       r.  ■  ■    ...         ,  ■        ..•.■..■■. 


I  ■  -  j 


'\\i  \'if.    §-"\- — >4r 


V  «  +  V^^il  ,fl_  ^  Blnft^)»: 

wenn  zunächst  <ii=2t|',  ^fc  J— «pöil^rij^— ^ —    Hieraus  folgt: 


A«$  (1)  einlebt  ?ic1|  nii^:     )  : 


.     m  I  - :' t'  -     *  •  '  

^.     (#T+.6K50«a)* 


Unter  denselben  Bedingungen,  wie  so  eben,  ist:* 


(2) 


-  *    a 


-    f 

T 


^1 


II 


.( 


\ 


to 


o 
m 


ft 

Q9 

ft 


II 


K) 


•    w 


t|s 


I 


J^ 


%^  ■  ■ 


\ : 


I 


•ja-  fcd" 
>  I         I) 


^Hi 


.00 


I 

'S" 

4- 


J2^ 


ti- 


l>9 


^-tl^ 


«>is» 


I 


+ 


l. 


kO 

^ 


td 


I 


l 


IM 

T 

»  I 


|5 


^1 


'hM  ■  ,^«->-f>i  ;!.  IX-.'      • 


I 

<   S" 

■    o 

OB 


o 

OB 


11 

1:0 


■a 
+ 


s 

OB 


o 


k^ 


U 


-  y 


1:0 


i.y 


h 


OD 

I 


II 


+ 


IC 


>^ 


0) 


o 

OB 


\H 


.  / 


■    ;■-     ••  i  r. 


■■•    f 
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Sei  nun  6  willkfihrlich,  so  ist: 

J     (0  +  6  cos«)i  "^  V      (« + *co829)*  ""V      (fl  +  * —2681 


_  2  /*9> 


26810^) 

o 

dtp 


Ji  .in««« 


A.  b. 


/  "       9«         —      2       „/«    4/  J6_\ 


(< 


O 

Eben  so  findet  man: 


(a-f  6cosix)> 

=.vk[<-*^'<i-V.".)--(fV^)]' 


•+6 
Unter  den  Bediogui^eD  von  (1)  folgt  hieraus: 

j        (a — 6cosa)i 
^     (a— Äcpsa)*  '^      (a-~6cosa)i    </      (a — 


aa 


6  costf)^ 
da 


6cosa)i 
2 


^     (a — b^sa)i  "*"    ^/     (a-|-Acosa)^ 

E^en  80:  :   '-  - 

*^^    cosada 


*  ^'^ 


/»"      COI 


^i;      ^    ^       (o — ftcosa) 

■  1-1- 


Kl'V^*)^^+'><f'V.l!)]« 
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p=^K?'V^)]'     « 


(a  +  6co8a)«       V  a+^ 


Da  die  Integrale 

^,    y      ^,    6<a 

®      (a±6co8a)*  <>      (aJ:6eo8a)^ 

b  auf  die  obigen  zurückführen  lassen,   so  können  sie  ebenfalls 
(timmt  werden.    So  ist  z.  B. 

J       (o +6  co8«)l  -    o«_ft»  *  V2  '  V  o+6^  • 


.  ^  t 


.  I 


keU  %m  % 
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(U. 


XliVI. 


Heber  Sternpoly^one  und  Stern- 
polyeder,  nach  Polnsot- 


1.    Eb    seieo   die  Zahlen    I,  2,  3, n    in   der   natürlichn 

Ordnung  anf  den  Umfang  eines  Kreises  geschrieben;  man  gel» 
nun  vom  Punkte  1  zum  Punkte  p,  T&n  da  zu  p-\-p—l,  tod  di 
zu  p  +  2(*i  —  1)  u.  s.  f.,  so  soll  zunächst  bestimmt  werden,  «ie 
viele  Punkte  man  zu  durchlaufen  habe,  bis  man  zu  1  zurücbkebii 
und  wie  viele  Male  man  den  Umfang  des  Kreises  durchlanfen  b)L 

Gesetzt  man  gehe  durch  x  +  l  Punkte,  den  ersten  mit  eüi^ 
rechnet,  und  durchlaufe  dabei  ^roal  den  Umfang  des  KreiM 
so  ist 

p+x(p-l)  =  MS+l,  oder  (p-l)(x+l)=ny,  fl) 

nie  man  leicht  einsehen  wird.  Sei  nun  m  der  grüsste  geiMii'| 
schaftliche  Theiler  zwischen  n  udiI  p  —  i,  zugleich  I 


;=6l 


<2) 


o(»  +  l)=63,.  (3) 

Es  ist  klar ,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  f  "| 
u  handeln  kann,  welche  diese  Gleichung  hefriedigen,  da  es^ 
ist,   dass,  wenn  «  und  ß  ^«  UaiuBten  Wetthe   von  y  ood  tv 


,  2ß  ebenfalls  der  Gleichung  (3)  genflgen  a.  s.'  f:'    Zu- 
lEleich  Ist  klar,  dass  die  Werthc 

ir  =  Ä  — 1,  y=o  (4> 

der  GleichuB"  {3)  genügen.  Aber  ich  behaupte,  dnss  y  Dicht  <c 
sein  kaon;  denn  aus  (3)  folgt 

Kd  dik  yia,  b  aber  tlieilerfremd  zu  a  iet,  so  könnte  bjf  kein 
Vieiraches  von  u  c<ein.  Ebenso  kann  Dicht  .T-\-\<,b  sein.  Die 
VVerthe  (4)  eind  also  die  kleinsten,  welcbe  der  Gleichung  (3) 
genügen,  d.  h.  man  durchlänft  b  Punkte,  den  ersten  eingerech- 
net, bis  man  %a  ihm  zurflckkehrt,  nnd  beschreibt  dabei  amal  den 

nfang  des  Kreises. 

I  Sind  «— 1  und«  theileffrenid,  eoistm^l,  also  a=»— 1,  6=n; 

ih.  in  diesem  Falle  durchläuft  man  alle  »Punkte,  ehe  man  zum 
iriickkehrt  und    heiv^t  sich  dabei  {p  —  I)mal  durch  den 

afang    des  Kreises. 

nach    einander  auf  folgende 

,..,   (k-\)p~{b-'i),  1; 


p,  'ip— 1,  3p— 2,  4^,-3, 
licm  besondern: 

1,  p.  2/j— 1,  3;t-2,  4;j— 3,  (h— ])p-Cn 


-2),  1. 


Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle,  der  Punkt  I  bewege  sich 
sh  alle  diese  Punkte,  so  ist  also  seine  letzte  Stelle,  ehe  er  auf 
B  ursprfinghche  Lage  zurückkehrt: 

(„_I)^_(„_2)  =  np-n-p+'2=(p-I)n  +  2-p. 

ser  Punkt  ist  also  der  Punkt  n-f-2 — p,  was  übrigen«  nzitiirlicfa 
"da  er  vom  Punkte  n -f  1    (d.  h.  1)  nm  p — 1  zurückliegt. 


Daraus  folgt  : 


das6  man  dieselben  punkte  durchlaufen 
1  zu  n-f2 — p  geht  nnd  sodann  immer  um 
t  weiter,  also  die  Punkte  von  p  tu  p  nimmt;  nur  wird  man 
lie  entgegengesetzte  Richtung  einschlagen. 

2.     Theilt    man    also   den   Kreisumfang   in    n  gleiche    Tbeile, 

■ebnet    die   Theilpunkte    mit    1,   2, n,      und     verbindet, 

ya  p — 1  zu  n  Ibeilerfremd  ist,  den  Punkt  1  mit  p,  diesen  mit 
'      den  letzlern  mit  3;» — 2  u.  s.  f.,  so  wird  man,    nachdem 
1)  mal  den  Kreisumfang  durchlaufen  hat ,  ein  geschlosse- 
,.'iele<A  von  n  Seiten  erhalten,    welches  lauter  gleiche  Seiten 
gleiche  Winkel   hat. 

die  Theile  des  Kreisumfangs  nicht  gleich    gewesen,  so 
Midi  die  Seiten  und  Winkel  des  Vieleck«  nicht  gleich. 


i^ei; 
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Wenn  »=2  ist,  so  erhält  man  die  Rewiibnlichen  Viel«» 
für  p>2  aber  die  Sternpoly^one.  Diese  sind  regelmäs/ 
«eon  die  Theile  des  Kreisunilang»  gleich  waren. 

Es  giebt  demgemä8s  so  viele  Vielecke  von  n  Seiten  ,  bescM^ 
ben  in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung,  als  es  Zahlen, 
kleiner  als  n,  giebt,  die  mit  n  tbeilerfremd  sind,  iind  also  eigent- 
lich bloss  die  Haute  dieser  Anzahl,  wenn  man   nur  die  Vieleelie, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden,  aufzählt,  indem  dio 
andern  mit  diesen  zusainmenrallen>     Ob  man  nämlich  von   I  tuv. 
oder  von  1  zu  n-f-2— n  gebt,    erhält  man  dasselbe  Vieleck,    kt 
aber    p  —  1     zu    n   tbeilerfremd,    so    ist    es   auch    (b+2 — p)— ' 
=n—(p—l),  und  dies  ist  zugleich  <.n,  so  dass  diese  zwei  VieM 
ecke  nur  für  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  in  entgegt^f 
gesetzter  Richtung  beschrieben  sind.  ^H 

Da  die  Anzahl  alier  zu  »  theilerlremden  Zahlen  gerade  ^H 
so  kann  mau  immer  die  Hallte  dieser  Anzahl  bestimmen.        ^H 

Das  Vieleck  von  «Seiten,  das  man  erhält,  wenn  man  \0^M 
zu  p  geht  (p  —  1  Abtbeilungen  des  Kre'ujumtangs  überspriq^^ 
beisse  von  der  Ordnung  p — 1.     Also  ^Hj 

n     Anzahl  der  Vielecke.  P 

1!  .r 

3 1,  J. 

....  2,  näml.  von  1  zu2,  u.  I  zu  .:;;  al^n     )te  u.2teOrdDiufl 

J'7 3 1   „  2,  Izu  3,  I  704,  l„,2„,3„,  „■ 

'fi 2,    „  1  „  2,  1   ,.  4,  1„,3„,  .,  fl 

'd 3,    „  1  „  2,   1  „  3,  1  ,.  5  l„,%,„4„,  ^'^M 

10 2,    „  1  „  2,   1  „  4,  l.„3,„  "^M 

Unter  Winkel  eines  solchen  Vielecks  verstehen  ivir  ^^H 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  folgende  Seiten  det^H^H 
bilden;  es  ist  der  Winkel,  welcher  den  Mittelpunkt  enthält.     ^H 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  von  n  SeitHi^^H 
der  (p — l)ten  Ordnung  ist  n[ft — 2(p~l)],  vorausgesetit,  ,^^| 
p—l  tbeilerfremd   zu  n  ist.  ^^M 

Denken  wir  uns  n.^mlich  vom  Mitleliiuokte  des  Kreises  (i^^^| 
mein  von  einem  Punkte  im  Innero  des  Vielecks)  gerade  Linien^^^ 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  n  Dreiecke^^^H 
ren  Winkelsamme  iitt  ist.  Davon  ^ehen  die  Winkel  am  ^^^^| 
punkte  ab,  wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berscti^H 
will.  Da  aber  der  KreisurofanE;  (;>— l)mal  durchlaufen  ist,  <^^H 
die  Summe  der  Winkel  am  Mittelpunkte  2(p—l)a;  also  ht^i^H 
die  Summe  der  Winkel  im  Vieleck   m[n~-2(p- 1)],  ^1 

..    Wenn  p—^,    so    ist  diese   Summe    irCn~-2),     wie    lM^^^| 
Wenn  «  =  2(p— l)-(-l=2p-I,  so  ist  die  Summe  allet  WinbU^H 
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Vielecks  rr^r.  Ist  also  i»=2^-f  I9  und  man  geht  von  1  xn  q+h 
80  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zusammen  zwei 
rechte  betragen.  Wenn  n=2(p — l)+2=z2p,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =29r.  Ist  also  n=2^  und  mau  geht  von  1  zu  ^,  so 
erhält  man  ein  Vieleck ,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
tiMmachen. 

Ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  it. Punkte  auf 
einem  Kreisumfang  liegen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
aiigef&hrten  Sätze  ebenfalls  bestehen,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheilt  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  sich 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4*  Da  der  Punkt  1 ,  wenn  man  denselben  sich  bewegend 
dtokt,  den  Krelsum£ang  (p  —  l)mal  durchläuft,  so  kann  eine  Ge- 
rade von  demselben  2(p — ])mal  getroffen  werden;  demnach  kann 
«ine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und  der 
Cp*r-l)teB  Ordnung  (immer  p — 1  theiierfremd  zu  n)  in  ^(p  —  l) 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  ^^  ^  ist  theiierfremd  mit  2^4-1.  Denn  sei 
r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

2r      ""    '       r     ~"     ' 

^^o  also  n  und  m  theiierfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
^«  sind  auch  2n  und  m  theiierfremd.    Da  aber 

5r(gr+l)=2fir,  2^+1 =mr; 

M>  hatten  also  auch  ^(^^-fl)  und2^-|-l  denselben  grössten  gemein- 
ichaftlichen  Theiler  r.  Da  aber  q  und  ^-f  1  keinen  gemeinschaft- 
ftchen  Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  q  und 
fe^-l-l»  80  wie  q-l-i  und  2q-i-if  da  sonst  immer  auch  2^-|'I  —  q 
^q-^1,  2q-\-l-'(q  +  i)  =  q  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da- 
^      f  dass  r=I  sein  muss,  was  die  Behauptung  beweist. 


i       "61    Wenn  r  zn  2^  +  1  theiierfremd  ist,    so  geben  die  2^  +  1 
9kptten  Glieder  der  arithmetischen  Reihe,    deren  erstes   Glied  r, 

h|id  deren  Unterschied  ^^^ — '  ist,    wenn  man  sie  mit  2^-|-l  di- 

^Uht,  die  Reste   l,  2,. ..(29  +  1)  in  beliebiger  Ordnung,  uad  der 
!St9-|-2)te  Rest  ist  r,  wo  naturlich  r<  2^-1-1  angenommen  ist. 

"Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  muss  für  a:  und 
f    gttize  Zahlen: 


.1-1 
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r  +  ?iML>=(2,+I)y+r. 


selo»  woraus  wie  in  1.  folgt,  dass  die  kleinsten  Werthe  von  x  und 

y   2^+1  und    ^[2^ — i  g{nd,   d.  h,  r   erscheint  nicht    wiedier"  alf 

Rest  9  als  beim  (37-f2)teD  Gliede.  So  lange  ferner  ^<  2^-1-1  '^U 
sind  alle  Reste  verschieden.  Denn  seien  k  und  W  kleiner  ak 
2g+t,  so  mfisste  fUr  *  >  ä'  : 


also  ()b-ÄO^^y^^s=(Ä— w»)(29+I), 


jjh.,  ^^  i^       zu  2^4- J    tfaeilerfrenid  ist,     e£f.  mfisst«  i^i' 

Aörch  2^-f  1  ffaeilbar  sein»  was  nnroogllch  ist  Es  ^ehi  somit 
ig-\\  verschiedene  Reste,  die  demnach  die  Zahlen  l,l!,... 2^1, 
unter  denen  auch  r  vorkommt »  wenn  auch  in  beliebiger  Ordnung 
umfassen. 

7.  Es  seien  ^q'\-\  Punkte  im  Räume  angenommen  und  die  li 
Aufgabe  gestellt,  in  einem  einzigen  Zuge  die  q(^q-\'\)  (Geraden  j' 
zu  beschreiben»  die  zwischen  diesen  Punkten  möglich  sind,  olroe 
dieselbe  Gerade  zweimal  zu  beschreiben. 

Man  bilde  die  Reihen: 

2.         4.  7.  11, 2(^^+1; 


.2+2(idi).    4+2(fl>.    7+?M,    ,1+£M.    

24,3.  ?(Öi).    4+2.Ä(Sfi).    7+2.2^) 

2^+1  +  2.2(111);    f 


S±^.    i+2,.2<Öi)     7+2,.  2M) 

'>im    . 


^    ••••••*•■•, 


I  <  ■  • 


?(?+J)+l+2y.«^^ 
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Jede  dieser  2g+l  Rüben  esthftlt  q  Glieder ;    die  erste    wird 

lefinideii,  wenn  mao  io  deni  Ausdrucke  — ^''""'4*  1  tüT  n.  $^^^: 
l»  3,  3,....  0;  die  zweite  ersiebt  sich  aus  der  eisten»  iodeni  man 
^■'a        z«  den  Gliedern  der   ersten  Reihe    hinzusälilt»    u.  a.   f. 

Man  durchlaufe  nun,  vom  Punkte  1  ausgehend,  alle  Punkte,  die 
durch  die  erste  Reihe  beeeicimet  sind;   von  dem  letzten  dieser 

Reihe,  der  durch  ^  \-^  +  i  l>ezeicbnet  ist,  gebe  mau  zum  ersten 

der  zweiten  Reihe  uod  durchlaufe  eben  so  die  Punkte  der  zwei- 
ten Reihe;  von  diesen  gehe  man  zu  denen  der  dritten  Reihe 
Iber  u.  s.  f.,  so  erhält  man  q{2g+l)  Linien,  die  alle  «vmi  ehi^ 
oder. verschieden  sind. 


Betrachtet   man    die   g    Vertikalreiben,    so    folgt    »adi     6- 


ier  folgende  Punkte,    die  durch  eine  Linie   verbunden    werden, 
lorch 


ezelehnen.    8ind   nun  m,    m*  ganze  Zahlen,    so  werden  keine 
wel  der  ^(2^-fl)  Linien  dieselben  eein,  wenn  nicht  ziigieich 

ü6^ 4.H-it2<^=  (n'+l)(n'+2)  ^^^^^^ ^2,+l). 

eio  kann.    Aue  den  ersten  zwei   Gleichungen  folgt  durch  Sub- 
pKMon; 

«  + 1 = n' + 1  =x  (m'— ifi)  <1^y+l) , 


w)<2?+i)- 

,  Ä— jf  sein  darf. 


1  ist  d 


Da  uun   nicht  zugleich   n:    ..  ,  ..      ..    

GleichuDg  uniDÜglicfa,  iadem  r  und  n'  <,  q  sind.  Sie  wSre  iw 
möglich  für  ji=n',  also  m=m',  woraus  aber  k=k'  folgen  würde, 
was  unstatthaft  ist,  da  sonst  die  oben  angegebenen  Punkte  stttt 
ztveiei  I'aare  nur  ein  einziges   sein  wSrden. 

Aus  den  andern   zwei  Gleichungen  ivfirde  eben  so  folgen: 

n+l=-{«'+I)+(m'-^)(29  +  ]), 

«+«'+2-C/n'-m)(29+l). 

Da  aber  n  und  n'  kleiner  als  q.  so  ist  n-t-R'~i-2<29-f  1,  so  dati 
diese  Gleichung  ebenfalls  utimDglich  tst.  Woraus  denn  die  Be- 
hauptung  folgt. 

WflTde  man  die  {^lq^%\e  Reihe  bilden,  so  würden  die  Punkte 
derselben  mit  denen  der  ersten  Reihe  zusammenfallen  u.  s.  i 
Der  letzte  Funkt  der  (^q^\)\ea  Reihe  l^Ilt  mit  dem  ersten  lu 
sammen. 

Man  kann  also  ohne  Verdoppelung  einen  Faden  über  die 
Seiten  und  Diagonalen  eines  Vielecks  von  ungerader  Seitenanzahl. 
so  wie  über  die  Kanten  und  Diagonalen  eines  Polyeders  von  un- 
gerader Eckenzahl  wickeln. 

8.  Wenn  die  Anzahl  der  Punkte  gerade  ist,  so  ist  die  Auf- 
gabe unmöglich.  Denn  seien  I,  2,....2g!  die  Punkte,  sn  muifsle 
man,  wenn  die  Aufgabe  mi'iglich  wRre,  in  einer  Linie  fort  alli 
o(2o— l)|Verhindungen  zu  zwei  schreiben  künnen,  so  dass  die 
Anfangszabl  jeder  Verbindung  die  Endzahl  der  rorangehendeo 
wäre,  und  zugleich  am  Anfang  und  Ende  der  Linie  dieselbe  Zafd 
stünde.  Ein  jeder  Punkt,  z.  B.  1,  würde  also  eine  gerade  AnxaU 
mal  vorkommen,  d.  h.  es  würden  von  jedem  Punkte  eine  geriid* 
Anzahl  Linien  ausgeben,  was  falsch  ist. 

So  ist  es  z.  B.  unmöglich,  durch  einen  einzigen  Zug  die  vier 
Seiten    und  die   zwei   Diagonalen   eines  Vierecks  zu  beschreiben 

9.  Man  habe  ein  ebenes  Vieleck  von  m  Seiten  und  der  Oril- 
nung  p — 1;  man  nehme  einen  Punkt  O  auaserhiill)  der  EWm 
dieses  Vielecks  an  und  lege  durch  ihn  und  jede  Seite  des  Viel' 
ecks  Ebenen,  so  erh.ilt  man  in  O  eine  körperücbe  Ecke  von« 
Seiten  und  der  Orduung  p  —  ].  Eine  Geraue  kann  seine  äettui 
also  in  '2(p  —  I)  Punkten  schneiden  (4.).  Denkt  man  sich  ut 
O  eine  Kugel,  so  bilden  die  Durchschnitte  der  genannten  Elx-" 
nen  mit  der  Kugellläche  ein  Kugekieleck  von  n  Seiten  und  Ar 
Ordnung  p — 1.  Im  Folgenden  sollen  jedoch  bloss  Kugel vielccLc 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden. 

10.  Mau  habe  ein  regelmässiges  Kugetvieleck  von  n  Seiteoi 
von  dem  jeder  Winke!  =  a  Rechte  ist.  so  ist,  wenn  /  snlclio 
Vielecke  (/mal   den  Flächeninhalt  der  Kugel  bedecken,    offcniu' 
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Wir  wollen  nim  annehmen ,  dies^  f  Vielecke  wftren  «o  gelegt, 
buNS  sie  einerseits  omal  die  Kagel  bedecken,   anderseits  jeweils 

t Winkel  in  einem  Punkte  zusammengelegt  sind  und  dort,  durch 
I  den  Seiten   entsprechenden   Sehnen,   eine    körperliche  Ecke 
lar-OidmiDg  /?  — 1  oilden.    Für  diesen  Fall  ist  offenbar  (1.)' 

5ro=4(/>— 1); 

10   dass  also  zu   gleicher   Zeit    folgende  Gleichungen    bestehen 
QQssen: 

üorin  ffn^g^q^p  ganze,  positive  Zahlen,  p — 1  theilerfremd 
WL'  q  ist^  und  n  und  q  nicht  unter  3  sind. 

Sei  nun  zunächst 

y=l,    p=2 

lud 

'   ■  4 

i^  icsA,qp=!i,  so  ist  <z=:^>   /=4,    d.  h.    man   hat  das  regel- 

mSssige-  Tetraeder; 


I)    ns^,  ^(=4,  so  ist  a=l,    /*=8,    d*   h.   man   hat  das    regel* 
massige  Oktaeder; 

4 
).  icssS,  9=5,  so  ist  a=7>   /=20,    d.  b.  man  hat  das  regel- 

mSssige  Ikosaeder. 

••  •■ 

Ffir  n=3,  kann  nicht  9^6  sein. 

4 
)   n=s4>  9=:3,  so  ist  <<=3  >   /=6»    cl«  h.   man   hat   das    regel- 
mässige Hexaeder; 

4 
^    n=A,  9==3»  so  ist  a=^9   /=12,    d.  h.    man  hat  das    regel- 
mässige Dodekaeder. 

Hoher  als  n=5  kann  man  nicht  mehr  gehen* 

p=3. 

Das   Fünfeck   bietet  zuerst    ein    Vieleck   der   2ten   Ordnung 
^  (2.).    Sei  also  9 =5  und 

«      .  ^      .    20<y 

a)   »i=:3,  also  fl=g*  /="tÄ* 

'«raus  in  den  kleinsten  Zahlen: 

^=7,    /^=20. 


uz 

Weiiu  dieser  Kürpflr  also  besteht,  m  hai  et  äoTlI 
Stilüiiflächen  und  bedeckt  die  Kueel  Tmal'  Man  (lildet  ihn  vet- 
luittolst  lies  reeelmntuig«»  Ikosaeders.  Vod  jeder  Ecke  des  letz- 
teta  fjehen  sechs  Dtafoaulen  aus,  von  denen  fünf  gleich  sind  and 
die  Kanten  einer  iiinuacben  kürperlichen  Ecke  der  zweiten  Ord- 
nung bilden.  Die  zn-Ulf  derartigen  Ecken  bilden  20  eteicbseitige 
Ureiecke,  gleicb  geneigt  auf  einander,  so  dass  dadurch  der 
Stern-lkosaeder  hervorgebracht  wird. 


ß)   n=5,  also  i 
von  der  zweiten  Ordnung  j 


-  und  f 


=ig.  Da  die  körperlichen  Ecfcea  J 
n  ist  ff  ^5.     Sfii  also  o=3.  und 


ist  g 


D  (}=3,  und 


daher  /'=:I2,  so  erbält  man  einen  Körner,  der  ebenralls  bestiAt 
Man  erhfilt  ibn  aus  dem  fegelmässi°|en  Ikosaeder.  Von  jederErbe 
des  letzlern  gehen  5  Kanten  aus,  deren  Enden  ein  regelmässiges 
Fünfeck  bilden.  Die  zwölf  Fünfecke  machen  den  Stern-Dode' 
kaeder  aus. 

11.  Wenn  man  in  dem  letzten  Körper,  der  die  Kugel  3iDal 
bedeckt,  die  Seiten  der  Flüchen  zu  je  xwei  verläsgeit,  bi*  sin 
sich  treffen,  so  erhält  man  13  regelmfissige  Fünfecke  der  zwciio 
Ordnung,  die  sJch  zu  3  um  20  Ecken  vereinigen  und'  einen  neun 
Stern-Dodekaeder  bilden,  der  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordniua 
gebildet  ist.  Er  hat  20  dreifache  Ecken,  30  Kanten,  und  hedecfi 
die  Kugel  Snial,  wahrend  die  körperliche  Ecke  von  der  4ten  Ori 
nung  ist. 

VerlSneert  man  eben  sn  im  gewöhnlichen  regelmSssige»  Do- 
dekaeder die  Seiten  der  12  Fünfecke,  so  erhält  man  einen  neuen 
Stem-Dndekaeder,  gebildet  von  Fünfecken  der  zweiten  OrdnoH- 
Diese  vereinigen  eicn  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  OberflScH 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  nur  zweimal. 

Diese    vier    Körper    sind   die    einzigen    regelmässigen  Ster*«    ^ 
polveder,  deren  Bestand   nachgewiesen  ist.  ^ 


4tfA 


j.  ■  .  .  .  /  .    ■  , 

!•....        '..   .     1»  '  ■■  .     ■  ■  .  .■     ■  , .  •  ;    , 

t 
..•;,-..-  ..      ■    .  .  .  . .       '  ■  •  ■      . 

.t  t*  I    ■        ..      •        '  .    ,   ■  .    : ,         .  •  ,         . 

.•'     ■  .t-i.  ."«i  .•.-  •  ■   ■       :         t  , 

,  ■  »  • 

1*'.  'r*i--''i>  ••  •■ 

■•••  •..  •         ■■         l,l<  ■.*'  -l/'-i  ..  ..'■iii.V 

t.    ■  .  .  : 


• : ' 


*       .  ' 


:  i 


\     : 


1  9  c  e  1 1  e  n. 


*  I 


Teber  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  von  Körpern, 
le  vielleicht  bei  4er  näherungsweiti^ii  Bestimmung  der 
Schi&raume  von  Nutzen  sein^  können. 

Von  dem  Herausgeber. 


1d  Taf.VII.  Fig.  6.  sei  ABCDEF  ein  Korper  von  folgender 
Bsehaffenheit.  Die  eine  begränzende  Ebene  AB  CD  desselben 
li  ein  Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  welebe 
if  der  ihre  Mittelpunkte  G  und  H  mit  einander  verbindenden 
srraden  Litafe  GB  nmkr^thV&iehefa^  ~D^  4bietdien  auf  dct  |Cbene 
MCDy  und  also  nach  dem  Vorhersehenden  auch  auf  der  Linie 
Ji  senkrecht  stehenden  besränzenden  Ebenen  AEB  und  CFD 
ftaers  Körpers  seien  ParabeTsegmente^  deren  Axen  die  ^f  d^ 
Lnien  AB  und  CD.  in.  deren  Mittelpunkten  G  und  H,  und  also 
wäk  auf  der  Ebene  ABCD  und  der  Xinie  GH  senkrecht  stehen- 
Mi  Linien  EG  und  FH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelseg- 
«Dte  sind  E  und  F.  EmllTcF  %ei  die  utisern  Körper  begränzende 
rvmme  Fläche  ABCDEF  so  beschaffen^  dass  Jeder  auf  GH 
kakrecht  stehende  Queerschnitt  des  Körpers  ein  Parabel segment 
"t,  dessen  Axe  in  der  auf  der  Ebene  ^iii^C^  senkrecht  stehen- 
M  Ebene  EFGH\  und  dessen  Scfaettei  in  der  die  Scheitel  E 
^d  F  der  Parabelse^ente'  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
anden  geraden  Lini^  £jP  liegt. 

Um  das  Volumen  V  dieses  Körpers  zu  bestimmen,  setze 
cm  der  Kfirze  wegen  AB^^^Xu  CD  =  x^  EG^yi,  FH=zy»; 
*d  b^Beichbe  die  abstände  der  PuoktS'  G.  und  H  Ton  einem  in 


44i 

der  Linie  GH  oder  deren  Verifingerangen  beliebig  anffenomi 
Punkte  respective  dareh  Ui  und  u^j  wobei  wir  jedoch  annc 
wollen,  dass  Ui  kleiner  als  n^  sei,  was  offenbar  immer  vers 
sein  wird.  Bezeichnen  wir  indess  zuerst  die  Linien  AB  m» 
überhaupt  respective  durch  x  und  y ,  und  den  Abstand  des  1 
tes  G  von  dem  in  der  Linie  GU  oder  deren  Verläneerunee 
genommenen   Punkte   überhaupt    durch   u,   so   ist    das   Piai 

2  111 

Segment    AEB:=Tjrxy\    sind  aber  femer  0-0:=^  au -f- o^ 

j:=att4-6  und  yznau^ß  die  Gleichungen  der  Linien  AC 
BD  und  EF,  so  ist  das  Parabelsegment 

^£;iB=:|(au-f6)(au  +  i5), 

•  » ■  .* 

und  folglich  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inhalt 


V=^:^J''^{au  +  b)(au+ß)Bu, 


oder 


F=| /^"^laim«  +  täß\^€A)u+bß\du, 


tti 


d.  i. 

■         •       ,  ■       , 

oder 

2  1  1 

Es  ist  aber 


also 


.'  1 


X^ — Xi  ,        ^m2  —  -^2%. 

a= >    0  =  — "*■■ ■ f 

tfS — tt|  llj  — «1 


WA  ... 

W:nrie*mD  leicht  findet: 
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'■        *         •■•/     '■    !■  •..',     ."•.  I       :'rl*-r    :.  .'1.  :••       •■  •    ».      .,...■      ,•• 

,.         .        '  I  •  .  , 


•  4 


''  Kaeh   gebt^riser  EntPrVckeknig   der   eing^Iamnierteii  Grosse 
ndet    man    leicnt,      dass     in     derselbeä     die    Grossen     ^i^t 

nd  X2&^  beide  in  »-(^ — ^i)^»  ^^®  Grossen  ^x«V2  und  orsyi  beide 
I  g  (tia— Vi)^  multipiicirt  sind;  also  ist 


der 


2    •  1 


^=  9  («B-^«'i)l2(Ä-iyi  +aray2)  +  ^192  +  «a.Vi ) ; 


ler,  wenn  wir  u^ — tf|=«o  setzen: 


l  « 


jer 


F=grti»{;ri(2yi+3fii)+j^(2ya  +  yi)},    • 


kr 


1^=  9  «^  {yi(2^i  +  ^ +y«(2^a  +  ^1)  J  • 


;    In  Bezug. auf  die  Figur  ist:  ,    . 

F=^  6J7.  {^iB .  (2£G  +  Fff)  +  CD.  (ßFH  +  EG)\ 
ler 

Dass  die  LiuieD  GH,  AB,  CD,  EG,  Fff  bei  Körpern  wie 
•t  roriiegende  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  können,  sieht 
U  sogleich  ein,  und  auch  die  Rechnung  nach  den  obigen  For- 


mein  bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  weshalb  man  also  i 
Ä>rmeln  wohl  zar  nftherungsweisen  Berechnung  der  SdhiflBsrS 
li|der  Praxis  sollte -gtttjrainSieti'kSDIHBii,  ^etm  man  nur  Äie  Qi 
sebnitte  des  Schiffs  mit  hinreichender  Annäheninff  als  Parabel 
n^nt^  betrachten  kapn,  was  übrigens  sqhon  Oner  In  Vevsc 
g^bMieht  *r<ih»eü-|st'  •  ■•■       ■  •  '  •^:  .    :  ■^»"  '  ^  *  \ 

Zerlegt  man  ein  Schiff  in  iteehrer^:  solche  Körper  wie  der 
her  betrachtete  von  der  gemeinschaftlichen  oder  gleichen  Höh 
so.  w;t  i#    lei^t^4wrQb   sich  seitot '»verstSndUcher  Bezaicboi 
ipeiift  n  die  iüszahl:  der  Tbeile  ist»;     ^ 

'  äri  (%i +  5fa) +ara(2y« +  yi) 
+  -^2  (2^2  +f s)  +  ^8  Oi9%  +  W) 

l^         ]  +  ^3  (2^3  +^4)  +  ^4(2^4  +  ys) 

u.  s.  w. 
oder,  wenn  X  die  ganse  Läpge  de^  Schiffs  beseicbne(: 

+  ^2(4^2+^1+^3) 
'      /   1+'^^  ^^3+^2+^4) 

u.  «.  w. 

V+^iHri(2y»+i  +y«) 
oder 


] . 


F=: 
9 «  |-|- dri^a+oraCyi  +^3) +^3(^2+^4)  +  ••  +^n (^«-1  +yn+i)+ariH-i> 

*.;»»■  i'  •  - .  .    .  '         '■■.'" 

Für  «  =  2  ist  z.  B. 

^=  Ifti^(^iyi + 2^ttf 2+4^8^3) + ^iy^+^2(»i  +yj)  -+.1^  I 


o4«r  ........ 


rW^mM 

F=^  t>«l<%i4fÄ>>f  4;^(%a^^.y^-H3)  ihVJ:s>(2yp*->a)}. 

Diesen  Gegenstand  noch  weiter.  f^fu^uiShreny  li^t  jetzt  niqlit 
eine  Absicht. 


! 


»  I    .         .  .  •  >  »    i  ^^    ■  *     li'i'tt 


chreiben   des    Herrn    Franz    Dietzel,    Lehrer    an    der 
öniglichen  Bangewerkenschule  zu  Zltta'u^  an  denHerans- 

I  :     r   .  ... 

Ich  «rkMhe  rak  Ihnen  ^e',  in  den  Ittzten  Tagen  von  mir 
sfnndene  Formel  für  die  Bestimmung  dibs  KabiKinhaites  der  ab« 
»kfirzten  Pyramide  mitzutheilen.  Dieselbe  ist  zwar  ffir  die  Wis- 
mchaft  , nicht  yon  Bedeutung,  für  den  elementaren  Unterricht 
iä/.^ie, Praxis  aber  nicht  ganz  ohne  Wichtigkeit.  Wenicsten^ 
Jiiep  mir  das  Letztere  einige.Baumeister,  denen  ich  sie  mitttieilt^ 
mchert. 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  d^h  Flächeninhalt  der  un« 
ifn  Grundfläche  ABC.,,,  der  abgekürzten  Pyramide  ABC*,,,  mit 
Vden  der  obem  abed...  mit/',  den  Abstand  beider  mit  h,  sowie 
»k  Al^^Cand  der  <)bem  GrundflSche  abc.  von  der  fingirten  Spitze 
I  nkiih*;  seien  ferner  ab  und  AB  zwei  beliebige,  aber  .in  der- 
Ab^ni  8eitenüach6  Kegende  Seiievi  d^  Grundflächen  und;  werde 
i  mit  7,  AB  mit  L  bezeiehtt^t;  so  ist 


1er 


oraus  folgt 


Sa:SA:=:^l:L:=h':h  +  h' 


raer  ist 


•Iglich 


1,  *.=^,, 


f.F=P:Jß, 


2)       f=^F, 
3)      F=^f. 


ra  ist  der  Inhalt  J  der  abgekürzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
IFTamide,  weniger  dem  abgeschnittenen  Stück,  also 
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J=|-.F(A+A')-5/»'=  jlW  +  A'C— /)J 


und  wenn  man  1)  snbstitairt: 


t  '^K^O' 


oder  wenn  man  2)  und  3)  substitairt: 

U-     J=^hf  |l+7+  p|  Izus.   Wird  fcri,  werden  also  bei 

f         Grundflächen  einander  gleich,  ao 

in.    •'=^*4^*+x+S](      •''^*  "'*"  ""^  '''^•™''  "•••'' 

Die  Formel  I.  wird  man  anwenden,  wenn  beide  Grandtt- 
eben  F  und  f  leicht  zu  bestimmen  sind ;  II. ,  wenn  die  nntcfe 
Grundfläche  nicht,  sondern  nur  eine  Seite  L  derselben,  nnd  OL, 
wenn  die  obere  Grundfläche  nicht  leicht  zu  bestimmen,  sonden 
nur  eine  Seite  /  derselben. 

Es  Hessen  sich  daraus  noch  Foleemngen  ziehen,  z*  B.  flir  du 
Verfahren,  welches  man  bei  schief  abgeschnittenen  Pyrtmita 
einzuschlagen  hat,  wo  man  nur  durch  den  tieCsten  Punkt  bm 
Parallele  zur  Grundfläche  zu  ziehen  hat  u.  s.  w.,  was  ich  ahr, 
um  nicht  weitläufig  zu  werden,  nicht  weiter  ansfiShreM  will. 

Zittau  d.  12.  Febr.  1849. 


f. 


*..  ..^'^^'•.r'^S:^'-*^-*^ 


^tterarli§e]ier 


Sericlit. 


Arithmetik. 


mmlung  von  Integrallnfeln  zumGebrauch  fOr  den 
icht  an  der  Kiinigl.  Atlgenieiuen  Bauschule  iin  il 
Qniel.  Gewerbe-Institut.  Im  Auftrage  de«  MinU 
nts  für  Handel,  Gewerbe  und  nffentliche  Arbel- 
arbeitet  von  F.  Min  ding,  Do  ctor  der  Philosoph  i« 
Professor  der  Mathematik  an  der  UniTersitfit  zn 
t.     Berlin  184t).    kl.  4.  1  Thlr.  5  Sgr. 

r  beeilen    ump    das  Erscheinen    eines    Werkes  anzuzeigen, 

velcbes  einem  wahren  Bedürfnisse  sowohl  bei  demUnter- 

n  der  Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  über- 

als  au^h  bei   den  vielfachen    Anwendungen ,    welche  sich 

selben   machen    lassen,   abgeholfen  wird.     Es  ist  liekannt, 

^  hon  Leibniz  vielfach  auf  die  grosse  Wichtigkeit  analyti- 

Tafeln  hingewiesen  bat;  fitr  keinen  Theil  derAnalysis  sind 

Tafeln   aber  wichtiger  iils    für  die   lnte<;Talrechnung.     Die 

,  Integral  tafeln    lieferte    der  um  das  Studium   der  Matbema- 

^fach   verdiente   Meyer    Hirsch   im  Jahre  1810,    nnd  man 

n-oht  sagen,    dass  diese  Tafeln  den  Hauptinhalt  der  damals 


Egra! 


echnung  in  ihrer  Gcsamiutheit  repräsentirenden  Werke 
^nrer  und  Lacrois  darstellten,  und  deshalb  allen  billigen 
Qchen  entsprachen,  da  sie  jedenfalls  auch  für  den  prakti- 
jGebrauch  im  Ganzen  zweckmässig  eingerichtet  waren.  Diese 
i  van  Meyer  Hirsch  sind  nun  aber  »-ehr  lange  vergriffen 
B  Buchhandel  nicht  mehr  zu  haben,  was  tvnhl  jeder  Lehrer 
tlheren  Anulysi»  nnd  mancher  Praktiker  schon  oft  nnange-- 
empfunden  hat.     Wir  erinnern  uns   schon  einigemal  Ankfin- 
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^ 


^ 


ganffei)  neuer  iDteeraltat'ehi  geletteii  zu  lial>«H 
projeclirtps  (Intenienmeii  scheint  zur  Aui^liitiruiig  gelinu 
sein,  wna  Minnentlich  n'ii^ksicbtlicli  der  Tardii  xn  lieiU 
die,  8o  viel  uns  noch  eriniieHicIi  i^t  — ■  da  uns  in  diesen 
blicke  nicht  die  ntitliige  Zeit  xn  geimuern  literarischen 
(-■huii^eii  XU  Gebote  stellt  —  vor  ei  in  een  Jahren  der  sehr 
und  gescbiL'kle  Herr  Professor  Motli  in  Li  11/  in  den  A 
niiscfaen  Nutbricbten  aiikiindi|>te,  da  diese  Ankünd 
Hehr  seiiüneri  Hoffniifigeii  berechtigte.  Ala  1 
der  vOlli;!  vergriffenen  Tafeln  von  Meyer  I 
vorliegende,  tvuhl  auch  in  demselben,  nnr  an  einen  audi 
tzer  flberffegittigenen  Verlage  erschienene  Werk  in  gewi» 
aiclit  zu  Detrachten,  wenn  auch  die  Gerechtigkeit  gegen 
gen  Herrn  Verl.isser  erfordert,  gleiih  hier  zu  benieriii 
sein  Werk  eigentlich  eine  ganz  aelbstBländiL;c  Arbeit  kd 
vielen  Puiiklcii,  die  vtir  nun  etwas  näher  bezeichnen  wo 
seinem  Vorganger  wesentlich   alitveicht  ,  ^ 

Zuerst  Itilligen  wir  es  ganz,  duss  der  Herr  Verfasser 
thoden  und  Formeln  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  Fi 
in  Partialbriiuhe,  mit  denen  Meyer  Hirsch  seine  Tafeln 
ganz  H'eggelasi^eii  hat,  weil  diese  jedenfalls  nur  in  i 
hiicber  der  Integralrecbiiung  gehören,  und  ans  denseltM 
werden  müssen.  Nicht  ganz  einerlei  Meinung  kennen  wir. 
Herrn  Verfasser  durin  sein,  dass  auch  die  RedHCtioD 
VOM  denen  in  der  Integralrechnung  so  häufiger  Gefaraucll 
wird,  und  für  welche  Meyer  Hirsch  daher  auch  eine 
välbtnndige  Tafel  gelief'ert'hat,  ganz  weggelassen  n-^ffl 
denn  wenn  allerdings  diese  Formeln  eigentlich  zu  den 
tionsm  e thoden,  und  deshalb  streng  genommen  in  ein 
hing  von  Integral  formelji  nicht  gehiiren,  so  ist  es  jedw 
falls  sehr  angenehm,  sie  in  den  altern  Tafeln  von  Meyei 
ihres  hänligen  Gebrauchs  wegen  au  einem  Orte  bei«i 
finden.  Indess  können  auch  in  diesem  Punkte  die  lit 
Vielehe  die  Keduotionsfonneln  nothwendig  enthalten  mflss« 
zur  Ergänzung  der  Tafeln  dienen,  und  wir  nünscheiiil 
unserer  vorhergehenden  Bemerkung  keineswegs 
Tadel  der  vorliegenden  neu^n,  gewiss  sehr  verdienstlieke 
entnommen  zu  sehen,  da  dem  Herrn  Verfasser  wohl  1 
auf  dem  Titel  angegebene  specielle  Zweck  derselben 
Schranken  vorzeiciinete.     ßücksichttich    der    anderen   Ab) 

äen  von  den   älteren  Tafeln  von   Meyer   Hirsch    wollen 
eo  jetzige»  Herrn  Herausgeber  selbst  reden  lassen: 

„Bei  Ausarbeitung  dieser  neuen  Tafeln  ist  der  im  Cq 
bewährte,  auf  stufenweiseu  Fortschritt  vom  Einfacher 
sammen gesetzteren  f;PS''findcte  Plan  der  rrfiheren  Tafeln 
len  beibehalten  worden,  jedoch  fstit  wesenllicbcn  Abünd 
nSmlich : 

1.  Das  den  Tafeln  zu  Gründe  liegende  System  von  ) 
Formeln  ist  in  seinen  einzelnen  Gliedern  mehr  ent** 
'  ili'SaS  Ganze  verwebt  worden,  indem  tlieiln  jeder  Tafrf 
'    entsprechende    allgemeine    Fi>riiu>[.    nach  TTmst.'in'teii  in 
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en»  vorangestellt  ist,  tbeils  die  mehrere  Tafeln  zugleich' 
;nflen  Formeln  an   den  gehörigen  Orten  eingeschaltet  sind. 

^ 

Di^  Zurückweisungen  von    einer  Tafel  auf  die  andere  sind 
geringeres  Maass  beschränkt  worden,  um  überall,  so  lanee 
llzu  grosse  Weitläufigkeit  entstand,   vollständig  ausgerecb- 
»rmeiD  vorzulegen.  -    ^ 

inte^ale,  weiche  durch  sehr  nahe  -liegende  Substitutionen 
re  einfachere  übergehen,  sind  unter  der  einfacheren  Form 

— j7a5»* 

-jT — j^  in  der  ersten  Abtheilung,  welche  man  nur  dann 
Ibar  in  den  Tafeln  findet,  wenil  m  und  n   keinen   gemein- 

/    XvOC 
YyL   4  in    det  Form 

^~5»  /   /    ,  A  4\  »n  der  Form  -r  1—. — f'r-\  u.  s.  w.  gefunden 

Uurch  diese.  Unterscheidung  werden  viele  störende  Wie- 
ngen vernHeden. 

Hehrere  Tafeln  über  bestimmte  Integrale  und  andere  wich- 
rst  in  neuester  Zeit  entstandene  oder  verbreitete,  abalyti« 
intwickinngen  sind  in  der  viertjen  und  fünften  Abtheilung 
lügt  worden.  Hier  konnten  auch  die  Beweise  der  Formeln 
ivie  in  den  andejrn  Abtheilungen  —  wo  sie  nämlich  durch 
itiation  der  Integrale  sich  von  selbst  ergeben  —  übei^gan- 
irden;  doch  sind  sie  möglichst  kurz  gefasst  worden,  um 
ell^rische  Form,  so -weit  es  anging,  auch  hier  zu  bewahren. 

verschiedenen  Stellen  sind  die  den  trigonometrischen  nach- 
ten hyperbolischen  Functionen  gebraucht  worden,  nämlich 
»erbolische  Sinds,  Cosinus,  Tangens,  Cotangens  von  x^  be- 
t  durch  ^ixiXy  Cefa?,  (Caiigo:,  Cotangor.  Man  hat  he- 
h 

%  

far=:  — g >  Sin xzn ^ ,  Canga:=:  ^^- , 

Cotang^=gj^. 
arcttd  (etn=a:)  oder ?li:cStfia:  =  log (.T  +  Va:«+i) 

o 
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;  3(ix£ot«ng.i=ijlog' 


^=/" 


Die  Bunstigen  Bezeichnungen  siDil  die  allgemein  ülilichen. 

In  allen  diesen  Punkten  xintl  wir  mit  dem  Herrn  HerAli^ 
vollkommen  <^illverslallde^.  und  $;lauhen  uuch,  linns  er  bei  ia 
theilung    ver^L-liiedener    neuer  Eutileckungen  und   EntwichlUL 
durch    welche    die  Intei^ralrechiiung    in    neuester   Zeit    alleroi 
sefar  erweitert    uml    bereichert   Mnrdcn    ist,   meistens   «las  fSi  <\f 
vorlie(;enden    Zweek    richliite    Maii^s  |;etroffen    hat,    wie  z.  ß  ' 
der  fflnfteri  und  letzten  Abtheiluni;  bei  den  Elliptischen  Funcliunei 
no  er  eich  seiner  eigenen  Anp;abe  nach  hau  ntsäcbl  ich  an  Le  eendie:  1 
Traite  des  foncffnns  ^  I  liptiqnes.  Tnmel.   Paris,  IHiU 
gehalten  hat,  wenn  freilich  auch  die  Tafel  den  ge<;enw- artigen  U- 1 
stand  dieser  nichtigen  Lehre  nicht  vollständig  darstellt,  was  ab«  I 
-   auch  nicht  mfiglich  gewesen  sein  wiirde,    ohne  dem  Buche  ein«  I, 
ganz  ungebührlichen  Umran^  geben  zu  müssen,  vveshalb  wir,  nii], 
schnn  erinnert,    rilckBichtlich  des   hier  mit  Cmsicht  inne  geliatte- 1 
nen  Muasses  gan»  mit  dem  Herrn  Vf.  üliereiusttmiuen.     JJusst^Uw  |, 
gilt  viin  den  (jamnialunctionen ,  dem  Integrallogarithmus,  den  En 
ler'schen  Integralen  und  anderen  keinem,  vier  mit  den  neueren  Furi 
schritten  der  Inteiiralrechnung   vollständig  vertraut  ist,    unlieLmr 
ten 'bestimmten  Integralen,  wobei  wir  jedoch  im  Interesse  it^' 
Wissenschaft  an  sich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken  küuwn, 
dass  es  einmal  dem  Herrn  Vf.  oder   einein  andern  mit  den  ntuf 
ren  Fortschritten  -der  Integralrechnung  vollständig  vertrauten  ("' 
lehrten  gefallen  mochte,  ein  zweckmässig  geordnetes  vollsländitrt'i 
Verzeichniss  aller  bis  jetzt  gefundenen  bestimmten  Integrale,  m- 
mit    anderen  Warten   eine  besondere    Tafel    der  bestimmten  hit- 
grale  zu  liefern,   mit   einer   kurzen  iN'uchweisung   der  Quellen,  "" 
sich    diefetlien    entwickelt   linden;    so  viele   Schwierigkeilen  eii«' 
solche  Arbeit  auf  der  einen  Seite  haben  dürfte,  so  nutzlich  wilnlu 
sie  auf  der  andern    sein.     In    der  vorliegenden  Tafel   scheint  ^m- 
indess.    ohne  dieselbe  riicksichtllcb   ihres  Zweckes   nngebülirliHi  ' 
ausdehnen  zu    müssen,    auch    fiir  die  bestimmten  Integrale  b 
chend  gesorgt  zu  sein. 

Zum  Schlüsse  wollen  tvlr  nun  blns»i  noch  bemerken,  äasiiA 
allerdings  in  einer  Beziehung  noch  eine  Verv  oll  stand  igun^  ■ 
vorliegenden  Tafeln  gewünscht  hätten,  die  denselben  ancb  ^ 
zu  grosse  räumliche  Ausdehnung  derselben  leicht  hätte  t 
werden  können,  und  nach  unserer  Meinung  auch  namentliH 
auf  dem  Titel  angegebenen  speciellen  Zwecke  dieser  TifeJii  4 
forderlich  gewesen   sein  wiirde.     Man    weiss   nämlich,  ^ 

mein  wichtig  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung,  illtJj 
thoden  zur  näherungsweisen  Ermittelung  bestimmter  In te|ril*M^ 
Fasse»   wir  z.  B,  nur  einen   für  Deutschland  gerade  gegnltf 
überaus  wichtigen  Gegenstand,  dleSchiffsbailkunsl  und  dasScT 
manoeuvre,  ins   Auge,  so    linden    die  genannten  Melhodeifj 
bei  der  Bestimmung  des  cubischen  Inhalts  der  Schiffe,  der  Sc 
aichung,  der  Bestimmung  des  Wasseruasses ,  bei  der  EnniH 
des  Schwerpunkts,  der  so  buchst  wichtigen  Stabilität  derSi 
ihrer   Trägheitsmomente  Behufs  des   Schwankens    und  Stur 


Scbiffe  (roulis  «t  tangages),  selbst  auL'li  des  VV'iJersturi(lG6 
.  IT.  die  wichtigste  Anwenrlun^,  und  ilb«rh:iu|)t  in  Iceinen  Theil 
Schiffsbaüknnst  ist  eine  geÜDrig  wissen  schartlich  begriifidete 
licht  mOglich,  ohnn  eine  vollständige  Kenntniss  der  zur  Et- 
elüug  der  Werthe  fteetimmter  Integrale  erl'ordet liehen  IVlelho- 
zu  besitzen.  Wenn  sich  nun  auch  Treilch  vun  diesen 'Metho- 
de wissemasBen  dasselbe  sagen  ISsst ,  was  oben  von  den 
faodcn^znr  Zerlegung  der  gehrncheiien  Functionen  in  einfache 
:he  und  von  den  Reductionsrormeln  gesEu>t  fvorden  ist,  so  hat- 
—  wir  doch  gewWnscht,  dass  weqen  ihrer  «o  fiberaus  grossen 
l^tigkeit  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung! 

■  den  Furmelo  und  numerischen  Coellicienten  von  Cotes 
tiniatio  erroruni  in  mixta  mathesi  etc.  auctnre  Ko- 
ro Cotes.  Leragoviae.  1708.  8.  p.  86.  in  der  bes.)nderen 
iandlung:  De  methodo  di  Tferential  i  Ne  wtoniana.); 
'3.  den  mit  diesen  Cotesiscben  Formeln  in  naher  Beziehung  ste- 
len,  mich  unserer  Meinung  eben  su  wichliiren  Cerrecliunsl'or- 
I  und  numenschen  Coetlicienteii  von  Stirlin<;  (IVIelhodus 
terentialis:  sive  Tractatus  de  summatione  et  inter- 
ntione  scrieruni   infinitaruni.     Londini.    1730.     paii. 

i)i 

uiid  endlich 

3.  den  heriihniten  Foraictn  und  numerischen  Coeflicicnten  von 
nse  (Methodus  nova  inteeralium  valores  per  appro- 
^^ationem  invenieiidi  in  den  Commentationes  socie- 
.«  regiae  scie  ntiaruin  Gottiiigensis  recentio.res. 
L  ni.  Gottingae.  181t).  pag.  3«.),  «eiche  als  eine  höchst 
^ge  Erweiterung  der  Gutes iscüen  Formeln  zu  betrachten  sind; 
eine  besondere  Tafel  gewidrtie^,  und  die  Art  der  Anwendung 
er  Formeln  kurz  erklärt  und  etwa  durch  ein  Paur  Beispiele 
aterl  worden  wäre,  wodurch  gewiss  der  sehr  zu  wünschenden 
Rihrung  dieser  Formeln  in  die  lerschiedeuen  Zweige  der  Pra- 
-vesentlicher  Vorsi'hub  geleistet  worden  wäre;  auch  wDrde 
kurze  Hindeutung  auf  die,  als  ganz  äpecteile  Fälle  der  obi- 
Formeln  zu  betrachtenden  Formeln  von  Simpson  oder 
Chapman,  die  schon  In  der  Praxis  allgemein  Eingang  gefun- 
ieo  haben,  oline  zn  vielen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu 
iehrai  leicht  müglich  ^eweyen  sein.  Vielleicht  entschliesst  eich 
ijerr  Verfasser,  seine  Tafel  durch  eine  kleine,  in  gleichem 
inot  gedruckte  Tafel  aller  dieser  Formeln  noch  zu  vervollstän- 
fl,  die  dann  jeder  Besitzer  des  vorliegenden  Buchs  demael- 
lelcht  noch  anbinden    lassen  kann. 

Wir  scbliessen  mit  der  bestimmten  Hoffnung,  dass  das  vor- 
sode  Buch,  welches  einem  wet^entlichen  Bedürfnisse  auf  zweck- 
^ge  Weise  abhilfl,  viele  Käufer  und  eine  weite  Verbreitung, 
,e«  in  der  That  auch  vollkommen  verdient,  finden  wird.  Der 
ck  und  überhaupt  die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  schün,  und 
2ahi  der  S.  V.  und  S.  VI.  angezeigten  Druckfehler  ist  mit 
kshrbt  auf  die  Schwierigkeit  des  Drucks  nicht  gross. 


Gotlia,  nerniiseegc 
tftre  EntwickluHg 
Wertke  bearenzte: 
tlen.      Vom  'Pro/es, 
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ierKouliolien    lli 
en  Ostern  18i9. 
der      Gausiitcken      iV 
iHtetjrnte  durch  rVäh 
r  Breltchneider. 


Itfvnina 
InLit: 


Uer  Herr  Verfasser  hat  in  diet>er  auägezeichneteo,  eine 
tere  BeLiniitvierilung  ^ehr  venlieneixlen  Schulschrift  eine  el«i 
tare  Entwich  ein  nj>  der  benlbniten  Gaussischen  Methode.  _^^ 
Werthe  begrenzter  Integrale  zu  finden  (Methodus  iiova  inte^TüIiMi 
valores  [ler  aniiroximationem  invenieiidi  in  den  Cdidiii.  Soc.  Reg. 
Gott,  receiit.  Vol.  III.  1SI6.  j>.  3!l.)  gegeben,  und  eich  daJun-h 
um  die  tveitere  Verbreitung  dieser  auch  liir  die  Praxis  sehr  M-iHi- 
tigen  Methode,  welche  die  Colestscheii  Formeln  unter  sich  be- 
greift, ein  sehr  wesentticbes  Verdienst  crwnrhen,  weil  das  Stn^ 
(lium  der  Gaussischen  Abhandlung  wegen  der  vielen  darin  ang^ 
wandten  analytischen  Kunstgriffe,  die  meistens  ziemlich  versteh 
liegen,  mit  manchen  Schwierickeiten  verknüpft  ist.  Auch  bat  der 
Herr  Verrasser  in  dieser  Abhandlung  einen  Beweis  a  priori  ge- 
geben, dass  die  Endpunkte  der  Ahsci(-seo  von  den  Grenzen  paar 
weis  gleichweit  entfernt  sind,  welcher  sich  in  der  GaussiscJisi 
Abhandlung  nicht  findet,  und  ist  auch  in  der  allgeiueiuen  Bestil» 
mung  der  Coeflicienten  der  transfnrmirten  Gleicbutig  Nr.  15.  S.  Qi 
seiner  fjchnft  weiter  gegangen  als  die  Abhandlung  von  GaoM. 
Wir  wünschen  datier  dieser  sehr  verdienstlichen  Schrift,  weldie 
der  Herr  Verfa.sser  vielleicht  kOnllig  noch  einmal '  weiter  ans»' 
beiten  wird,  eine  müglicbst  weite  Verbreitung,  und  namentlich 
auch. eine  Benicbsirbtigung  vim  Seiten  der  Pralcliker,  die  bei  itt 
näherungsH-eisen  Bestimmung  der  Werthe  bestimmter  Integrale 
die^e  ungemeine  Methode,  und  die  in  derselben  liegenden  speo- 
ellen  Methoden  häutiger  als  bisher  anwenden  sollten. 


Oeometrie- 

In  dem  Programm  der  Realschule  im  Waisenhai 
hat  Herr  Dr.  Al  Wiegand  S.  4-2.  -  S.  48.  die  wichtigsten 
in  Prima  gegebenen  geometrischen  und  trigonometrischen  Aul 
hen  milgetheilt,  welches  Jedenfalls  eine  sehr  nachahmungswe 
Einrichtung  ist,  weil  dadurch  die  verschiedenen  Lehranstalten 
gegenseitig  besser  kennen  lernen,  und  man  auf  diese  Weise 
und  nach  eine  sehr  werthvolle  Sammlung  matheni.itiscberUebuiii 
aufgaben  erhalten  muss,  die  sich  zugleich  dadurch  besandi 
empGeblt,  dass  die  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben  sämnitllcli 
in  der  Praxis  sich  aU  Bildungsmittel  wirklich  liewährt  haben 
Dem  Herrn  Dr.  Wiegand  werden  daher  mit  uns  sich  gewiss 
auch  noch  andere  Lehrer  fiir  diese  öfter  zu  wiederholenden  ÄlÜ 
Iheilungen  verpflichtet  fühlen. 
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Astronomie. 

r 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio   di  Palermo  dal 

1792  al  1813.    Parte  secoiida  1803  ^  1813.    Tonio  set< 

timo    1805  —  1806.     Vienna  1848.    4.     Auch    unter    dem 

'Titel:  Annalen  der  k.  k.  Steruwarte  in  Wien.    Nach  dem 

Befehle    Seiner  k.   k.   Majestät   auf  öffentliche  Kosten 

herausgegeben    von   C.    L.    von    Littrou*,     Director    der 

istern  warte     und   u.    Professor    der  Astronomie   an    der 

k«   k.   Universität  zu  Wien  u.   s.  w.    und  F.  Schaub,    Ad- 

I'unet  der  Sternwarte'.  30ster  Theil.  Neuer  Folge  lOr 
Kand.  Enthaltend  Piazzi*s  Beobachtungen  in  den  Jah- 
ren 1805  und  1806.  Wien.  1848.  4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  XLIV.  S.  626.)  . 

Wir  freuen  uns  sehr,  auch  in  der  jetzigen,  den  Wissenschaf- 
ten weniger  günstigen  Zeit  wieder  eine  Fortsetzun<j^  dieses  müh- 
aamen,  aber  für  die  Wissenschaft  wichtigen  Werks  anzeigen  zu 
kunnen^  und  wünschen  dem  trefllichen  Herrn  Herausgeber  von 
Uerzen,  dass  es  ihm  gelingen  möge,  dasselbe  bald  glücklich  zu 
Ende  zu  führen,  wofür  ihm  der  Dank  aller  Astronomen  nicht  ent- 
gehen wird.' 


Physik. 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  der  reinen, 
f>harmaceutlschen   und   technischen   Chenue,    Mineralo- 

gle  un-d  Geologie.  Unter  Mitwirkung  von  H.  Buff,  £. 
ieffenbach,  C.  Ettling,  F.  Knapp,  H.  Will,  F.  Zam- 
ruiner  herausgegeben  von  Justus  Lieb  ig  und  Hermann 
Kopp.  Für  1847  und  1848.  Erstes  Heft.  Giessen.  1849. 
ti     1  Tblr. 

Wenn  auch  dieser  Jahresbericht,  wie  es  seinem  Titel  nach 
«scheint,  hauptsächlich  die  Chemie  in's  Auge  fassen  dürfte,  so 
verbreitet  er  sich  doch  auch,  wie  schon  das  vorliegende  erste 
Bteft  deutlich  zeigt,  sehr  ausführlich  über  die  Fortschritte  der 
Physik  in  dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zeiträume,  und 
derselbe  darf  daher  in  diesem  Literarischen  Berichte  nicht  uner- 
urShnt  bleiben.  Ja  wir  können  selbst  sagen,  dass  er  uns  von 
■illen  derartigen  Büchern,  die  uns  bis  jetzt  zu  Gesicht  gekommen 
sind,  80  viel  Verdienstliches  dieselben  auch  übrigens  haben  rao- 
ppien,  insbesondere  auch  seiner  grossen  Vollständigkeit,  und  der  Um- 
sicht halber,  mit  welcher  er  au^entallig  gearbeitet  ist,  am  besten  gc- 
Allen  hat,  weshalb  wir  ihn  allen  Lesern  des  Archivs  ganz  beson- 
ders empfehlen.  Von  unserm  wissenschafflichen  Standpunkte  aus 
(geschieht   dies    auch    hauptsHchltch    noch    deshalb,    weil  er    viel 
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Ireendeiii  anderes  Buch  dieser  Art  die  matlietn&ljsclw 
Seite  der  Physik  mit  p;ro88er  Umsicht  berOcksichtigt,  uotf  ifit 
Resultate  der  inathematischeD  Utitersuohungen  oder  der  mit  USUe 
des  Culouls  geführten  Ex|ieriniental  utile  Buchungen  so  weit  mll- 
theilt,  Aas8  m»n  eiue  deutlit-he  Einsicht  in  deren  eigentliclicii 
Zweck  erhalt,  und,  ivenn  man  es  Behul'a  ircend  einer  vorhslien- 
den  Untersuchung  lilr  niilhig  finden  sollte,  immer  leicht  zu  d«a 
ursprünglichen  Quellen  zu rCicIi zugehen  im  Stande  ist.  Wir  spre- 
chen es  daher  mit  voller  Zuversicht  aus,  das»  wir  diesen  Jaluw! 
bericht  namentlich  für  jeden  nmihem  alle  che  n  Physiker  Kr  em 
entbehrliches  Hilllsmitte),  imd  hei  Weitem  fVir  das  zweckm&ssi 
Buch  dieser  Art  halten,  was  bis  jetxt  existirt., 
merken,  war  um  so  mehr  nillhia,  weil  der  Titel  des  Buchs  l<. 
gerade  zu  der  entgegengesetzien  Ansicht  —  dass  nämlich  die 
mathematische  Seite  der  Physik  weni^  Beuchtimg  in  demselben 
gefunden  habe  —  verleiten  kclnute.  Die  »lalhenia tische  PbysiL- 
wicd  und  nmss'cs  den.  geehrten  und  verdienten  Herren  Uerani- 
l^ebern  <;anz  besonders  Dank  wissen,  dans  sie  sich  ihrer  so  snrg- 
iältig,  und  bei  Weitem  mehr  als  alle  bisheri.gen  Herausgeber  blm- 
licher  Bficher^  angeiionimen  haben.  Wir  sehen  daher  auch  den 
folgenden  Helten.  Tür  welche  e.  B.  nneh  der  ^riisste  T heil  der 
muthemutieehen  Optik  zanfck  ist,  mit  grossem  Verlangen  enlgr- 
geo,  und  wünschen  sehr,  dass  dieselben  recht  bald  erscheinen 
miigen.  Um  unser  vorhergehendes  Urtbeil  zu  bestätigen,  »olleii 
wir  namentlich  l'iir  Leser  im  Auslande,  denen  das  Buch  nicht 
selbst  sogleich  durch  den  Buchheindel  in  die  Hände  kommt,  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  vollständig  anheben:  „Molecular- 
wirklingen.  Ahhängigkeit  der  Cohüsion  der  Flüssigkeiten  und 
jier  Oapillaritätshtihe  von  der  Temperatur.  Veränderung  der  Form 
der  Oberfliiche  von  Flüssigkeiten  durch  andere.  Capillarsenkon^ 
des  Quecksilbers.  Endosraose.  —  Atomlehre.  Krystallisntian. 
Krystallographie.  Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und 
Krystallform;  Isitmnrpbismus,  üimorphUmus.  SpecifischesGewicbl; 
Bestimmung  desselben  bei  festen  Körpern,  Flüssigkeiten  und  Ga- 
sen. Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und  spec.  Vewichl. 
—  Speu.  Volum.  —  Wärmelehre.  Wärmequelle»;  Wfinneent- 
Wickelung  bei  chemischen  Verbindungen.  Mechanisches  Aequivfr 
tent  der  Wärme.  Ausdehnung  durch  die  Wärme.  SpeciKadw 
Wärme;  Schmelzen,  latente  Schmelzwärme.  Sieden;  latente UanpF 
wärme.  Beziehungen  zwischen  chemischer  Zusammensetzung  unil 
Siedepunkt.  Spanukraft  der  Dämpfe;  Thuuhildung;  hygrometnscbF 

Apparate.  Wärmeleitung.  Wärmestrah  Inner.       " '    '- 

üeber  Kräfte  ii      ■ "     ^    ■  ■ 

sticität 

Zusanmiendrfickl)arkeit  derselben.  Gleichgew  .. 

sigkeiten;     Zusammendrückbarkeil    derselben.    Allgemeine  Bc< 

sungslebre.  Bewegung  starrer  Körper.  Bewegung  tropfbar  fiassinn 

Körper.   Bewegung  gasliirmiger  Körper.  Dynamik   der  Erde.  TU- 

orie  derMuschinen.  Apparate.  —  Akustik.  Schal Igesefimndij 

Tonschwingungen  »on  Stäben   und    Saiten,    Töne  durch  d 

trischen   Strom    veranlasst.    Physiologische  Akustik.    AppB  _ 

Optik.    Lichtquellen.   Theorie   des  Lichtes.  Gradlinige  Fori, 

zung    des  Lichtes;     Aberration,    Interferenz,    Beugung.     Zu(.- 

tterfiiug  des  Liclites-,   Polarisation.  Neiv'tonsche  Farbenringe,  h' 


•I  ariiieiciiuiit;.    t>  ariiiosiraiiiung.  —  u  etve  g  u  n  gs  I  enif' 

rte  im  Allgemeinen.  Gleichgeuichl  st.arrer  Körper,  Eli- 
i  Festigkeit.  Gleichgewicht  trojiHiarer  FEü&sigkeiten: 
Irfickharkeit  derselben.  Gleichgewicht  gaslorniiger  Flu' 
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res.  EiDfache  Brechane  des  Lichtes.  Farbeiizerstreuung.  Natur- 
the  Farben.  Doppelte  Brechang;  Polarisation  dnrch  doppelte 
rechung.  Optik  der  Atmosphäre.  Optische  Apparate.  Physfologi- 
rhe  Optik,  Bau  und  optische  Eigenschaften  des  Auges.  Gesichts- 
bhrr«  Theorie  des  Sehens.  Subiective  Farben.  Optische  Tau- 
faungen.  Chenaische  Wirisungen  des  Lichtes.  Chemische  Wirkun- 
Mft  d^r  verschiedenen  Farbeiistrahlen.  — 
*.  • 

Wir  wünschen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  dass  dieses 
vdieostliche  Unternehmen  einen  ungehinderten  und  schnellen 
irtgBDg  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  aÜen^ 
•n«n,  welchen  keine  grössere  Bibliothek  zu  Gebote  steht,  folglich 
»besondere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  ]€- 
*  Art  ^ 


Vermischte  Scbriften, 

V 

Sitzungsberichte    der   Kaiserlichen    Akademiie    de'r 
^flsenschaften  zu   Wien.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIH. 
676.). 

Fünftes  Heft  S.  6.  Haidinger:  Ueber  die  Ursachen  der 
'scheinung  der  Polarisationsbüschel.  —  8.  53.  Koller:  Nach- 
:ht  über  das  am  18.  October  in  Kremsmünster  gesehene  ^ord- 
ht.  —  S.  55.  Kreil:  Bestimmung  einiger  Längenunterschiede 
ittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  8.  60.  Burg:  Ueber  die 
I  27.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferdinands-Nordbahn  Statt  gefun- 
ne  Explosion  der  Locomotive  „  Jason '^  —  8.  103.  Schön- 
chlers  Multiplicationsregister.  —  S.  133.  Reslhuber:  Beob- 
htnngen  während  der|  Nordlichter  am  18.  October  und  17.  No- 
mber  1843  auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster. 

Jahrgang  1849.  Jänner-Heft.  8.  8.  Schrötter:  Ueber 
agen  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers, 
stehe  nur  34.  Fl.  C.-M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
nem  Pfund  auf  jeder  Schale  noch  fünf  Milligramme  deutlich 
.  —  8.  16.  Gintl:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
T  meteorologischen  Observatorien.  — '  8.  28.  Baumgartner: 
DTSchlai^  zur  Veranlassung  einer  Telegraphenlinie  zwischen  Klo- 
Mmeaburg  und  Wien.  —  8.  29.  Kreil':  llntwurf  eines  meteoro- 
RbM^en  Joeobachtungssystems  fiir  die  österreichische  Monarchie. 
rAlwGhnitt. 
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The  Cambridge  and  Dublin  matheroatical  Joarnal 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar.  Bericht  Nr.  XLVIII.   S.  675. 

I 

No.  XX.  Mathematical  Note.  Continaed.  —  On  S^boliol 
Geometry.  Continued.  ßy  Sir  William  Rowan  Hamilton.- 
On  the  Triple  Tangent  Planes  of  Surfaces  of  the  Third  Order. 
By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Order  of  certain  Systems  of 
Algebraical  Eqnations.  By  Arthur  Cayley.  —  Oo  a  Point  h 
the  Solution  of  Linear  Differential  Eqnations.  By  Augnstas  De 
Morgan.  —  On  the  Relation  between  Different  Curves  and  Ceoei 
connected  with  a  Series  ofConfocal  Ellipsoids.  ByJohnT.  R1l^ 
ledge.  —  On  the  Focal  Generation  ol  Surfaces  on  the  Sectrad 
Order.  By  the  Rev.  Wm.  A.  Willock.  —  Exercices  in  Qoater^ 
nions.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  —  On  the  Eqnifi- 
brium  of  a  Floating  Body.  By  Richard  Townsend.  —  Ob 
the  Cone  Circumscribing  a  Surface  of  the  mtk  Order.  By  tbe 
Rew.  George  Salmon. —  On  Geodesic  Lines  traced  on  an  So^ 
face  of  the  Second  Degree.  By  Andrew  S.  Hart. —  On  Attiac- 
tions,  and  on  Clairaut's  Theorem.  By  G.  G.  Stokes.  —  No. 
XXI.  will  be  published  on  the  Ist  of  November ,  1849. 


..  l-fcl .  , 


üiterarlsclier  Bericlil;« 


Die  interetfanten  Mittheilungen  aas  Johann  Bernöalli's  eignen  Auf- 
nungen uher  «ein  Leben  haben  in  dieser  Nummer  des  Literarischen 
ihts  so  viel  Raum  eingenommen,  dass  Tcrschiedene  erschienene, 
Theil  wichtige/Schriften  haben  f&r^s  Erste  noch  zurückgelegt  iirer- 
müssen;  in  der  nächsten  Mummer  des  Liter.  Berichts  werden  aber 
diese  Schriften  angezeigt  werden)« 


Arithmetik« 


Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung 
Navier,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der 
^technischen  Schule  zu  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  von 
uville.  Deutsch  herausgegeben,  und  mit  einer  Ab- 
dlung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
von  Dr.  Tbeodpr  Wittstein.  Zweiter  Band.  Uanno- 
1849.  8.     1%  Thir. 

W|r  freuen  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieser 
uglichen Uebersetzung  desR^sum^  des  legons  d'Analyse 
n^es  k  Tecole  poiytechnique  par  M.  Navier.  Paris. 
0.  1841.  anzeigen  zu  können,  welchem  ganz  dasselbe  zur 
»fehlung  dient,  was  im  Liter.  Ber«  Nr.  XLIl.  S.  600.  von  dem 
m  Theile  gesagt  worden  ist.  Die  Zusätze  haben  folgende 
Urschriften:.  |.  der  Rest  der  Tay|or'schen  und  der  Maclaurin- 
n  Reihe,  li.  Brüche,  welche  unter  die  Form  ^    fallen.     IIL 

£ul»r*schen  Integrale.  IV.  Angenäherte  Berechnung  des  Pro- 
i-  i.2.3.4^,.a:,  wenn  a;  sehr  gross  ist.  V.  Anwendung  der 
^e  cler  doppelten  Integrale  auf  den  Beweis  eines  Lehrsatzes 
Ugebra.    (Es  ist  dies  nämlich  der   berühmte  dritte   Beweis 


üd  IUI. 
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de«  Fuiidamentaltbcorems  der  Theorie  der  algebraischen  Gleicbmi 
gen  von  Gauss  in  den  Comm.  soc.  scientiar.  Gottitigen 
äis  recentioT.  Tom.  III.).  VI.  Inteeration  einer  genisseo  Gal 
tung  von  Uilferentiulgleicbungen.  Bndlieh:  Die  Meihnde  der  tlein 
sten  Quadrate  von  dem  Herrn  Uebersetzer ,  hei  deren  Darstellung, 
was  hauptsächlich  die  theoretischen  Grundlagen  betrifft,  der  Hen 
Uebersetzer  sich  vorzugsweise  a«  die  Grundzöiie  der  Wahr 
scheitilithlieitsrechnung  von  Hagen.  1S37.  gehalten  bat, 
Tvobei  aber  doch  die  ganze  Arbeit  als  eine  eigenthümliche  Arbeit 
des  Herrn  Uebersetzers  zu  betrachten  ist.  Die  Darstelluns  dies« 
lilr  die  praktische  Anwendung  so  wichtigen  Lehre  ist  sehr  denl' 
lieh,  und  verleiht  dem  Buche,  welches  vorzüglich  heKtimmt  i^t, 
um  auf  einer  praktischen  Lehranstalt  als  Grundlage  für  die  V<it- 
lesangen  gebraiieht  zu  werden,  ausser  seinen  sonstigen  Voraügcu 
noch  einen  besonderen  Wertb.  Ueberhaupt  hat  der  mit  den  neue. 
ren  Fortschritten  der  Analysis  und  ihrer  strengeren  Be<;ründua£:, 
die  leider  immer  noch  manche  aus  einer  nicht  vollständigen 
Kenntffiss,  oft  aber  auch  aus  völliger  Unkenntniss  der  Sache  bet- 
vorgegangene  Widerspruche  von  Leuten ,  die  den  alten  Schlenilrimi 
liehen,  erfahren  muES,  vollständig  vertraute  Herr  L'eberseUei 
Alles  geleistet,  was  man  von  einer  solchen  Arbeit  billigenvei^e 
verlangen  kann;  und  diese  Uebersetzung  wird  daher  auch  da< 
Ihrige  zu  der  sehr  zu  wiitischenden  immer  allgeraeinern  Verbrei' 
tnng  der  neuern  Behandlungs weise  der  Analysis  jedenfalls  b«i' 
tragen.  i 


Lehr 

Düterricl 

gleichzeitig   tür   d 
Dr.  Alesander  Mo 

Ein    deutliches    Lehrbuch    mit    recht     vielen    zweck mäsiigfi: 
Uebungsaufgaben ,  das  seinem  Zwecke  wohl  entsprechen  wird. 


d  Handbuch  der  Algebra,   verfasst   ftlr  dn  1 
.0  der  k.  k.  Ingenieurs- Akademie  in  Wleiti  ] 
jsletudium  eineer ich tel.    V c« 
Wien  1849.   8.    1  Thir.  15  5^- 


Physik. 

Physikalisches  Lexicon.  Encyklopädie  der  Pbvfik 
und  ihrer  Hüllswissenschaften:  der  Technologie,  tit- 
mie,  Meteorologie,  Gtogranhie,  Geologie,  AstronO'] 
mie,  Physiologie  etc.  nach  dem  Grade  ihrer  Verw»«*!' 
Schaft  mit  der  Physik.  Zweite  Anllage.  Von  OsinI*l 
Marhach.    Erste  Lieferung.   Leipzig   1849.  8. 

Wir  dürfen   dieses  Werk   als  aus   seiner  ersten  Auflage  Mf 
reichend   bekannt    voraussetzen ,  und   begnügen    uns  daher  w  *•    _5 
tnerkeo,    dase  diese  neue  Auflage  mehr  als  eine  solche,    iilöiM|*" 


r 


eine  vüllige  Uinarbeiluug  der  ersten  Auflage  zu  betrachten  ist, 
rouei  Her  Herr  Verfasser  Jas  Werk  einem  streng  wissenschaflli- 
hen  Staixlpunkte  noüh  näher  als  in  der  ersten  Auflage  zu  führen 
eabsichtigt,  und  daher- in  dem  Vorn  orte  den  Namen  eines  „po- 
ulären  Werks"  —  diesen  Ausdruck  in  der  meistens  gewiihiili- 
ben  Bedeutung  genommen  —  zurückiveist.  S»  viel  sich  nach  der 
Täten  Lieferudg  urtbeileii  läast,  scheint  die  Uearlieiluns  der  ein- 
einen  Artikel,  wenn  auch  in  Rücksicht  auf  Ausführlichkeit  etnaa 
Dcleich ,  für  alle  diejenigen ,  denen  das  grosse  tiehler'sche  Wor- 
inbuch  entu'eder,  namentlich  rücksicbtlich  der  Annendung  der 
iaihemalik,  zu  weit  geht,  oder  zu  theuer  ist,  ganz  zweckmäeeie 
11  sein,    worüber  sich  jedoch  erst  sicherer  urtheiten   lassen  wird, 

I  eine  grüssere  Anzahl  von  Lieferungen  vorliegt. 


BDi«  periodischen  Sternschnuppe 
KD  ihrer  Erscheiauosen,  abgeleitet 
Wr  letzten  10  Jahre  zu  Aachen  ang. 
ingen,  von  E.  Heis,  Oberlehrer  der 
ib    und   Che  


nd 


und  die  Kesul 
I?  den  wHh 
eilten  Beohach 
.thematik,  Phy 
höheren  Bürge' 


nd  Provinzial-Gewerbschule  zu  Aachen.  Culn  1849. 
»10  Sgr. 

^TEine  sehr  lesenswerthe  Schrift,  welche  ausser  ihrem  auf  dem 
^n  angegebenen  Hauptinhalte  auch  lehrreiche  Betrachtungen 
Br  Sternschnuppen  im  Allgemeinen,  namentlich  über  die  perio- 
Ischen,  und  eme  ziemlich  ausRihrliche  und  sehr  deutliche  Dar- 
teilung der  Von  dem  Herrn  Verfasser  befolgten  Methode  zur 
leobachtung  der  Sternschnuppen,  Aufsuchung  ihrer  Richtung  und 
ires  Ausgangspunktes,  und  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn 
er  Sternschnuppen  aus  correspondirenden  Beobachtungen  enthalt, 
nsbesondere  in  letzterer  Beziehung,  abgeseheti  von  den  aus  den 
1  Aachen  angestellten  Beobachtungen  und  Rechnungen  gewönne- 
en  Resultaten,  die  am  Ende  Übersichtlich  zusammeni^estellt  wor- 
en  sind,  verdient  die  Schrift  allen  denen,  die  sicli  selbst  mit 
teobachtungeu  der  Sternschnuppen  zu  beschäftigen  gedenken,  zur 
leachtung  recht  sehr  empfohlen  zu  werden. 


'Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen   der    naturforschenden   (Sesellschaft 
Bern.    Nr.  131.    bts   Nr.  155.    (Vom   15.    Juli    1848.  bis 
HErz   1849.) 
(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIII.). 

iL.    Scbläfli,     Ueber  eine  durch    zerstreutes  Licht  bewirkte 
fferenzerscheinung  (Nr.  131.  und  132.). 
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Derselbe,  U«ber  die  einracbste  Art,  die  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung,  durch  nelcbc  die  Slürungeo  der  ellip- 
tischen Elemente  einer  l'lanetenbuhn  bestimmt  siud,  auBzudrfickea- 
(Nr.   131.  und  132.)- 

M,  Perly,  Ueber  die  Entivicklung  einiger  iDliisorieu.  (Nr.133. 
und  1^.)- 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Htm 
Gestaltung  der  Sternwatte).   (Nr.  135.). 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Matheraatik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz, 

Dieser  sehr  wertbvolle  Aufsatz  enthält  Brucfa  stucke  aus  einer  Le- 
bensbeschreibung Johann  I  Bcmoulli's,  die  'Johann  Bernoiilli 
selbst  aufgesetzt  hat.  Diesen  Lcbensabriss  theilen  w\t  im  Folgen- 
den vollstSndiff  mit,  da  er  jedenTalts  für  die  Geschiebte  der  itla- 
thematik  von  Wichtigkeit  ist.  Sollte  Herr  B.  Wotf  noch  mehrere 
dergleichen  Bruchstücke  auflinden.  so  würde  er  durch  deren  Wil- 
theilung  die  Mathematiker  »ich  gewiss  in  hohem  Grade  vei- 
bin  den  ■ 

Erinnemnscn  nn  Jahaan  ■  Bemealli   aiu  Bttael- 

Von    Herrn    B.  Wolf  in   Bern. 

Bereits  sind  100  Jahre  seit  dem  Tode  Johann  I  ttemonlli  ver- 
flossen; aber  noch  immer  lebt  der  Name  dieses  Mannes,  Am 
seine  Zeitgenossen  als  ihren  Archimedes  verehricn,  der  nabreml 
mehr  als  SU  Jahren  die  Hauptstütze  mathematischer  Bildung  wid 
Forschung  war,  —  der  Euler,  VarJmion,  Daniel  Bernoulli,  Hu» 
pital.  Haller,  IVlau|iertuis ,  König,  Kranier,  Job.  Gessner  ete,  lu 
Schülern  hatte ,  im  Andenken  jedes  Gebildeten ,  dem  die  Mallie- 
matlk  und  ihre  Anwendungen  nicht  völlig  fremd  sind,  Tort,  uml 
die  Veröffentlichung  folgender  Bruchstücke  einer  von  Johann  1 
Bernoulli  selbst  |ilanirten  Lebensbeschreibung,  welche  ich  uul&iieal 
aus  Basel  erhalten  konnte,  darf  sich  somit  (vohj  einigen  Beifall 
versprechen : 

„Je  naquis  ä  Bäle   le  27.  Juillet   v.  St.   1G67,    t^tanf  le 
„lOnic  enfant    de  mon    pere  Nicolas  Bernoulli  et  de  ma  nen 
„Margu^rite  Schiinauer,    ijui    se    sont  donntt   tont    le  sain 
„me  bien  ^leveri    tant   dans  la  religion   ijue  dans  )es  boi 
„moeurs.     Si  je    n'en    ai  pas  bien  jirolite,    ce  n'est  pas 
„faute  mais  la  mienue." 
Nachdem   er   die   üffentlichen  Schulen    seiner  Vaterstnilt  , 

sucht  hatte,  wurde  ^r  nach  Neuenburg  geschickt,  um  den  Bandi 

und  die  französische  Sprache  zu   erlernen  : 

„Mais  Dieu,  qül  m'avait  deslinö  ä  un  "autre  gcnrc  i» 
„vie,  me  (it  retourner  dans  la  patrie  au  bbut  d'uii  an  poUTf 
„cnntinner  les  eludes  des  iielles  Icttres  et  des  scienccs.  L'ff 
„10^  je  fus  cree  MatfUter  ou  docteur  en  phifosopbie,  aprte 
i,avoir  re^u  un  an  et  denii  auparavant  le  degre  de  Bachclicr; 
,.ce  fut  pendant  ce  temps  qu'it  l'imitation  et  l'inclinatiiHi  ^ 
,Teu  mon  frere  Jaques  Bernoulli,  je  commenfai  ä  m'ap)ili<|<i<' 
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„ä  r^tiiile  des  mathematitnieB:  le  ptaisir  aingnlieT  que  je  eca- 
„tM8  dans  cette  belle  et  divine  science  m'y  ßt  faire  des  nrn- 
„gr^  avec  iiiie  rapidite  incroyable.  Car  en  niains  de  deux 
„ans  non  seiilement  je  m'eEuis  rendu  fuiuilier  presque  touta 
„les  aiiciens  autcurs  <iui  ont  ^crit  sur  les  mathematiqueH,  mais 
„aussi  les  mndernes,  comme  la  geometrie  de  Descartea  etson 
„algäbre  avec  ses  commeotairea.  Apres  ces  coinmenceroens, 
„par  un  haxard  impr^vn  tioue  tombämes  coDJomteinent  mon 
„frire  et  moi  sur  un  petit  ^it  de  Mr.  Leibnitz  ins^re  dans 
„les  actQs  de  Leipzic  de  1684,  ou  en  5  ou  6  paees  iseiile- 
„ment  il  donne  une  idrfo  fort  Idgere  dti  calrul  dtfferentiel, 
„ce  qui  etait  une  enignie  plulöt  qu'une  exnlication ;  mais  c'en 
„tilait  assez  puur  nous,  ponr  en  approfonjir  en  peu  de  joiirs 
„tout  le  secret,  lejnoin  quantile  de  pieces  que  nous  publiä- 
„mes  enauite  sur  le  sujel  des  itißniment  petita.  Apres  cette 
„heureuse  decouverte,  je  lua  le  premier,  qui  sonqeait  ä  in- 
„veiiter  quelque  niethoue  nour  remonter  des  quauTitea  inlini- 
„ment  pelites  aux  Gnies  dont  celtes-la  sont  tes  Clemens  ou 
„lea  iliMrences.  Je  donnai  h  cette  methode  le  nom  de  cal- 
„cul  integral,  n'en  ayant  point  trnuve  ^ors  de  plus  couve- 
„nabte.  Je  vuyuis  bien,  qu  il  etait  imposgible  de  trouver  une 
„tolle  methnde  qui  ftit  absolument  generale,  je  ne  laissai  pour- 
„tant  pas  de  reduire  ce  caicul  ä  des  reifes  g^n^rales  pour 
„oertaines  circonstancea.  Quand  je  les  coninmniquaia  iL  mon 
„fr^re  il  eat  d'abord  de  la  peine  a  lea  admettre,  mais  apres  v 
„avoir  r^Q^chi  plus  mdrement  il  y  prit  du  gout  et  s'en  servil 
„utilemeut  pour  resoudre  quelques  problemes.  Pour  l'y  auimer 
„d'avautage  je  lui  proposai  pfuaieurs  problemes  pbyaico-me- 
„caniques,  entre  autre  celui  de  la  chainette,  uui  est  de  de- 
„terminer  la  propri^te  de  la  courbure  d'une  chafne  läcbe  sus- 
„pendue  par  leg  deux  bouts;  mais  comme  il  ne  put  y  reussir, 
„pendant.que  je  l'avais  reaolu  pleinement,  je  l'engageai  iL  pru- 
„poaer  aux  geometres  ce  prouleme  dans  les  Actes  de  Leip- 
„lic.  Oll  apres  uu  temps  cousiderable  il  ne  parut  que  trois 
•  f^iutions  (coiiformea  au  fond  entre  ellea)  savoir  celle  de  Mr. 

^  „Leibnite,  Celle  de  Mr.  Huguens  et  In  mienne;  voir  les  actes 
„de  LeipEic  de  16t)I."  — 

Geeen  Ende  16!N)  ging  er  nacb  Gcnr,  wo  er  sich  etwa  S  Md- 
t  aufbielt  und  unter  Andern  Christoph  Fatio,  eiuem  altern  Bru- 
des  ihm  später  in  dem  Leibnitz -Newton' sehen  Wcttkampfc 
euSbersteheii den  Nikiaus  Fatio,  Unterricht  in  den  neuen  Rech- 
gsuelhoden  gab. 

„Vera  le  commencement  de  l'automne  1691  je  qiikfai 
1  „Geneve  pour  aller  en  France;  apres  afoir  passe  par  Lyon 
„et  quelques  autres  villes  coiisid^rables  j'arnvai  ft  Paria;  le 
.,s^jour  de  cette  eapitale  devint  bien  ptus  long  que  je  ne  m'e- 
„taia  propose,  ce  que  je  doia  attrii»uer  non  seuleraeot  aux 
„agremens  avec  lesquels  on  y  passe  son  tempß;  mala  sur- 
.irt^nt  ä  la  miilfitude  de  connaissancea  que  j'eus  occassion  de 
^fuire    avec    les    plus   illustres   savaiits  de  cette  grande  ville. 

^aJ>a  uremiere  chose  que  je  Tis  pour  ceta  ce  fut  de  m' adresser 
irBM' A  MaUef/rattche  chez  les  P.  P.  de  l'oratoire,  qui  ayaot 
^t«ppis  mou  nom  me  re^ut  avec  un  accucil  des  plas  tenarea. 
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IRI^Ain  niäy*u  J«  ne  üb  bientAt  connaitre  des  personnee  \ei 
,plus  (listiniiu^s  dans  le»  sciencea.  ('ar  ni'ayant  luarqitä  <|u'a 
„un  certa'iH  jouf  de  la  seinaiiie  il  y  avait  chez  lui  aaseniblM 
„de  i;ena  savanU  en  toute  aorte  <te  sciences,  et  nie  prianl 
„d'y  veiitr  aiissi  autaiit  de  fuis  ciu'il  nie  plairait,  je  ne  imtn- 
„quai  pas  de  protiter  de  celte  invilation.  La  premiere  kk 
„que  j'y  fus,  j  eun  le  bonheur  d'y  trouver  Mr.  le  Mq.  il« 
„iHoipilnl,  qui  passait  alors  pour  un  des  preraiers  tnalht-nia- 
„ciet)S  du  royaunie.  Mais  comme  en  ce  Icmps-Ia  toute  la  ma- 
„tbemaltque  en  FraRCe  ne  honiait  ä  l'aAtronomie ,  la  geome^ 
„trie  et  I  ulgebre  ordinaire,  tellemeot  qii'ii  peiiie  od  avait  wo 
,, parier  de  nos  nnuveaux  calculs,  on  peut  bien  s'iiDagiiiert 
,,qite  dans  la  preiniere  conversatinn  avec  Mr.  de  l'IIopital  il 
,]fut  etrangemeiit  surpris  de  roir  la  facüit^  avec  laquelteia 
„resolvais  sur  le  champ ,  comme  en  jouant ,  oertains  probM- 
„mcH  qu'il  m'avait  propose  et  qu'il  avouuil  etre  iDsoluble  ponr 
„l'algeore  cammune.  Apres  deux  nu  trois  entretieoa  que  noni 
„euines  ensuite  chez  te  P.  Mal  leb  ran  cbe  je  le  mis  tolalemeDl 
„dana  le  godt  de  mos  nouvellea  m^tlindes;  il  ne  fallait  que  lui 
„en  ouvrir  la  route  et  le  meltre  au  Tait,  aGct  de  saToir  Iw 
„reglea  pour  pouvoir  s'en  servir  lui-metne;  II  vint  dooc  chei 
„moi  me  prendre  dans  son  carrüsse,  pour  aller  chez  lui.  oi 
,Je  commengai  ä  lui  expliquer  lea  principes  du  catcul  difercn- 
„tiel;  maia  nun  content  de  mes  le(;ons  donnees  de  vive  vuii, 
(icraienant,  di»ait-il  de  les  oublier,  il  me  prja  de  les  lui  com- 
„muniquer  par  «tcrit.  Je  me  ur^tai  pur  complaisance  ä  tm 
„desir,  pe  prövoyant  pas  le  tleBsoin  tju'il  aurait  de  les  pn- 
„blicr  uti  juur.*)  Ainai  je  lui  apportai  tous  les  denz  joirn 
»uns  le^on  ecrite  de  ma  ntain  en  latin,  sur  une  feuiUe  Ati 
(itiages  in  4"  cbacune.  J'avais  cependant  la  pr^voyance  it 
jfles  faire  copier  par  un  ami  qui  logeait  avec  moi ,  avanl  i* 
„porter  les  originaux  ä  Air.  le  M.  de  THopital.  L'rile  evI- 
„vant  il  parlit  avec  Madame  son  ripouse  pour  se  rendre  dans 
„une  des  «es  seigneuries  nomme  Ougues  pres  de  Blaie:  il 
„me  pressa  de  lui  tenir  compagnie  ce  que  je  Gs  quoiqae  uvk 
„quelque  repugnance.  Les  3  ou  4  moU  que  nous  y  sejoH^ 
„names,  fureiit  employes  ä  le  fortiSer  dans  l'usage  des  dn- 
„veaui  calculs  poiir  resoudre  tnutes  sortes  de  problisM 
»physico-matheraatiques.  Ce  Tut  lä  ou  je  lui  enaeigaal  Ut 
„frolsieme  espice  da  caicul  exponeniiel  ou  parcourant,  <fli 
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*)  Die  hier  borülirte  Schrift  ist  die  bebanntB  Analyac  dea  inÜniniinl' 
petili  paut  l'iateliigenee  des  ligaci  eonrbei,  weiche  luerst  I6iW  ofii" 
den  Kinnen  de«  Vrrfai«eri,  dann  tT15  unter  dem  IVameQ  tod  Uoipio' 
edchien.  IlnB)ii(al  aoerLennt  nnn  (war  in  der  Vnrrede,  daii  er '^ 
Bernmilli's  viel  achulde,  indem  er  tagt:  „An  reite  je  recannaii  if<^' 
beannoup  am  Inmieres  de  Ulst.  Bcrnoulli,  sartont  ä  celle  da  jenna  r"* 
lentcinent  profea*our  4  Groninguc.  Je  me  aui»  icrvi  anna  fa^o  da  l"" 
decDoverlea  et  de  cellei  de  Mr.  Leibnili.  C'est  ponrqnoi  je  eanienl  qo'il' 
en  retendiqiient  tniit  ce  qu'il  lenr  |>1aira,  me  cnntonlnnt  de  ce  qn'il'^oo' 
dront  bicn  me  laisaer.''  Dagegen  schwcif^l  er  Tnn  dem  Verh  äUniiat ,  i> 
dem  er  gerade  in  Beziehung  nnf  den  Gehall  leinea  Bnrhea  vn  Jobtunl 
Bernnulli  nU  Schüler  min  Lehrer  Bland,  gänilich,  und  dioa*  lütt«''' 
nicht  cnUcbuldigen,  und  ntUMto  BernouUi   kränhea. 
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qüantiMs,  dans  leg  expos 
,.des  mdätermmees  ou  des  variables;  j'avais  appele  parcou- 
„ranii  les  equations  qui  conteiiaient  ces  sortes  de  quaotites, 
„parcequ'elles  parcoiirent  uour  a'msi  dire  toutes  l«8  dinien- 
„sions  possibles.  J'ai  uublie  lea  principes  de  ce  flernier  ca]- 
„cdI  dana  les  nctes  de  Leipsic  I60i.  Pendant  que  iious  elions 
■„ä  Ougues,  nous  re^umes  une  visite  du  P.  Ckarlei  Reyneau, 
„pretre  de  l'oratnire  et  professeur  des  mathematiquee  a.  An- 
„geTs ;  je  m'apercus  d'abord  qu'il  vint  expres  pour  se  procu- 
„rer  par  mon  aide  quelque  ouverture  k  priuctrer  daiis  das  dou- 
„Teaux  calculs,  car  te  bruit  s'en  etait  dejä  assez  repandu 
„pour  en  avoir  out  parier.  Cnmine  je  ne  suis  point  mysto' 
„lieux,  je  lui  coiumuuiquai  autaiit  quil  etait  possible  pour  le 
„peu  de  teiiipe  que  ce  pere  reefa  avec  nous  (peut-etre  plua 
„que  Mr.  de  I'Hopilal  ae  voulait).  Ealin  Reyneau  crüt  avoir 
„assez  appris  de  moi  pour  en  parier  en  maitre  comnie  il  Gt 
'„dans  la  seconde  parlie  d'un  ents  livre  sous  le  litre  A'Ana- 
„ljl*e  dimontree  piiblie  l'an  1708.  II  est  vrai  que  dans  la 
„Ifieface  il  parle  honorablement  tle  mon  frere  et  de  nioi;  mais 
,,Beulen)eiit  en  passant,  comnie  s^il  ne  m'avait  jaoiais  vu  ni 
„coanu.  Lorsqu'il  doniie  des  Kohitions  qui  sont  de  moi  et 
„qu'il  ne  connirctuiit  pas  bicn,  ils  les  estropiait  miserable- 
„ment  en  vnulant  Ics  debiler  pour  les  siennes;  en  un  nint  il 
„a  (alt  vuir  par  ses  paralogisines,  qu'il  a  voulu  voler  plus 
„haut  que  ses  alles  iie  le  portaient.  —  Nous  retournämes  ä 
jiPoris;  j'y  ßs  de  nnuvelles  connaisances  en  l'r^quentant  assi- 
„dnntent  les  savants  academiciens ,  et  en  particulier  ceux  qui 
■„demeuraient  dans  roliservatoire,  Mr.  Cattini  et  Mr.  De  la 
„Hire,  tres  habiles  astrononica  et  observateurs ;  celui  avec 
„qui  je  Gs  U  plus  ^trolle  liaison  c'^tait  Mr.  Varignon  tres 
-„hon  gf^onietre  et  analyste,  qui  m'honora  ensuite  d'un  com- 
„merce  de  lettres  jusqu'ä  k  sa  mort,  temoin  une  infinite  de 
„lettres.  o)i  il  nie  marquait  souveat  combien  il  m'^tait  rede- 
„vable  de  ce  qu'il  avait  appris  de  moi  dans  la  sublime  geo- 
„mdtrio,  dont  il  me  faisait  ae  tres  sinceres  aveux." 
Nach  dem  Wunsche  der  Seini^en  kehrte  Bernoulli  im  Novem- 
1692  nach  Basel  zurück,  granuirte  in  der  Medicin  und  nahm 
!,  nachdem  er  mehrere  andere  Berufungen  ausgeschlagen  hatte, 
mathematische  Professur  in  (irriuingen  an.  Dort  lehrte  und 
Heb  er  mit  immer  ^wachsendem  Rufe,  bis  er  1705,  ab  eben 
:ht  und  Leyden  alles  anwandten  um  ihn  von  Grüningen  weg- 
phen,  sich  zu  einem  Besuche  in  Basel  entschloss.  Auf  der 
m  traf  ihn  die  Nachricht  von  dem  Tode  seines  Bruders  Ja- 
,  und  als  er  in  Basel  anlangte,  ivurde  er  auf  die  ehrenvollste 
tu  dazu  bestimmt,  dessen  Nachfolger  zu  werden, 

„Tout  le  Senat  academique  vint  en  corps  se  presenter 
I  udevanl  mni  pour  m'offrir  la  chaire  de  mathematiques  vacante 
„par  le  deces  de  mon  J'rere ,  contre  la  pratique  ordinalre  qui 
»est  ici  en  usage  et  qui  veut  que  les  pretendauts  k  des  char- 
:nSea  de  professeurs  soutiennent  publiquement  des  theses  ä 
i„ai8puteT.  Mais  ce  qui  acheva  de  me  determiner  en  faveur  de 
„notre  uoiversite  le  dit  senat  academique  interc^du  aupr^s  du 
'„CODseil  souverän    pour  le  disposer   a  augmenter  l'appoiale- 


Sre  ce  qui  fut  accord^  saus  b^6itKfio^|_ 
„addition  personaelle, -^dont  j'aurais  ä  jouir  peuilant  que  le 
pSerais  proreaseur  de  mathematiques.  Cette  gracieuB«  de- 
iiHarche  plus  ({ae  l'utile  m'ayant  fait  abandonner  le  peiichant 
pou'r  Utrecht  et  Leyde,  je  le  tis  savoir  par  i"  '   '-"--  ^  "- 
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lettre  kiU 
Mun  inaiiguration  se  fit  le  17  novembre  1705  r n 
...  I  (liscours  De  Kalis  Noeae  Analgteon  et  Oeaiuetriae  imh 
■   „miaru,  oft  ü  y  eut  un  eraiid  concouri»  de   monde.     Dane  l.i 
„Suite  j'ai  continu^  mea  le<;nns  publiques  et  priveea  avec  im 
„ban  siicces,  ce  que  je  faia  eiicore.    J'ai  attirä  des  (•traTigci> 
„des   differents    pays   de    l'Gürope  nnii  seulement   de  jeuo«'~ 
>>  „etudiants,  niats  des  personnee  de  distinction,  in£me  des  pro 
„resseurs,  des  docteurs,    des  acadi^inicien:«,    qui  etaieut  \~ 
,,de  loin,    de  Suede,   d'Angletterre,    de  France,    dltalie, 
'  „Suisse  et  du  fondde  TAIIemai^ne,  chacun  soubaitant  dei 
„titer  de  mes   lumi^res  pour  se  perretliuniier  dans  les  soI 
,,mes  analyses ;  je  ne  sat-fae  aucun  qui  ne  soit  reparti  de  Bi 
„tres  content  de  mes  le^ons." 
Spütere   BeruTungen  nach  Leyden,    I'adiia    etc.    ablebnenr!, 
lebte  Bernnulli  mit  fast  ungeschnScIiter  Geistee-  uud  Krirperkroft 
sofort  ruhig    in   Basel    seiner  Lieblinsswissenechafl    bis   ins  bok 
Alter.     Der  1  Januar  1748  war  sein  Todestag.    Bernnullis  Selbst- 
urtheil  über  seine  wissenschaniiclie  ThatigEeit  mag  zum  Schlüsse 
nachfolgen ; 


„actuellement    chei 
„ouvrages  ensemble  a 
„pas  encore  yii  le  joi 


re  vu  le  lo« 
public.   Cet 


„Pour  en  rerenir  maintenant  ä  mes  travaux:  comme  j'a- 
„vais  des  nion  bas  kge  une  violente  inclination  pour  len  Nl- 
„tbematiques  et  pour  tnutes  les  sciences  qui  eu  ont  hesmn. 
„Rion  etude  favorite  etait  toojours  de  les  perfectinnner  et  de 
;, faire  de  nouvelles  dticou verlies.  Avec  cct  esprit  d'inTeiilCt 
,J'ai  produit  au  jour  quaiitite  de  pieces  et  de  petits  traitessut 
„toutes  softes  de  matiere  qui  dans  le  tem|)s  de  lent  pro- 
„duction  etaieiit  tont  autanf  d'onginaux:  comme  on  imprime 
'  :  Michel  Boiisqnet  ä  Lausiinne  touts  mtt 
ec  grand  nombre  d'unecdotes  qui  n'ont 
,  je  n'eu  dis  ptus  rien  ufin  d'en  laiseer 
&ette  assiduite  d'ecrire  m'a  propure  la  coti- 
„naissance  de  plusieurs  savants  du  preniier  ordre,  qui  ro'onl 
„bien  voulu  houorer  de  leur  correspondeoce.  CeuX  avec  <JIU 
j^j'ai  cemmerce  le  plus  familierement  insqu'ä  la  fio  de  leiir» 
i.jnurs,  celaienl  Mr.  le  Mq.  defHoiottal,  Mr.  Leibiittx,  }it- 
„Varigiion,  Mr.  de  ManliitoH,  Mf.  le  cbevaller  Renatt,'W- 
„de  Tsc/tirit/iaui,  Mr.  Hermann,  Msa,  les  freres  ScAeucHirr, 
„Mr.  Mickelotti  et  plusieurs  autres,  dont  les  nonts  ne  IH 
„revienoent  pas.  Ce  soiit  principalement  Mr.  de  rHospitat 
„Varignon,  de  Montniort,  Micheintti  qui  voulurenl  bien  w« 
„consulter  comme  leur  oracle  qnand  ils  avaieiit  des  dinii.'ulles 
„sur  la  sublime  geometric;  aussi  le  prcmier  de  ces  Messieurs 
„donna  raretneiit  quelque  chose  au  public,  qu'il  tie  fut  pasa^ 
»auparavant  par  mes  mains,  temoin  grand  nonihie  de  Mi 
*  „lettres  ecrites  k  moi.  Quant  aax  autres  qui  sont  eocote  n 
„Tie  et  connus  dans  fe  monde  savant,  qui  m'oot  bien  vonh 
nlionorer  de  leurs  lettres,  je  n'en  nnmnierais  que  quejouei- 
,  BBToir  le  fameux  Mr.    Wolf,  Mr.  de  lUoivre ,  Mr.  Bvt- 


,net,  fils  de  Mr.  l'Evüque  de  Salisbury,  Mr.  Craige,  Mr. 
,Cheynis,  Mr.  de  Fontenelle,  Mr.  de  Jaairan,  Mr.  de  J^au- 
tperhiis,  Mr.  Clairaut,  Mr.  Poletti,  Mr.  de  Croiuaz,  Mr.  Cra- 
,mer,  Mr.  Euler,  Mr.  Bulffinguer,  etc.  Quelques-nns  de 
,ces  Messieurs  sont  encore  jusqn'äpresent  en  correspnodeuce 
'„avec  moi.  Si  Mr.  Newton  eut  v^cu  |itu8  longtemps,  je  iie 
'''„daiite  pns  qu'il  ii'eut  voula  lier  avec  moi  ttiie  correspondence 
„formelle.  Lorsque  en  Angleterre  on  s'avisa  de  d^clarer  la 
„guerre  contre  Mr.  Leibnitz  au  sujet  de  Thonneur  de  la  pre- 
„mtere  inveotion  du  caicul  nouveau  des  inlinimeTit  petita,  j'j 
„fas  eiiveloppä  malsre  moi,  on  me  pres^a  de  prendre  parti; 
i^pres  la  mort  de  Mr.  Leiboitz  on  s  en  prit  a  moi  seul;  une 
„nu^e  (l'Aiitagoüiates  aii^lais  me  tomberent  sur  le  corps;  il 
^'„me  fallait  eoutenir  les  attaques  de  Mss.  Keil,  Taylor,  Pem- 
*„beTton,  liobini  et  d'autres;  enfin  moi  seul  r.omme  le  fanieux 
,Cocli»,Je  tauUnaüivr  lejmnt  toute  tarmie  angtaUe.  C'est 
„Mr.  de  Fnntenelle,  qui  en  parlant  de  moi  fait  cette  plaisante 
r>„coinparais«n;  v.  I'hist  de  i'Äcad.  de  1719,  pag.  90.  —  Une 
'„autre  qiierclle,  noo  point  natiunate,  mats  generale  me  fut 
„suscitee  sur  les  Forces  vives  des  corpB,  ä  l'oceaesiuD  de  mou 
„diecours  sur  le  mouvement,  oü  je  prends  la  dei'ense  de  la 
ifoTce  i'lte,  qu'on  pourrait  nonimer  plus  pToprenient  le 
„poueoir  d'un  corps  qui  est  en  mouvement,  pour  la  distin- 
,^er  de  la  /"orce  movle  qu'il  peut  imprimer  eucces- 
iSiTementä  des  obstacles  ^gaus  jusqu  ason  entiere  extinction, 
^,par  oii  j'ai  demontrö  que  le  nombre  de  ces  obstacles  sur- 
'•„montes  est  toujours  pronortionno  au  quarrt  de  la  vitessc 
^acquisse  et  non  pns  a  la  simple  vitesse.  La  plupart  des 
'„plus  craiids  fjeometres ,  surtout  ceux  ä  qui  j'ai  eu  l'occassion 
^,a'ezp]iquer  de  vive  voix  mes  pensees,  sont  devenus  autant 
;,,de  Proselytes  en  adnplant  la  doctrine  des  forces  Tives.  Ce 
;,8erait  en  vain  de  vouloir  convertir  les  autres  qui  s'obetin- 
'i,rent  ä  les  reconnaitro  par  divers  raisone:  Quelques-uos  )e 
„fönt  par  un  pur  aveuglement,  puisqu'ils  n'ont  point  d'idee  de 
'  „ce  qu'on  doit  entendre  par  les  forces  vives,  en  le  confon- 
„dant  elernellement  avec  les  forces  mortes.  Je  compte  dans 
f,ce  nombre  Mr.  l'Äbbe  Deidier,  qui  donna  dans  cette  annee 
„1741  une  brocbure,  oü  il  prätend  refuter  les  forces  vives; 
,,,nutis  il  y  raisonne  comrae  un  aveugle  sur  les  couleurs.  Quel- 
„ques  autres  remplis  de  prejugcs  aiment  mieux  pers^verer 
„dans  I'crreur  pnpulaire  que  de  se  doniier  la  peine  d'appro- 
J„ft)ndir,  ou  seulement  d'examiner  le  point  de  la  controverse. 
„U  y  en  a  enpore  qui  seraient  pent'ctre  en  4tat  de  p^netrer  . 
l^iisq|au  foiid  de  la  verite,  maisqui  s'^ant  declare  trog  tdt 
„pnbliquement  par  pr^cipitalinn  pour  l'erreur  invetere,  sima- 
„ginent  qull  y  va  de  leur  r^putation  de  chanter  la  palinodie. 
VEnlin  nous  savotis  que  quelques -uns  particulierement  en 
„Angleterre,  preoccupes  de  passioiis  eontre  tout  ce  qui  vient 
^4^B  pays  etrangers,  halssent  mnrtellement  les  forces  vives 
„par  cela  seul  que  Mr.  Leibnitz  (leur  anlagonisle  declare  et 
^^condamne)  les  a  ie  premier  prodnites  sur  la  scene.  Nous 
^iSavons  pourtant  aussi  qu'il  y  a  en  Angleterre  des  partisans 
'„rAchia  de  la  nouvelle  doctrine,  mais  qui  li'aiment  pas  trop 
^.lever  la  f^te,    sous  pelne    d'Ostracisme.     On   ne  donte  pas 
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„(|u«  Mr.  Newton  lui-m^me  ne^l'eut  erabraseee,  si  daiis  U 
„vigeuT  de  sou  Age,  i)  avait  eu  occassion  de  rellevliir  nidre- 
„nieiit  sur  l'etat  de  la  (|uestion;  maia  on  s'appercoit  nullemcnl 
„«lu'il  y  Bit  jamais  neiise,  uuuitju'on  trouve  quelques  prouosi- 
„tions  dans  le^  principe«  de  la  philusopbi«  qui  coaduiscnl 
niiumediatenient  k  reuunnaitre  la  natitre  des  forces  vives, 
„comme  p.  e.  lu  prap.  3Q  du  premier  livre  qui  prouve  si  daire- 
„meot  (ju'ellee  sont  en  raison  double«  des  vitesses  du  corps 
„successivements  acquiscs,  qu'il  n'en  faudrait  plus  d'aatres 
„demonstrations  pour  ceux  qui  ne  veulent  pas  noaum  in  scirfio 
„guaerere  snivant  le  proverbe.  —  J'ai  eu  outre  ccia  de  temji.« 
„en  tempa  certains  petils  dem^les  particuliers  doul  je  mc 
„crois  Hn  toujours  tire  avec  honneur.  Tel  «itait  celui  iini 
„durait  uendaut  qualque  temus  culre  Mr.  le  thevalier  Hntan 
„tres  poH  adversaire  et  nioi  sur  un  point  de  la  manoeiiTre 
„des  vaiascaux.  Un  autre  quo  j'avais  aiec  Mr.  Jwrin  sur  nn 
„principe  hydraulique.  Encore  un  autre  avec  Mr.  Brook-Taf 
„lor  sur  une  rormule  differentielle  de  Mr.  Cotes  ä  int^prer 
„que  celui-iä  avait  propoee  en  d«fi  ä  tous  les  mathematicicDs 
„non  Anglais.  Iteiu  avec  Mr.  Keil,  violent  agresseur,  sv 
„diff«fentes  inatieres,  preteiidaot  eotr«  autres  que  je  ne  denis 
„pas  Dublier  les  fautea  nui  j'avais  d^couvertes  dans  les  ouvn- 
„ges  de  Mr.  Newton.  I>e  plus  un  aiionyiue  Auglais,  avecle- 
„quel  j'euB  de  longaee  conteslations  sur  les  courbes  trajecl«!- 
„rea  reciproques;  mais  l'ayaut  enlin  rMuit  au  silence  j'ai  n 
,,que  mon  iiiconnu  ^tait  Mf.  Pemöerlon,  editeur  de  la  triH- 
„steme  äditioii  des  priiicipes  de  Newton  avec  ptusieurs  chan' 
iigemens  ou  plutiU  falsibcationa.  J'eus  aussi  ä  soutenir  I» 
„Insultes  de  Mr.  le  C.  Hicatti  Italien,  sur  la  Ügiire  des  oiIn' 
„tes  planätaires.  Enfin  Mr.  Herman  lui  inline,  quoiqoe  nrnn 
„compatriote,  se  cnit  en  droit  de  ine  harceler  quelque  io\t, 
„et  1^  plus  souvent  pendant  qu'il  etait  prolesseur  ä^FraDcfDrl 
„sur  l'Uder,    mais  il  reconnut  sod  tort  avant  que  de  mourir." 


R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern  (Stm- 
scbnuppen- Beobachtungen  vom  8.  bis  II.  August  1&18.  —  Ott 
'  Mcrcnr-Durchgang  und  der  November- St ernschnuniienstroin).  (Nt 
138.  und  139. 

Derselbe,  Bestimmung  mittlerer  Längen 


äO  Schülern  der  Realschule 


td  Gewichte  (tm 
Bern),     {Nr'T  138.  und  139.). 


140 


V.  Grlach,  Meteorologische  Notizen  aus  Meyrtneen.  (Nr. 
id.   141.). 


C.  Brunner,  Sobn,  Bemerkungen  zu  vorstehenden  MilUi«' 
lungcn.   (Nr.  140.  und  141.). 

R.  Woir,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.    (Nr.  142.  und  143.). 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Sm' 
n«nßockenbeobachluiigen  im  Jahre  1848.  —  Verschiedene  Bm- 
bacbtungen  im  Jahre  184&).  (Nr.  144.  und  145.). 
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erty,  Ueher  vertikale  Verbreilunc  i 
)n.  (Nr.  ""•'»> 


leoaforme».  (Nr.  146.  — 14«.)- 

(Eid  sohr  Icienivertlicr ,  iiitereaBanter  AiifsBli). 
Lud.  Eman.  Schärer,  Lidienum  Ctiropaeoruin  Genera  es 
ique  methodo,  arliliciali  et  natural!,  «ligerit.  (Nr.  )50.~151.). 
In  diesen  Nninmeni  thellt  Herr  K.Wolf  auch  folgenden  rnfe- 
iten  Brief  von  Fontana  an  Kästner  jiher  Lambert  mit: 
.  Pavia.  11.  Nov.  1773.  Je  viens  de  recevoir  les  onvages 
allemands  de  Mr.  Lambert.  C'esl  un  grand  gt^nie,  on  ne  peut 
pas  le  nicr;  mais  il  se  traiae,  il  sapitesentit  un  peu  trop  sur  ies 
■natieres  qu'il  traite;  II  'rebute  quelquefais  uar  sa  prnlixite;  il 
aemide  igoorer  cet  art  ulus  rare  encore  mie  (es  talents,  cet  art 
le  |ilüs  difficile  de  tous  les  arts,  —  l'art  deffacer.  Ne  lui  deplais« 

Cos  la  parallele,  je  l'appellc  le  Dryilen  des  geometres,    duquel  a 
len  dit   Pope: 

The  copious  Dryden  wanted,  or  faigot 
The  last,  and  greatest  art,    the  art  of  blot. 
Üfi  qooi   qu'il  soit  de   cela,     il  a.  tant  de    vertns  que  pai  prea- 
Sttubue  les  dufauts,  et  ot'i  est  l'homine  qu'en  soit  exempt?   Op- 
1U8  ille  est  qui  niinimis  urgitnr." 

er,  Ueber  den   Bohrversuch    auf  Steinsalz    oberhalb 
Indlisbäch.    (Nr.  152.-153.). 
L.   R.  V.   Fellenliers,     Analyse    der    Schwefeln u eilen    des 
nlgelbades.     (Nr.    152.— 155.). 

Btuniier,  Ueber  das  gediegene  Gold  von  S.  Francisco  in 
fomien.     (Nr.   15'i.  —  133,). 

Ausserdem  hat  Herr  R.  Wolf  seine  wertlivollcn  Auszüge  aus 

Briefen  an  A.  v.  Haller  in  mehreren  Aufsätzen  wieder  fleis- 
fortgeselzt;  welche  ungeheure  CorresponJeiiz  raus»  dieser  He- 
gefoiirt  haben! 

Mügen  die  obigen  Auszüge  von  Neuem  auf  den  in  vielen  Be- 
lUDgen  wichtigen  und  interessanten  Inhalt  der  Mittheilungen 
.naturforschenden  Gesellschall  in  Bern,  denen  wir  einen  un- 
terbrochenen und  schnellen  Fortgang  sehr  wünsche»,  die  Leser 

Archivs  aufmerksam  zu  machen  geeignet  sein,  welches  der 
iptzweck  ist,  den  wir  durch  dieselben  zu  erreichen  suchen. 
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Die  KaiseHiclie  Akademie  der  Wisseii&cliaften  in  Wien 
liat  auf  den  Antrag  ihres  berühmten  Präsidenten,  des  Frei- 
lierrn  v.  Hanimer-Purgstall,  in  der  Sitzung  vom  13.  Mai 
1848  einstimmig  den  Bcscliluss  gcfasst,  sich  aller  Titalatu- 
ren  oder  sogenannten  Pr.ldicate  bei  ihrer  CoiTespondenz 
völlig  2U  cntsciilagen.  Auch  dem  Herausgeber  des  ArchifS 
sind  die  Hoch-,  Hochwohl-,  Wohl-,  Hochedel-  uud  wie  «iie 
Geboraenallc  heissen,  ganz  besonders  aber  auch  die  Hochwür- 
den, Hochehrwürden ,  Ehrwürden  n.  s.  w.  von  jeher  ein 
Greuel  gewesen,  und  derselbe  glaubt,  dass  es  jetzt  au  der 
Zeit  sei,  unter  vielen  andern  auch  diesen  sclirecklicli  lan- 
gen Zopf  dem  edlen  deutschen  Volke  endlich  eiitmal  gaim 
abzuschneiden.  Daher  ergeht  an  alle  Correspondenten  des 
Herausgebers  in  Sachen  des  Archivs,  so  wie  überhaupt  an 
alte  diejenigen,  welche  mit  ihm  Briefe  zu  wechseln  irgend 
Gelegenheit  haben  und  diese  Zeilen  zufallig  zu  Gesicht  be* 
kommen,  die  ergebenste  Bitte,  ihn  fernerhin  mit  diesen 
iiiclits  sagenden  und  völlig  absurden  Floskeln  gefälligst  gibUr 
lieh  zu  verschonen,  wobei  es  j^ich  von  selbst  versteht,  da» 
der  Herausgeber  Gleiches  mit  Gleicliem  jederzeit  and  über- 
all vergelten  wird.  Nur  wenn  möglichst  vielseitig;  soldie 
gegenseitige  Coniracte  geschlossen  werden,  wird  es  miiglio^ 
dergleichen  lange  Zöpfe  wie  denbetrelfeDden  nach  und  nucS 
etwas  zu  kürzen,  bis  endlich  nur  ein  letzter  Stumpf,  der 
immer  noch  einzelnen  leicht  zu  errathendeu  l^euteD  zur 
besondern  Zierde  gereichen  wird,  übrig  bleibt.  CL 


Til. 

[iiterariisclier  Bericlit. 


Arithmetik. 

^allgemeine  üniLetirun^  gegebener  Funktionen. 

' lilch,  Profes- 

8. 
Diejenigen  unter  Jen  deutschen  Matliematikern,  nelche  noch 
!  vollständige  Kenntnisg  der  im  Sinne  Hiiiden  burg's  und 
er  Schüler  und  Freunde  bearbeiteteten  combinatorischeii  Ana- 
>  besitzen,—  grnns  wird  ihre  Anzahl  schwerlich  sein,  und 
Frankreich  und  England  hat  dieselbe  nie  den  geringsten  Eingang 

Enden  — ,  werden  sich  noch  erinnern,  dass  einer  der  wichtig- 
Angelpunkte,  um  die  sich  alle  diese  Untersuchungen  drehten, 
sogenannte  Reversinmsproblem  irar;  ja  man  kann  saeen,  dass 
Cnmbinatoriker  die  vollständige  Aufliisuiig  dieses  Problems 
Ihrem  Sinne)  als  den  Gipfelpuiikt  aller  ihrer  Bemühungen,  als 
'^entliehe  non  nlus  ultra,  ivas  sie  durch  dieselben  zu 
tmtin  hofften  und  hoffen  durften,  betrachteten,  indem  ja  durch 
Auniisung  dieses  Problems  natiirtich  auch  die  al^emeine 
ly tische  Auflösung  der  Gleichnngen  (im  Sinne  der  Combinato- 
gegeben  war.  Wer,  wie  der  unterzeichnete  Herausgeber  die- 
Archirs,  der  inj.  F.  PfalT*)  hauptsächlich  seinen  Lehrer 
ehrt,  recht  eigentlich  in  der  combinatorischen  Analysis  aufge- 
(iseo  ist,  blickt  jet^t  mit  einem  gewissen  wehmütbigen  Ge- 
pxif  die  Zeit  jener  Studien  zurück,  indem  man  sicn  sagen 
H-  dass  man  von  allen  den  schönen  Sachen,  die  man  damals 
doch  niemals  einen  rechten  Gehrauch  hat  machen  können, 
man  fast  alles  damals  mit  einem  wahrlich  nicht  geringen 
-ande  con    Zeit  und  Mühe  und    grossem    Eifer  Erlernte,  ich 


')  Auch  Thibn 

;    lOgenannCe   Aiialysii 

«  ebenfalls  gebi'ir    ' 


caiin^ea    über   die   altf^emeiae   Arilhi 
Euillichen,    die   der  Henioigeber   de*  Ar- 
'geiillich  nur  mmbinatomcbe'c'^oxw 
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will  nicht  gerade  sa^en,  hat  wieder  veTgeaseii,  aber  doch  hat  auf 
die  Seite  werfen  niiiesen,  um  in  gewisner  Rilcksicht  wieder  von 
vorn  anzufangen.  Um  inttese  auch  nicht  undankbar  zu  sein,  mou 
man  bekennen ,  dass  in  jenen  Beschäftigungen  doch  jedenfalls 
ein  sehr  l)e<1eiilendes  bilifendeä  Element  lag,  und  dass  aach  die 
meistens  sehr  gri>ssc  analytische  ICleganz  der  erhaltenen  Reaul' 
täte  denselben  einen  ganz  ei genth (im liehen  lleitz  verlieh,  wo- 
durch man,  nachdem  man  eine  Stufe  erstiegen  hatte,  immer  wieder 
neoe  Krall  getrann,  den  nicht  selten  dornenvollen  Pfad  weiter  n 
verfolgen. 

Zu  den  schünsten  Sätzen  der  Analysis  gehört  nach  mein« 
(]eb erzeugung  unstreitig  die  berühmte  sogenannte  Localformel 
7.ur  Reversion  der  Reihen'^  n|l  welcher  H.  A.  Rolhe,  itt 
zuletzt  Professor  in  Erlangen  war  und  seine  verdienstvolle 
liter;mscbe  Laufliahu  mit  der,  jetzt  ainrh  wohl  nur  »o«  Hek 
wenig^i)  —  ah^r  getvisEmit  Ui»ae|it' -^  a^oheeka^nttiiTbe«''« 
der  oombiiiRtoritielieti  liitegrafe.  PfflrnB erg.  1890.  i^eMidig 
hat,  indermiteigenthümiicherEleganzverfasstenSchrift:  F 


alihn 


analvtlco 


alii 


xhi- 


bita.     Lips.  1793.  die  Analysis  iHireiJhert  hat.   Aber  ich  mücbU 
wohl    wissen,    ob    dt^e    g^nz  4ll^mwne    Foiniel    zu    Reihennfe 
kehrungen  üfters  wtrictich  angewanot  worden  ist?    Und  ausserdta 
lussen  alle  diese  Untersuchungen  ein  Element  ganz  unberflckai^ 
tigti  weldhos  dem  erhaltenen  Resultate  nur    erst  w. 
gung  zar  wirkliuben  Anwendung  verleibet,  und   von    der  nei 
Analysis   daher  ancfa    nie  ausser  Acht  gelassen  wird,    nSmliel 
was  icb  kaum  wohl  erst  noch  zu  sagen  nrauc he  —  die  CojBFi 
oder  Divergßnz  der  erhiiltencn  Reihe.     Ob  aber  hierüberKrlt^ 
dib  fSr    die-AnweDdung    hinreichende  Einfachheit  besiiz««. 
hanpt  aufttestellt   werden  können,    muss    ich    völlig  dat\\ 
sein  lassen ,  da  weder  hinreichende  eigene  noch  fremde 
chungei^  mir  in  dieser  Beziehung  bis  jetzt  zur  Seite  st^tpr 
viel  aber  durfte  gewiss  «ein,    dass  alle  jene    älteren  üntecpiK  „ 
gen  über  die  Umkehrung  der  Reihen,  ungeachtet  ihrer  i'^S^jt 
Rücksichl  ganz  unbestreitbaren  «ehr  grossen  aualylißcbWi "'"" 
heit  und  Eleganx.   in  den  mathematischen  Rarilätenbafitu 
auf  den  mathematischen  Nliiptisch  su  vernejäei)  sind,  9 
fragliche  Punkt  nicht  eine  cinigermaaasen   genügende 
gefunden  hat*). 

Alle  jene   älteren   Untersuchungen    Über    die    Reversi» 
Reihen  legen  nun  die  gewühnlicbe  Relheqform 

A+Bx  +  Cx^  +  Dx^  +  Ez*^  ... 

zum  (h-unde.     Diesen  Siteren,  bisher  überhaupt  a 
genen  Weg,  hat  aber  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Sehr 
scheinlicb    veranlasst  durch   den   oben    angestellten    äho|lclit  I 
trachtuflgen,  gan^  verlassen ,  un4  seipen  ITnt&r^uchuligea  liji^* 

*)  Dirksen's  Organnn  der  gcinmmten  tranorepOll' 
«BiUy^is.  I'iit.  1  Burlin.  ia4r>.  wnr«^  ein  W<-rli.  in  <le<ie>i"|S 
F«rtfiUiru)ig  nM  wolil  die  fragliche  ErMi^img  zu  (Saden  hofftü;'"^ 


ttlriil.  1^ 


703 


..  Je» 'Rfelhen ,  oder,  ivie  er  es  isit  Rocht  iiuint,  über 
kleencütig  dfi  Fuiietiunen,  d.  lt.  über,  die  ßw<tiinnlvaft  der 
«  ^cs:p(.i:)  auä  der  nls  gegeben  ani;eseheDCQ  'FuBi^io« 
y),  <^  Keilienferiii  '  ~  <i' 


f)= 


.(„  +  J,. 


-  +  '4.' 


-|-  Ag  cos  - 


Ifle   belieliis»    positive   von    Null    verschiedene   Grrwse    be 
liund  die  OoeflicitatteR  Au,Ai,A.i^,...  mittelst  der  Formel 


1 


'.-ir^ 


(.r)e, 


-Sx 


bt  werden,  aum  Grunde  ^eletrt.  Die  besonderen  Vortbaile« 
(•diese  K«ibe(irori«  darbietet,  kcntit  Jeder,  wer  mit'  den 
I  i^nrtechrittender  Analyeiis  ijehüris^  bekannt  ist,  ao  dass, 
tn  hier  nnch  beaaiKlers  kulbu^iHtiteh,  uiuiütKe  Weitläufigkeit 
Irde;  und  der  Gedanke  des  Herrn  V*s.,  diese  Kefhenferm 
U' Keversi<>nepra]>läni  in  Amienduitif  ku  bringen,  ist  daher 
IIb  «in  sehr  !(lilc-kli«faer  ku  nenntii.  Auch  glauben  wir, 
M  hier  anl'  eine  nähere  Aneftbe  der  gewonnenen  Resnitate 
fn  zu  krmuei),  dass  der  Herr  V^rt  innerlialb  der  sich 
{gesteckten  GrfinEen  Alted  geleistet  hat,  was  sich  b^  dem 
irligen  Zustande  der  iieuerec  AnalvHiN  leisten  ISsst,  eawie 
^ie  die- früheren,  au<ili  diese  äefarlft  des  Herrn  Vfs.  eimi 
htc  dieser  neuereu  Analysis  VEJrrnsst  ist,  und  ihr»-  ^\ich- 
ÜianA  ihres-  grosseni  Miciseitschfiftlicben  Interesses  wegen 
te&ltig^len.und  alteemeittsten  Ütechtuns  dringend  empRih- 
Uveideu'  in'  jeder  Bcziebiin);  verdient,  aneb  ohne . Zneffel 
|nt  sto  eine  wicht^c  ncaere  Erscheinung  auX  dem  Gebiete 
in^fnatischen    Literatur  bezeichnet  werden  muss.      Dal^ei 

Eirir  aber  zum  .Schhi»»  daeh  ttnia^T  nicht  den  Wvnsch 
eben:,  dass  es  getingen  iaögfei><8ie  von  den  alteren  (iorH' 
UHrn  g^wnuneneh  Kesult&le  und  Sätae  über  die  Umkehrung  der 
wurirgeDd  eine  Weise  lur  wirklichen  Anwendung  fruchtbar  y.n 
biindeni  man  hei  ihucn,  Ua  die  iilteren  eleganten  CJntersv- 
B  sieb  rauglicbst  än«n.'hli«si<efld,  noch  alle  diejenigen! 'Fnr- 
!■  zä' befriedigen  suebti    welefae  die  neaere  Analys?s   den 

Er  ihrer  eigeathiim liehen  Strenge  nach  an  jede  in  ihr  Gc- 
ndb  UntersHubun^  nothwenditt'Btellen  musB ,  »enn  dieselbe 
tren  wiesenschartlicben  AVerth  soll  Ansftrnch  niBchen  därfeiii 

liträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichun-' 
SbCirlFriedrich  Gauss.  GBttingen.  1849.  4.  15  figr. 
^s'H  bat  b«banntliclt  seine  literarische  Laufbahn  mit  einem 
b  :deB  FundiwneptalsiitÄes  der  Theorie  dpr  algebraischen 
Ibgea  begptitien,  den  er  in  der  Inaggural-DissertatioM:  De-' 
IVfl,tio  nqva  Iheorematis,  omnem  functionem  alge» 
im  rationalem  integrum  unius  variabilis  in  fac> 
iTealea  jirinil  veJ    secundi;  ^radus    resolvi   (lossv, 


I  ob  tiiie 


Pbilosophia  hojiörlbiiä 
ni  Aondemiae  Julia«  Cäro- 


mi 


liiiae  exbibnit  C.  ¥.  Gauss.  Heimst.  I70<A  verllSeiitlüiM. 
und  nachher  noch  mit  atrei  nntleni  in  denSckriften  der  Gültiiiget 
Gssdischaft  der  Wisaenscbaften  liekaiint  gemachtpu  Beweisen  ver 
mehrt  hat.  Jedenralls  ist  es  nicht  ohne  Abeicht  gescheheii .  daw 
Gauss  in  dem  gege«« Srljgen  Juhre  184Ü,  dem  Jahre  seine» 
Doctonul>ilAiims,  jene  (nr  ilie  Wissenschaft  buchst  niditige -In 
gendurbcit  wieder  vorgenonimcn ,  uiid  in  einer  neuen  in  vielen 
Beztehuniiien  sehr  vcreinUchlen  Bearheitung  den  Mathrnialilorn 
lOT^dcftt  ^(-  '^Vtire  der  Herausgeber  des  Archivs  nicht  leider  m 
verwichenen  Snniraer  von  dem  bSrtesten  Schlage  des  fichtclcsal- 
ivelcher  ihn  in  diesem  Lehen  iilierhauut  treffen  konnte,  ilnrch  ilii' 
Verlust  seiner  Ulleslen,  ihm  über  Alles  theureii,  auch  gei*ilis 
sehr  uahe  .«tebenden  Tochter,  in  deren  einundzn'anxi<;steiu  Lebenr 
jähre,  fjeti'^ffi'"  ""rden  ,  durch  ivdches  harte,  noch  Kchtvw  it 
ihm  lastend«  Geschick,  mit  dem  eine  rarher^eßangeiie  HadMlH 
XVT  Wiederherstellung  der  Gesundheit  der  Verstorhenenh)  dttv 
" '       ■     Vierteljahr  all™  aitdereoB- 


)  nur  erst  jet^t  bd  Gt 
iieervrähntf'  trr~-^"^ 
:i  des  grössten 


Verbindung  stand,  er  ISngi 

eiguiifsen  viillig  entfremdet  wurde,    und 

legenheit  der  vorliegenden  Schrift  auf  dax 

Zeit  seines  Lehens  gefallene  Doclnrjubi r- —  — -- 

mathematikers  tinsers  Jahrhiinderti  aufmerksam  gemacht  und  Un 
geiviesen  nuide,  so  ivürde  gewiss  auch  da«  Archiv  nicht  versSuinl 
haben,  alle  seine  Leser  auf  dieses  hipchst  erfreuliche    Ereigiiie«. 
an  dem  jeder  Mathematiker  den   lebhaftesten    und    innigsten  Ab- 
theil  nehmen  uiuas .   aufmerksam  zumachen,    nnd    sich    liei 
selben    in    irgend  einer  geeignet  scheinenden  Weise  auch  i 
redend  zu   betheilrgen.      Sollten    aber  dem  hoch  verehrte»  Ml 
diese  Zeilen  jetzt  noch  zn  Gesicht  kommen,  so  möge  er  dcll' 
sichert  halten,  dass  der  Herausgeber  des   Archivs  jederwit 
der  innigsten  Freude    beivegt  norden   ist,   wenn   er  von 
freundeten    nahen  Verwandten   des  Gefeierten    die    nftera 
holte  Versicherung  erhalten  hat,   wie  sehr  derselbe   anch 
seinem  hohen  Alter    durch  Kräftigkeit  un<l  GeNUirdheit    dea 
pers   von   der  Vorsebung  beglückt   werde:   denn  die  fortwl 
Krfiftigkeit   und    Rüstigkeit  des   Geistes  „bedarf   kein» 
w  ei  ses "    nach    den    immer    wieder    neu    viirliegendei) 
Möge   der   Himmel    ihm    zum    Heile    der  Wissenschall  i 
durch  die  Bande  des  Blutes  mit  ihm  verluindeiken   Personem 
viele   Jahre  schenken !  in  welchem  Wunsche  mit  dem  Heri 
gewiss  alle  Leser  des  Archivs,  welche  auf  die  in  lt«de  i 
ajn  16.  Julius  d.  J.  unter  lebhafter  Theilnahme  von   nah 
stattgehabte  Feier  noch  nachträglich  hinzuweisen,    diese  vt 
.  theilnehmenden  Worte  vorzugsweise   bestimmt  sind,   übereir 
luen  norden. 

Die  von  Gauss  gegebenen  drei  Beneise  des  alsehrat 
Fundamen talsatzes  beruhen  alle  auf  verschiedenen  Grundlagen, 
darin  kommen  sie,  sowie  aach  die  von  Oatichy  eegeherteD 
weise,  atle  ilberein,  duss  zunächst  nur  das  Vorhandensein F'' 
Factors  der  betreffenden  Function  nachgewiesen  wird.  DerSI 
des  Beweises  thut  dies  allerdings  keinen  Eintrag:  denn  «, 
klar,  dtiss  wenn  von  der  vorgegebenen  Function  dieser  ein«  i 
toT  abgeUlset  wird,  eine  ähnliche  Function  von  niederer  Ord« 
xwdckbleibt,  auf  welche  der  Lehrsalz  aul's  Neue  ange« 
werden  kann,  und  dass   durch  Wieilevholung    des  Verfftbreos 
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letst  «ine  Follsländi^e  ZerleguiiE;  der  urtipTun glichen  Function  in 
Fftctoren  tier  beKeidinetcu  Art  hervorgeli«n  »ird.  Indessen  ge- 
winnt ohne  Zweifel  jede  Beiveisführun^  eine  fiühere  Vollendung. 
tvena  uadigeuiesen  H'iTd,,dass  sie  geeignet  ist,  das  Vorfaanden- 
HBin  der  Bäniiutliohäii  Factoren  unmittelltac  uiiscbaulieh  zu  machen. 
Dass  der  erste  lleiveis  in  diesem  Falle  ist,  ist  in  der  gedachten 
Dissertation  (Art.  23.)  angedeulet,  ohne  es  dort  weiter  auszuführen: 
diee  zu  ercünzen,  ist  die  vorliegende  neue  Abhandlunjf  bestimmt, 
ZDgleicb  aber  sollen  die  Hanplniomenle  des  ganKen  Beweif^es  in 
einer  neuen,  eine  vergrüsserte  Klarheit  darliielenden  tiestalt  wie- 
derholt werden.  Was  dabei  die  äussere  Einkleidung  des  Lehr- 
satzes selbst  betrifft ,  so  war  die  1790  gebrauchte ,  dass  die  Func- 
tion Ä"  +  .^a;"-^-f  ßiC'*-*+,_.  sich  in  reelle  Factoren  erster  oder 
zweiter  Ordnung  zerlegen  läs.-jt,  damals  deshalb  gewählt,  weil 
alle  Einmischung  imaginärer  Grüsuen  vermieden  werden  soUle. 
Gegeutvärtig,  wo  der  Be^iff  der  complexen  Grössen  Jedermann 
geläutig  ist,  schien  es  angemessener,  jene  Form  fahren  zu  lassen. 
UDd  den  Satz  so  ausznsprechcn ,  dass  jene  Function  sich  in  » 
einfache  Factoren  zerl^en  lasse,  wo  dann  die  constanten 
Theile  dieser  Factoren  nicht  eben  reelle  Griissen  zu  sein  brau- 
chen, sondern  für  dieselben  auch  jede  coroplexen  Werthe  zuläs^sig 
sein  müssen.  Bei  dieser  Einkleidung  gewinnt  selbst  der  Satz 
noch  an  Allgemeinheit,  weil  dann  die  Beschränkung  auf  reelle 
Werthe  auch  hei  den  Coeflicienten  A,  B,  u.  s.  n*.  nicht  vorausge- 
setzt zu  werden  brancht,  vielmehr  jedwede  Werthe  für  diesel- 
ben zulässig  bleiben. 

Uie  zw'eite  Ablheihnig  der  vorliegenden  Schrift  ist  den  ntge- 
braischen  Gleichungen  mit  drei  Gliedern  (jt™ I  "  +  co^™  + /'=  0)  ge- 
H-idmet.  Diese  haben  das  Elgenthöndiche,  dass  von  den  zur 
äumeriBi'heo  Aufl<>siutg  der  Gleichungen  hestiminteii  Methoden 
einige  bei  jenen  einer  Geschwindigkeit  und  Eleganz  fähig  werden, 
von  der  ihre  Anwendung  auf  Gleichungen  von  weniger  einf:tcher 
Uestalt  sehr  weit  entfernt  bleibt.  Uies  gilt  namentlich  von  der 
AnOiisimg  durch  unendliche  Reihen,  und  von  der  indirecten  lUe- 
tlrade.  Es  scheint  daher  die  Entwicklung  dieser  Methoden  fnt  die 
Gleichungen  von  jener  Form  um  so  mehr  eine  besondere  Ausfßb- 
'  L''"  vBi'dienen,  da  das  Vorkommen  solcher  Gleichungen  in 
That  ein  sehr  häufiges  ist. 
j>je  Auflösung  durch  unendliche  Reihen  hat  jeduch  der  Verf. 
■  seinem  gegenwärtigen  Zwecke  günzlicb  ausgeschlossen,  und 
ibcmerkt,  dass  fiir  jede  Wurzel  einer  solchen  Gleichung,  sei 
leeti  oder  imaginär,  eine  convergente  und  nach  einem  leicht 
■Äbaten  Gesetze  fortschreitende  Keihe  gefunden  werden  kann. 
Schaber  auch  diese  Auflösungsart  in  allgemein  Uioiretischer 
,ÄuHg  ist,  so  wird  man  doch,  wo  es  auf  wirkliche  praktische 
JenduQff  ankommt ,  den  indirecten  Metboden  in  allen  den  Fäl- 
Bden  Vorzug  geben,  wo  jene  Convergenz  nicht  eine  sehr 
^lle  ist. 
Diese  indirecten  Methoden  nun  sind  der  Gegenstand  der  zwei - 
Ahtheilung.  Es  handelt  sich  hier  von  zwei  Methoden,  den» 
^s  Verfahren,  welches  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln 
rtofdert  wird,  ist  ganz  verschieden  von  dem  filr  die  reellen  Wur- 
■ndenden.  Von  dem  letzteren  hat  der  Vf.  schon  bei  an- 
I  Gelegenheiten    ein  l'aar  Proben  an  besonderen  Fällen  gege- 
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bäiii  ilntt  dabei!  'iAigteloh '  (tifl  lAlgemtäal»  AnwetidbaHleH  de»  fm 
fahren»  angeile'tfet.  Ohsjleioh  (I1«ki»  Uenernlisirung  durctiaiu  (cfiii 
äxKWifir^keit  kvt,  tto  liät  tlur  Vf.  Aach  ^e^ltia^t.  dass  niiin  %r.'!: 
die  gebruuc lifertigen  VorsohfirtM»  zit8uiuiuer»ge»tclh  schon  nfitit' 
znmiii  n-eit  ilhi  Ati;lahl  iler  (lahtii  eu  unterscneidcbtlcn  und  einzetn 
zu  hohuiideiFttlcn  HKite  nicM  iiii|  beträch  lieh  i«t, 

IKe  Auriinitung  der  imngiWIreiiV  Warurfii  a«f  in(Ur««t«iu  Whib   I 
ist  (intxil'ern  iiifht'Sljhonfllnigefinacs^n  angenähert«  Weftbetr  ' 
woher  bekaiiiil  sind)  d«»wef(#B-ti«lipcliwleriger,i  alsd'redar  #i 
weil  jene  aus  einem  utrendlichen  ßpWete  v«n  IWiiiaugrioneii  h 
gesucht  Werden   nrifew«),    die«   in^  aita    elneift    iiriendlttiheli  i| 
Einer  IMineneion.  ■  l*le«e  SöhwiwJRkeU   fä«st  «ich    bei  Gkict|' 
gen  von  drei  (tlioderrt  durch  «(i«w -einfathen  s«hY  nahe  li*g* 
aber  wie  e»  scheiiivl,  »onst  hlnlier  mmAi  nicht  beiimtaten  Kur 
uin^hen.  ■    AiKh-  fiir   dio^e    Aiif(!ahe    sind    die.  zur    AuAüe 
tWrderticheii  VorBchriltf«  rolletündlg  ttmi  ia  g(Ara\KhBf«rt(«er 
stillt  nJitgetheiM.  ■'■      '  .■-■.->. -■.-.;  ,     .  ,  ,    ...t      q^ 

■  pw:  J.  J'  GA 


^  basiil^ifiLttischeProblcni.  ISeweisdec  Steiiier'sdlM 
AuriOsuBK.  Von  Ä.  Quidde,  Oberlehrer.  (Progili« 
des  GvmnasiiMnri  »u  Herlord  von  Michaelis  im 
Herfor'd.  IM'J.  4.  ■; 

l>er  vfln  Adams  in  der  Sin  Littotar.  Ber.  Nr.  XSl-S- 
451.  angezoieton  Schril'f  gesehene  Beweis  der  SteiiKT'«^ 
Constniction  befriedigte  don  Herrn  Vf.  de«  vrjplie^enden  leWli* 
werthen  Programms  insni'ern  nicht,  als  dieselbe  nicht  rem  flti' 
metrisch  ifet,  oondorn  auf  eine  Gl^icJnlnp;  das  zweiten  tirad« 
sich  stützt.  Er  ctieiit  daher  iti  der  Vwliegonden  Schrill  eirutnw" 
geoffletriGcken  Beweii^  d«r  gedachten'  «tegaaten  CanslriK^limi,  »fl- 
ehen wir  d*r  Buavbtueig  der  Loser  Üe»  Arohios  recht  sclir  i* 
pfehlen.  Ausserdem  ahid  nmh  verschiedeae  elftgantc  analiiinfic 
Betrachtungen  heisre  fügt,  ttie  das  hiteresse  der  Leser  i-iIchI.iIIj 
recht  «ehr  in  Antiiihieti  zki  Nehmen  geeignet  sind..  (vesliall>  "» 
auf  diese  SGltulscnriN  vr ied erholt  au fnierfcsara  maeben.  i>hnr  >W 
durch  Herr»  Ad  ams  '  Beweis  d«r  teehr  ehviihnten  Coti^tciHli'i" 
irgend  in  Scftatten  stellen' >u  «otten.  der  iu  &nBlyti:sc.h'-r  [[»*■ 
isicht  cbenfalh*<  sehr  benraHcenswerth  ict.  wie  wir  auch  M.hi<ti  <i  > 
O.    des    Litcriir.   Her.   gobiilircnd   hcrviircehoben    hahen. 
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"t  Berliner  Grundlin 
t»rlst!ien  Ahtdeilüh 
*      Berlin.  1840.  4.  ( 
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h.£s  genügt  bier ,  «las  Erschau«»  dieses  für  die  Geni^rafihie 
._■  Toiiogtaphie  Preusaene  sehr  tvichtig«ii  WetJws  «aauzeigeo, 
3a  eine  beaoudere  Beuttbeilun^  oilet  auesugsireise  MLttbeüuDg 
lies  Inhalts  bei  einem  Werke,  welcbes  wie  das  voTliegeikde  baupt- 
^äcltlich  nur  die  Resultate  einer  grossen  geodiitischen  Messung 
entbält,  natürlich  unstatthaft  ist.  Uebrieens  enthStt  aber  aucb  das 
Werkeiae  kurze  Durstellung  der  befolgten  Ben bacb tu ngs  -  und  Kech- 
anngsmethode,  welche  iur  jeden  Geodäten  uamentlich  in  prakti- 
acbec  RCfcksicbt  sehr  lehrreich  sein  wird  und  daher  zur  Beach 
bi«r  empfohlen  ivei;44Fi  tndss.  . 
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"fcebtthird  Enler's  Mechanik  . 
llütig  der  Wissenscbait  von  der  Uertegung  mit  An-" 
Vknngenuiid  Erläuterungen  herausgegeben  von  l>t>.J.' 
fWolfers.  Zweiter  T heil.  Greifs  wald.  1850.  8.2% Tb Ir. 
lV^ic  i'reuen  uns  sehr,  des  Erscheinen  des  zweiten  Theils  die- 
, ausgezeichneten  Uebersetzung  von  Euler's  Mechanik  Jetzt  an- 
ßß  EU  können,  von  vi-cicher  alles  dasjenige,  was  iinliiterKr. 
;.  ,Nr.  XXXVIll,  S.  551.  bei  der  Anzeige  des  ersten 
fle'^mr  Empfehlung  dieses  Unterem ehmens  geaast  worden  ist, 
^^ßVi  gleichem  iVlaasse  gilt.  Da  das  Urtbeil,  welcheij  Gaitss 
'.diese   Ccbersetzung   gefiiltt   hat,    uns     frcnndsckaltlich    rait- 

JBtlt  wordea  ist,  zugleich  mit  dßr  Autorisation  r-ur  iV'erüf- 
ichuiig  desselbeu,  so  nehmen  wir  Leinen  Ausland,  dasselbe 
f^pbend  den  Lesern  des  Archivs  nicht  vorzuenthalten,  utjan^z 
[^stimmend  mit  unserem  eigenen  UrtheiJ  itber  den  ersten^h^ti 
i.jfiHnlieh  der  genannte  grosse  Mal hematilier :  ';'  ,;    j   , 

['„•Dh  das  Studium  der  Eulerschen  SchriOien  stets  dl«  'l>äSte> 
u6  fSt  matbeinatiscbe  ABsbildung,  und  auch  «elbst  da  Wo  ^ie 
M«  Zeit  wesentliche  Vervolltcoiamnungen  gebi-oeht  lint,'doi)li' 
JK  ;ld&theniatiker  unerlSsslich  bleiben  wiri),  so  küMen  alle' 
idhuiige« ,  solche  Schrißen  leichter  zugünglich  zu  machen,  «nr 
kbar  anerkannt  m  erden.  Es  ist  daheretn  erfreuliches  Zusam- 
itreffen  mit  ihrer  (des  Uebersetzers)  Arbeit,  dass  die  Petersbur- 
'  ftbattemie  die  kleinem,  in  akademischen  Denkschriften  zer- 
titeta  Altbandlungen  zu  Hilinmdu  beschlf>e>scn  und  schon  VWei 
~i  Gommentationes  Aritbiueticae  neuerlich  verüfEentlicht  hat." 
■  We  A»merkutii;pn  und  Eritiulernn^en  Jos  Herrn  Uebersetzeni 
1  in    die.tem   Tbeile    noirh    reichlicher    wie    im    er.'^ten    Theüe. 
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und  werden  Uugeiibtereii  das  Studium  des  AVerke  sehr  erleichtern. 
IVlit  der  freiidigslen  Aiierkennung  des  VerdiensteN,  welches  der 
Herr  Uebersetser  sich  durch  die  vollständige  Ueb ertragung  der 
Mechanica  sive  niotus  scientia  analytice  exposita  in» 
Deutsche  bereits  erworben  hat,  küimen  wir  nicht  den  Wunsch  unte^ 
drucken,  dass  es  demselben  gefallen  müge,  das  deutsche  matfaeniii- 
(isi:he  Publicum  nun  auch  recht  bald  mit  einer  ebenso  gelun<renen 
Uobersetsunp:  der  in  streng  wissenschaHUcher  Rücksicht  jedenfalls 
noch  weit  wichtit;eren  Theoria  motus  corporum  rigldo^uA- 
Kostoclc  und  Üreifswald.  178^.  4.  zu  beschenken. 


W  a  u  t  I  k. 

Traite  rili^men  tair  e  de  navigatton  a  l'usaee  des 
officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  duGftm- 
merce,  par  V.  Caillet,  examinateur  de  la  marine  etc. 
Tome  I.  Texte.  Brest  1848.  Tome  II.  Tables.  Brest. 
1846.  5  Thir.  25  Sgr. 

Dieses  Werk  enthält  eine  .«ehr  wissenscbaftlich  gehaltene, 
für  seinen  Zneck  hinreichend  vollständige  Darstellung  iJer  uauü- 
sehen  Astruno,inie  utid  Schifflahrt»kuiide  iiberhuu|Jt,  nebst  den  do/i: 
gehörenden  Tafeln,  und  darf  von  Lehrern  der  ächiffiahrtskumi' 
nicht  unbeachtet^. gelassen  wenJen,  Die  auf  der  See  gebräucli 
liehen  Instrumente  sind  ^iemtich  ausführlich  beschrieben,  und  ihr 
Gebrauch  und  ihre  Berichtigung  ist  gelehrt.  Alle  Aufgaben  kiuiI 
durch  vollständig  ausgerechnete  Beispiele  hinreichend  erl3uterl. 
Neue  Methoden,  die  besonders  hervorgehoben  zu  «erden  verdienten, 
haben  wir  jedoch  in  diesem  Werke  nicht  gefunden,  au^idcr 
etwa  die  auf  Seite  l'iZ.  mitgetheilte  Auflr>sung  der  Ant'gab<-: 
„Ans  den  beobachteten  Hüben  zweier  Sterne  und  der  Zwischen 
zeit  der  Beobachtungen  Zeit  und  Poihrihe  zu  bestimmen"  viin  dein 
Vater  des  Verfassers,  und  die  approximative  Auflösung  ileHselbeu 
Problems  von  dem  Murineoiricier  Paget,  die  aber  wohl  der  he- 
kannten ,  auf  der  See  bisher  am  meisten  angewandten ,  ehenfalls 
nur  approximativen  Methode  von  Douwes  (der  Vf.  schreib! 
falsch  Dowes)  nachstehen  dtirfle,  Dass  der  Verf.  die  volfstin- 
dige  Kenntniss  der  Geometrie  und  der  beiden  Trigonometrien  vor 
aussetzt,  ohne  in  seinem  Werke  selbst,  wie  dies  oft  in  Sabi 
fahrtslehrbüchern  geschieht,  einen  Abriss  dieser  Wissenscbi 
liefern,  ist  ganz  recht  und  dem  wissen  seh  alt  liehen  Standl 
seines  Werkes,  welches  wir  nochmals  allen  denen,  die  si 
diese  Studien  inier essiren ,  empfehlen,  vülllg  angemessen. 

Nautischer  Almanach  für  das  Jahr  1850.  Her«a| 
gegeben  von  G.  F.  Ursin.    Kopenhagen.  1848.  S.  15.9 

Dieser    auf    sehr    gutes    Papier    mit    deutlichen    und   i 

l'wi  I'ettein  gedruckte  nautische  Almanach  ist  uns  jetzt  etat  ^ 

gcnorden;  ob  schon  frühere  Jahrgänge  von  aemselhen  r 


,  ist  uns  nicbt  mehr  mit  Bestimmtheit  erinnerlich.     Um  so 

hatten  wir  es  fCIr  unsere  Pflicht,  auf  denselben  aufmerksam 

^oiftchen,  weil  er  einen  nach  unserer  Ansicht  seiir  guten  für  dea 

"aliret  viflliir  hinreichenden  Ausztfg  aus  dem  „INautical  Al^ 

ach  and  astrannmical  Ephemeris"  liefert,   und   für  den 

enwieher  Meridian  berechnet  ist.     Eine    deutliche  Anwei- 

;     zu     seinesi     Gebrauch     iiit   der     eigentlichen     Epbenieride 

iDgestellt,  uad  derctelhe  itit.  daher  gewiss  den  Seeleuten  in  je- 

Beziebung  recht  sehr  zn  empfehlen. 


I  Allgemeines     nautisches    Wörterbuch     mit     SacherliläruiigeJa:^ 
itsch,   Englisghi  Fransiisisch ,  Spanisch,  Portugiesisch,  Itulie* 
'i,   Schwedisch.    Dänisch,    Holländisch.      Vob  Dr.  Eduard 
rik.    Leipzig.  1850.  8.   4  Thir. 


Dictionnaire  de  marine,   par  de  Bonnefnus  et  Paris.  1848> 
HJstaire  ^en^raie  de  la  marine,  par  Vau  Tenac    1S48. 
Nouvelle  Architecture  navale,  par  A.  Maiziere.  ISIS.-  'l 

bateaux  k  rapenr,  par  MäxSti-' 

Perfectionnements  dans  ta  nafigation  ä  vapeur.  EsposiOon 
<  nonveau  mode  de  navigation,  par  A.  Seguier,  de  la  Mori- 
ie  et  Durand.     1848. 

Notice   sur  un  bateau  roulant,  par  J.  ti. 

i^tmftnach  du  marin  et  de  la  France  maritime  pour  1850,  pii- 
iivec  l'approbation  et  sous  Ie  patronage  du  ministre  de  la  ma- 
I.     Treizieme  annee.     Paris.  1849.  i 


F  h  y  s  i  b. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Schule  und  Haus.  VünDr 
linrich  Bolze  (Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
Gymnasium  zu  Cottbus).  Berlin.  1850.  28  Sgr. 
Dieses  mit  grosser  Deutlichkeit  in  einer  ansprechenden 
iche  verfasste  Lehrbuch  der  Physik  künnen  »vir  aus 
erzeugung  allen  denjenigen  empfehlen,  die  bei  nur  sehr 
ngen  mathematischen  \ orkenntnissen  und  ohne  üu  gros- 
Zeitanftrand  sich  eine  fjründliche  Einsicht  in  die  Hauptlehren 
Physik  versebaffen  wollen,  und  glauben,  dass  der  Herr  Vf. 
fesem  keinen  grossen  Umfang  habenden  Werke  ganz  die  ricfi- 
Mitte  ztviscben  einem  vUllig  populären  und  einem  streng  wis- 
diafUichen  Werke,  sowohl  rücksichtlich  des  Vortrags  als  auch 
Mchtllch  des    aufgenommenen    Materials,  getroffen  hat.     Das 


Buch  Mrd  iltiher  auofa  qanx  civ^clfmäEsle  b^rm  physilralischni 
Unterriohte  auf  HSheren  fjehranittnUen,  6«l1ist  in  den  uberen  Klas- 
sen t  Kum  Ul-imde  gülegt  werden  ktionen,  indem  «b  einem  gescfii>:l. 
tett  kcbrer  leicht  sein  wird,  vflrHfbJedcnie  l'aTfieen  mit  Ufilt'' 
(lei-'LehrM  der  p'l«mentarmath<!mfil)t,  iiam«nKtch  der  Trigniio 
metrte^  und  Algebra,  weiter  auB^iifflbren,  worüber  sich  ilami  die 
."tchdler  a)6  Kränkung  des  iotn  Grunde  c>etegten  LeÜrbuchs  ei^ne 
Hel'te  itusar bellten  mflssen,  naa  vielfacbe  Oele^enbeit  zn  kWoIc- 
inSasisen  mathematischen  Uebiißgen  darbieten  vrJrd.  Das«  «der 
Herr  Verl',  in  einem  Buche  dieser  Tendenz  auch  dem  sogenanntea 
thierischen  Magnetismus  und  den  Reicbenbach'scben  Untersucbun- 
eev  Aber  'denselben  in  eioctn  '«.Polarismns"  ubersehrl^lwnei 
besbiideren  Kapitel' «Inisti  Aufm^rlcaamkeit  Descfaenkt  hatj  kaiinW' 
gebilligt  ivei'deiv.  Da  ^bob  IVaber  ein  andfeter  cnmpetenter  Bflar 
theilcr,  Üerr  Ditector  KlGden  in  Berlirt^  seine  mit  uoMMa 
obigen  ürtheil  gans  übereinstiminende  Ansicht  über  dieses  Badi 
auf  einem  wahrscheinlich  von  dem  Verleger  dem  Buche  beigetei- 
ten  besotideVbn  Blattä  üffentlicb  «usgesftTacfaen  bat,  so  faaltelt  mr 
es  für  zir^ckmässig  und  der  zu  wüngcb<;nden  weiteren  Verbratang 
des  Bnctif!»  für  l'^rderllcb,  Vvenh'wil-  diese  BeuTtheilung  desBeRO 
Director  KlOden,  mit.derwir,';\Tie<cesagt,  im  Wesen tHCkeo  tibei- 
cinstimmeA,  nächste heii.d  abdruckeq  ffl^en:  ,  ,,. 

..HasbcLfnltrend  zurückgehende  Uanu^eript,  betitelt:  LfeHtbinicb 
dei;  l'byeikjür  Schule  und  Haus  von  Dr.Heinr  ich, Bolie. 
erscheiii.t j ii^iC  als  eine,  Feoht  wacKere  Arlteit,  i'te  einer  weileitn 
Verbreitung  durch  den  Drück  wohlwerHi  ist.  Sie  empfiehlt  s|cti 
dureb  eine  logische  übersichtliche  Anordnung,  diirch  eine  licbtvoJk 
sehrdeittlioH«  tind  llisslietie  Ausdrueksweise  ulid  DarStetlun^^  tttme 
doch  der  Wissenschaft  etwas  ku  verlieben,  oder  eine  StMiflet- 
klärung  an  die  Stelle  der.  wahren  zu  ,^qt^en,  und  durch  eirie  ^e 
wisse  Vif  II  stand  ig  keU«  soweit,  diese  von  einer,  in\  edleren  Sinnt 
iiopulär  gehaltenen  Schrift  zu  vedian^en  i^t.  Was  der  eicentlicheo 
Wisseoscban  auheim  föllt,  ist  mit  itecht  weggelassen,  da  es  (fam 
Herrn  Verfasser  darauf  ankam,  nur  das  zu  geben,  was  der  Schule 
und  dem  Leben  aiigehürr,  weshalb  er  auch  zur  Verständniss  8«- 
nes  Buches  nur  ein  sehr  geringes  Maass  vnn  matbematiscbeni 
Wissen  fordert,  und  die  noth wendigsten  Sätze  der  Geometrie  an- 
hangsweise giebt.  Obgleich  das  Buch  vorzugsweise  ftir  das  SellMl- 
Studium  geschrieben  istv-'Bo  Avird  ^  dbch  Jn  Gymnasien  und  Bi3^ 
gerschulen  auch  recht  wohl  dem  Unterricht  zum  Grunde  gelegt 
werden  k<>nnen,  indem  eB  keinem  Lehrer'  Schwer  wePden  bnn, 
die  nach  dem  Bellarfirlsse  tiiid  dem  Standpunkte  seiner  Klatwi 
etiva  erforderlichen  itiatbeiuatischcn  BniwiukeluDgeii  und  Fwhidl 
Seeigneten  Ortes  ergänieiid  hinzuzufügen! .  wtizu  oft  schoB.  die 
blasse  üni\Tandlung  des  'Wi'irtliehen  Ausilrucks  in  den  ligurirlcu 
^a(h*!uiatischen  hinreicht.  Mit  den  Ergebpissen  der  neuesten  |iby 
siWischen  Farsch^tIgen  ist  der  Herr  Verfasser  wohl  yerlfn"'. 
KDaer  hat  sie,  so  weit  es  der  Zweck  und  die  Bestioiiau^  ^ei 
Buches  verlangten,  aufgenommen  iind  meistens- sehr  g'jfnil?  |$: 
l^eu,d.-irgcst<^|1l.     Aup  al|e  deiii  ergiebt  sich,  dass  daiiVBuci|i,<llf 

lebr/cictiub  und  zweckmässiges  ist." Ktöfli^ 

-VMe.'  denen  »ndcro < populäre  pV^ikaliache  WerJcb  tliKRarh 
'  ünÜMl^rcich   ^ind,  \l-erden  geivis«  in   dem  lurliegohd^  lUAi 


>Wiliii«ehe  hdrM^t  HAden^,''Weno  sie  ntteinsr  wlss^nsdiofti 
^n  DarsMhiti^  zti  I  lulgea  im  Stunde  eiiid',  *M  vor  einer  steh 
Unit  »'i64)er  ündaudeii  ganz  eiiitkuhen  mathemiitlsAFien  Betraeh- 
nicbt  eluich  Eurauk^cnr ecken,  was  aber  hi  jertzi^r  Zelt  llbeH 
^^"(Itt  gar  nicht  joßhr  dm  FM  sein  st4lle;  j  ' 


Repertoire  d'Upti  quem  öden 
i.triftuvxu.X  modernes  relatil's 
ixti^re:  p»t  M,  l'Abb^  >toien». 


4l  A-Dalyse  completo 
L  ]>henom«iifl6  de  In 
UJtiemSPirtle.    Pa.r 


Dies  Ist  d^»  üffeife  Theil  döS  im  Lcter.tr.  B  er.  Nr.  XXXIVJ 
164:  aiiL'4iy-;li;'rt  Werfees/H  welchem  es  (Ifer  Ht.  Veff.  nic|it'n)«hi^ 
*^^riitt  m&(heitiäHschört  Tb^ife'der  riert<rteti  Oniik  xülttiaa  hat. 
"'Srt(i»S.^it«iHtlifch  nßr  mit  feiih  Whj*Htallseheri  Dingen;' wes- 
wit'ltölAe'DatsIeinun*  iVi  dle^ieiir  Theily  genfigö^ider  und  bü- 
f^ttidBT'ÜTiJen  sTn  Im  eräterfTheifo,  und  selbst  «laubferi,  <lass 
ktf'öc«W^rtiehilbd«rswo  tfW  heuerten  optischen  Entdeckungen  sn 
ll^i)«ig,  wlti  M«  IJWts'ammefr  finden  wird.  DerHguptinha'W, 
^T(' dÖSs*rt  iiiigäbe^  Whn»  selrr  Ins  Einzeilig  tiingehelV  in  krmneil, 
»"i-"»  Jüe»"  h^'N^ertiWa^sell,  ist  folgender:  '^ 

ii  ctei;tiaiiV.  Solution  de  quelques  diflicultes. ,  ExplipjttiDit 
If!  certains  faits  mytiterieux  (Hier  aueh  vom  Zodiakallicht ,  Sterff: 
~'~nu)i[ien,  Nordlicht  u.  s.  w.,  also  auch  von  Dingen,  die  zur  ,iHie- 
rologischen  Optik  gehören.)  —  Section  VI.  Des  cnuleurs  eu 
les-niämes  et  dans  les  corps.  —  Section  VII.  Des  couleurs 
tcidentelles  ou  snhjectives.     De  la  persistance    des  images.     Du 

'Üe  lirradihtiöii.    DU  Diiltonisme  fm  de?  jffljiMrttions 

Wi^ddtfnÄfä  Sensation  des  couleurfe.  '^  Sectroh  Vtll,  Be 
Mumi^e  Cmisider^e  danö  Sdii  actio»  sur  des  apfiaretl.*  autres  cfire 
;  8«r  des  subslimces  diff^rentes  de  ta  rtfline.  De  In  ■na*iire 
HB  intime  du  specfre  solaife:  des  divers  rayons  valoritiijaesi 
^n^itjues  et  phosphöri«r^irique8.  De  la  Photographie.  De  Fac- 
pa  de  la  lumiere  sur  les  plantes.  (Hier  auch  von  Mos 
ieckung,} 

»I, 


r'^Et^i. 


^: 


näherer  BeÄifllrsB^ 
Schiibler  Neä  bÄH 
tor  der,  aitirouoiBia 
i-.Leip/.ig.  l.«4'J.b.    1 


CruAds'ätze  der  Metoorelouie 
Rf, Deutschlands  Klima  von  Dr. 
beitet   von  Dr.  G.A.  Jahn.    D 
en  Gesellschaft  in  Leipzig.  < 

ii.lS.Ss^.  ,  ■,„„, 

Schübler's   UruiidN.itze   der  Meteorologie  dr^etkiHeta 

Im   Jahre    ISCil   als  inlegrirender  Thell    iler    „allgemeinen 

inädie    der    gcMammferi'  Land-'  und    Hau!s"'frths ehalt    der 

leh",  und  ftabeM  siCh  wögen  ihrer  »eÜr  gem'ärivM^Üirirffl- 

en  Darstellung  und  ihres   praktischen  Gehalts  "mit  Kölcllt"  gros- 

If  BfAfall  namentlibb  miter  den  iviasetischaritich  geliildeltn  Land- 

Hben    erworhe»'.    Wie    sehr  .Mit  .>en«i  Zeit    diirch  tirfindoBg 

jwirthgcKart lieber  Akademien»  «nd  höherer  lundnirthecbaft lieber 

fer^btaflen,   i^o    wie  gen'ßhbllcher  .XcterbaüBchiilcn ,  d^cfi  d^ 

ntstehen    einer    ungeineiti    grossen   Aleiige    lanuwIrlhsc'h'a'ftFic'Aer 

eine  und  durdi  landwirtbsebaftlicbe  Schriften  die  wisEeiiAcbaft- 

a  Bearbeitung  der  LaiidvVirtlwebaft  gefordert  wordfm  ixt)  tv^MS 

'■■,  der  au  diesem  wichtigsten  aller  Gewerbe  der  ntentjchWitert 
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Gesellscbatt  einiges  Interex-se  ninirot.  Wir  halten  cfaber  die  neu« 
»treng  wies euschafl liebere  BeaHbeihing,  welche  Schübler's  Grund- 
eäUeii'der  Melnnrolüeie  in  dem  vorliegenUen  Hache  durch  Herrn 
Uoctor  (i.  A.Jahn  in  Leipzigzu  Theil  ^wnrilen  ist,  in  jeder  Beniv- 
hung  für  sehr  zeitgeniSso,  und  sind  ^er  Meinung,  dass  der  Üerr 
Bearlieiler  das  Werk  dem  gegen«' artigen  Zustande  der  Meieoru- 
Ingia  und  den  Uedflrfnissen  wi88«»«chM]Hlch  f>el>i<deter  Landwirthe, 
für  welche  das' Buch  urspränglich  bestimmt  war,  nach  dem  heatV- 
gen  Zustande  der  LnitdRirthschaft  mit  elneili  sehr  richtigen  Takte 
aiigepasät,  und  aut-h  den  ursprünglich  durchaus  praktischen  Cb*- 
kter  desselben  in  dieser  neuen  fiearbeitung  uirgends  verleugnet 
h3t,,ir)dem  er  z.  B.,  um  nur  eins  hervorzuheben,  auch  eine  Mbr 
reiche  Sammlung  sogenannter  Wetlerrege|n  und  Wetlerzetcbe« 
beigehracbt  bat,  wozu  ihm  die  ebenTalla  recht  sehr  zu  empfehlcnile 
Leicht  rassliche  Darstellung  der  Meteorologie  voo 
Kunzek.  Wien.  1847.  (Literar.  Ber.  Nr.  XL.  S.  581)  nament- 
lich in  Bezug  auf  die  optischen  L  uft  ersehe  i  nun  gen  noch  einige 
gute  Beiträge, hatten  Üerern  künnen.  Viii  wünschen  deia  nStlti- 
chen  Bnche  des  Herrn  Jahn  seines  sehr  lehrreicheo  Inhalts  wil 
seiner  leicht  verständlichen  Darstellung  "cgen  eine  recht  weite  V«*" 
breitung  unter  allen  denen,  n  eiche  sich  utr  die  Erscheinungen  in  unsein 
Luftkrei^e  entweder  aus  Neigung  oder  aus  Beruf  interessiren.  Die 
Ausstattung,  auch  der  KupTertafcIn ,  ist  in  jeder  Beziehung  va^ 
zflglich. 


. .,,  Magnetische  und  geographische  Ortsbestim  otaueB 
im  üsterreicht&chen  Kaiserslaate,  ausgeführt  von  Carl 
Rreil,  Dir«ctor  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag,  u.  ».  w. 
und  Carl  Frltsch,  k.  k,  Conceptsp  racticanten  u.  sj  w. 
Erster  Jahrgang.  1846.  Oe&tcrieicli  ob  der  Eno«.  TviaI 
und  Vorarlberg,  Lombardei  Prag  1848.  4.  2  Tklu 
20.  Sgr. 

Mit  der  liberalsten  Unterstützung  von  Seiten  seiner  Regierung 
ist  Herr  Kreil  beschäftigt,  «in  magnethches  und  zugleich  eeogta- 

fihiscbea  Netz  über  den  ganzen  österreichischen  Kaiserstaät  n 
egen,  wobei  derselbe  in  vier  District»  getbeilt  worden  ist,  nSnilieh: 

1.  Der  westliche  Alpen- Distrikt,  der  jie  Provinzen  Oesb^ 
reich  ob  der  Enns,  ^Salzburg,  Tyrol,  Vorarlberg  und  die  Lombar 
dei  begreift. 

2.  Der  Östliche  Alpendistrict  mit  den  Provinzen  Ocsler 
unter  der  Enns,  Steyerraark,  lllyrien,  das  venetianiscJie  Küoj  ~ 
und  Dalmatieo. 

3.  Der  Donaudistrict,  nümlich  dan  mittlere  und  Büdlicb*'^ 
garn ,  Slavonien,  Kroatien  und  die  Militär.gränze. 

4.  Der  Karpatbendistrict,  iinmüch  das  südliche  Ungarn,  Gir 
iletea  und  Siebenbürgen. 

Klil  dem  ersten  Distrlcte   ist   Herr  Kreil    tiirs    Erste  ftrtig 

^t  di«  Reisultsle  seiner   an  43  Punkten  gemachten  niajfne- 

tind  geographischen    Bestimmungen  in    diesem    iviebt^o 
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^erke  mit.     Sehr  zu  irünechen  ist,  das«  die   neueren  politischen 
~ignis«e   der  Fortseti;^»^   dea  begonnenen  ^richtigen  Unteraeh- 
IS  lind   der  n-eiteren  Mittlieiiiinij  der  gennnnenen   Ergt^bntsse 
icht  liindernd  in  den  W«e  treten/ 

Einleitung  in  die  Kry8tallogrn|)  liie  und'  in  die  kry- 
lAllographiBche  Kennlniss  der  wicbtigeren  Snbstan- 
Dr.  Hermann  Kopp,  Prof.  der  Physik  und 
.1  Giesseii.  Mit  einem  Atlas  yon  21  Kupfer- 
fein  und  7  lithographi  rten  Tafeln,  Netze  zu  Kry- 
allmodellen  enthallend.  Braun^^chiveig.  1  840.  8.  3  T  hlr. 
Sgr. 

Der  Herr  Vf.  dieses  auch  namentlich  rücksichtlich  der  Figuren- 
eln  trefQich  au a geblatteten  Werks  hat  in  demselben  Berech- 
Dgen  durch  die  spMrische.  ^rigoittmietrie  uder  analytische  Geo- 
rtrie  gänzlich  vermieden,  'imd  sich'hliias  geometrischer  Con- 
ictionen  oder  graphischer  Methoden  bedient,  was  wir  ganz 
skmässi^liiiden,  namentlich  für  solche',  welche  weiter  gehende  ma- 
latbche  Kenntnisse  nicht  liesitzei».  Jedoch  kilnneii  wir  gerade 
dieser  Beziehung  nicht  den  Wnnsch  unterdrücken,  dass  es 
d  einem  mit  den  Methoden  der  descriptiven  Geometrie  am! 
Perspective  vollständig  vertrauten  Mathematikec  gefallen 
^chte,  eine  auf  die  Methöd«»  der  in  Rede  stehenden  Wissen- 
boTten  gegiiindete  vnllstündii;e  Anweisung  zur  Zeichnung  der 
lystalle  suwdhl  imGrnndriss  ans  gemessenen  Winkeln  und  Kan- 
";  als  auch  /-«r  perspectivischen  Darstellung  derselben  zu  be- 
eile«, die  wir  sehr  gern  in  dem  Archive  abgedruckt  zu  sehen 
■sehen .fv&rdeu.  Herrn  Kopp's  fibrigena  recht  sehr  zu  empfeh- 
de^  <Buc^  leistet  in  dieser  Beziehung  Einiges,  aber  nach  unse- 
lUeinung'Vnm  mathematischen  Standpunkte  aus  nicht  Uincei- 
siuIqs,  weiui  auch  (Sr  die  Leser,  für  welche  das  Ituch  for- 
jffweise  bestimmt  zu  sein  scheint,  genug.  Wir  wiederholen  über, 
HB  wir  das  Buch  fiir  den  Kreis  von  Lesern  ,  den  es  sich  selbst 
igevrählt  zu  haben  scheint,  sehr  geeignet  und  emplehleNSwerth 


i! 


inüchte    nirh    )irt  diener  Gnlcgenhüit 

ndieo  fHnlfaemnlili.  Tbl.  I.  li  ranitcnliurf;.  I  nsa  S, 
ü.' Kr.  VIII.  vcE<-,iruiiiUcttl(i  AliIiniiilliinK':  Z » r  K rj'ata 1 1 1> ^mpb io 
d  nn  b1  j  ti*<']i  eil  GeniuuUiu.  Eraicr  Bei  trH|{,  ia.Erinnwuiig 
brinfftn ,  du  ilii'scllie  niclil  aelir  bskuiint.  fcetvorden  xu  «ein  sMieint, 
dnrin  entKitlL'lli'n  Formell!  aliiT  eine  aebrullgiimeino  und  «u«(i;edElinta 
^Bidun§;  li'i  krjntnlliißrapliigi^hcii  lli»l!iiimiing«q  wnhl  ^efitntlcn 
eilten.  Eine  rrdit  dentlitlic  nnd  vollatändiiti:  Anweisung  zur  grn- 
Mchen  Dantellun^  der  KryHtuUe  enwi-Iil  im  Gninilriaa  uti  FtucU  Iter- 
tttfiich  mitlclHt  Jer  Mcthiiden  der  deücrtiiliveii  Geninetrie  nnd  l>er- 
ictlve  hlllt  nliFr  nnch  er  für  Kehr  vänsrhcnnwerlli  und  wird  Arbeiten 
ler  Art  gern  in's  Archiv  nafnehmen.  — ■  R.) 

'.'MJ^moires   de  Physique  mecanique,    par  Guillaum« 
j;^,f|pi.iu.     Paris.  1848.?.    3  Thir. 
■c^bhalt!  Memoire  cur  l'elasticit^  et  s)ir  la  coh^sioiides  metaux. 
r^lasticit«   et   sar   la  cofa^ion    des    alliages.  — 
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i^l^iuotre  eitc  .fraAuedce' Uu  courant  galvaniqne  et  de  rdlectroniH^ 
ibtianM  süf  räisliciW'iIes  ntetiuix.  -~  MimtÄT»  sur  tca  esonspru' 
dtiitaipBF  le  jCDitTAiit  älcctri<|ue.  —  Note  siir  IWastisite  «t  saf  la 
*:(ihesinri  ilus  ililTi'reiites  esprces  de  varrei  pur  M.  M.  E;  Clie- 
vaiidricr  et  *;.  Wertheim.  —  Memoire  sur  lemiilitire  Ae» 
rqrjiK  e<|Ud^^  lp,omi>geiies.  —  Memoire  sur  la  vilessc  au  son  dun« 
le^  l'U«ift'«Sr  rr.,  AiemJHte  aar  les  prnprietes  ni^cauii|ue6  du  l»oi«i 
[ffj^.W,  5l;j^-  C)ipv4fld«ier  et  G.  Wertbe'ira.  —  lUeiivoire 
s]|ir  jyj[u^|iqiie,j^f  .si!r,.yi  conesipfi  de^  priq^ipaux    lissus  du  corps 


Termischte  Sclirtften. 

Uulletins  de  lAcndemic  Knyale  des  flciences,  <Us 
Icttrcs  et  des  I>eaux-art8  de  Belclquc.  Tone  XV.  linir 
i^artie  1848.  Tome  XVI.  I-  Partie.  l,8Jy.  (Vergl.  Li 
tetarr.Ber.  Nr.  XLVIi.  S.  (ißO). 

Tome  XV.  lim«  Partie,  p.  16.  Des  pr'ijiortion»  du  corps 
bumain,  par  Ä,  1/ucteIet.  Demtierae  ardde  (Voir  le  1«  ar- 
Meel  T.  XV.  Ire  |,artie.  p.  580):  ProjMWtitniP  de  l'hon.me  cfiej: 
les  Ea;\'ptiens.  Pmportinns  cbea  les  Romariia.  ProportioDs  iln' 
Indooa.'  —  i».  ^27.  Ue  l'elmliitinH  des  liiiuide»  et  de  leur  aJht- 
rence  aux  vases  qui  lee  eontieimeul,  ci>ninie  cause  decertains  phe 
nomines,  pa»  M.  Lnuyet.  — ,  p.  4fi.  Sisieme  et  septi^me  me- 
moire sur  rindiittioH;  par  M.  ^lie  Wartmann.  —  ji,  118.  Siir 
une  anomttlie  apparcnte  dans  les  reactinns  ^lectriques,  par  M. 
,1.  G.  ('rahay.  -^  p.  ^^'2.  Sur  une  mäth'ide  doDnee  dans  les 
M^mofres  de'l'Aeadeniie  Royale  de  BelciiiuR,  poor:  dMenuin«r  U 
eollimation  d'nne  tuuette  nieridictme;  par  ¥.A.  Mailly.  —  p.  VA 
Priie^de  d'exlraction  da  uieki-l  et  du  cobalt,  suivi  dans  unu  ü- 
brique  de  liiniiingham,  par  Bl.  Louyet.  -  p.  3(53.  Table  do»  i 
foru^s  elastiqiies  de  la  vapeur  d'eau,  popr  les  tenipuratures  crois-  / 
SiUkt  par  centieme  de  ilegr^,  depuis  W  jU8qn'a  101"  de  i'^lteU)  / 
centesimale ;  par  M.  J.  G.  f  rahay.  -r  p.  3z8.  Note  sur  uii  päe- 
nomine  d'acoustiijue,  par  M.  Ch.  Montieny.  —  ^i.  SM.  iu 
transport  niecauii|iie  de  la  matl^ru  pf>nd«rab1e  est-ü  tqiijonK  Ji- 
rigf^  d«  pflle  po.tiitif  au  pftle  iieüatil?  Pat  M.  Maas.  —  p.  ilii 
Sur  les  cntrections  de^la  lunette  ineridieTitie,  iKitei*  par  M.  M.'f 
r  une  m^tllii^ 
meridient 
moyun  des  abservalii>n6  astroiioiiiinges ;  par  M.  le  ciipifuinG  _. 
|i.  501.     Sur  la  rcdiictiori  J'une  integrale  multiple;  patM. 

(Die  bekannten  Iwte;!ra|e  von  JJiricblet.)    -.  p.  5Ö6.  S« 

le  dtSveloppement  de  Iu  fiinction  (1  —  lij::  +:'*)-i,  suivant  les  pr*' 
satices.  de  i:  par  H.  Schnar.  —  p.  SUH-  Kesolution  d'oH  " 
fiftüie  ddcitlcvil  des  probaltilites;  par  TU-Heyer,  (Diie  wrü^' 
ferme  »i  boules  composees  de  a  blaDchcs,  ^noiree,  etc.  1  n< 
de  V  ooitleurs  diverses;  quello  et  la  probal>ilite<  pour  qu'm  tl 
A  bmttcfli  au  fiaäard,  on  puisse  arranger  cetleä-oi   en  a,  b,  A 


capitaine  t^^agrc  et  Ed.  Maill 


capitaine  Ltngrc  et  t.il.  »laiMy.  —  n.  47Ö.     Sitr    une  mitlUlB 
propre  a  taii'ö"  trniiver  la  collirnätion   irune  lunette  meridienne  If 


i! 


oupes  respe9lixrenieiit  de  n^^p,  g^A^  u  bonles,  sous  la 
on:  l^que  Je6  panier  d'un:ai]|^irö' gr6up«8oiebi'd*inieiii^nie 
,   diff^rente  neÄnraoins  d'un  groupe  ä  l'autre;    2^  que  les 


possibil 
in=^+P  +  ...  +  A, 

.  Ä;=  a«  +  $A  +  cö  + ,.  +  A^  + /t(. 

me  XVI.  Ire  Partie,  p.  8.  Sur  Jes  variations  brusques 
)örature  et  de  pfjessigp  a|ii)p^p^eriq4^>  obsepyejs^u  IQ  au 
ner  (1849),  V^  Ijouväin  par' M./ Cr abay,  et  ai  BruxelleM 
[}  u.e  t e  I  e  t.  —  p. 9.  Recbercbes  nouTelies  sur  le  veritable poids 
leaiicArboi^l  oar.i)f^J.S»Sta«;-r-r*.  i§7.  fizamen  eritiquedu 


1rlangulati<^n"d(eö  cVrt^i-^cst Etats -Unis.  —  p 
jr  les  variations  de.  t^mperature  et  de  nression  atmospbe- 
3t  sur  quelques  pbi^nomdnes  met^orofogiques  observ^s 
t  les  jnois  d«9  l^nvior  et  v  clp  fevvj,ej;,  1^  ;|  j^ar  A.  Quetelet. 
29.  ^bservatiöns  ^^öVle$nques  et  magnetiques  faites  dans 
ts  autrichiens,  pendant  les  ann^es  1847  et.I848;  par  M. 
as^roRome  de  Hrag^  ^  p.  334.  -  Note '  ^f '  (juelqqes -'intii* 
iefinies,.  par  M.  Meyer;  Herr  Meyel'  bat  In  diesen! '^'uf- 
e  foigAnaen  Fprmeln 'betvieaen  >  in  denen  {7;/il  4ie  Anzahl 
nbinätionen  för  q  Element»  der  ^ten  K^lasere -pezeicl^iüet.:-  ; 


■  *  I  j ' 


.+  [2«--i;ilb*^-4"iir«iD(?n.arkailg~^^  ^^ 


^ÜiV'"'^' 


'  11'  «1". 


•  ■•'■■  ■■'•  /  ■      ■  '  .        fn\ 

— [  2ii  —  1  *  2]  a?*--*i»?  cos  r :  2fi  .^ärctiang  ^  1 

■  ■  ':      'W    ':    •:  ■  !l-i  ;i  ■■    •  :  :     :■  ■  '•"•  ■  '>   - 

fr    •         .:■    •.:.■;■?.'•*•  f- •.     :•       :•.        -    •.;;:•■.,■?     ,!'.'.- 

+  C -  l)«-iw«»-*  sin f  2w. aretang  -1 , 
r«*)i(2«-i)  =  o««cos  f  (2w  +  l)arctang -V 

.;..;,     :+.[2».lJ<i?^-^7»|«i».(<a«:f l)arctAg^)  . ;i  • -i 
'       -t2>tt2lö«^-*m2cös((2n+l)arctang^^^^        *  " 


u.  s.  w. 


+  (  -  l)«iwa»cos  ^(2ii  +  l)arctang ^) , 


+  I    ,  ,         a.n.w. 

■4\  -  yym""^»  cos  (Sn .  arctang  ") , 

— [2ii.l]«*»-^»lc»a  (  (2n+ l)arctang  — J 

~[2n.2Ja*-*,«agi„  ^(.i„  ^  l) arctang  ™) 
-f  ...  s.  «. 

•  +{— l)»m«"sirW2M  f  l)arctanf;"*  V 

—  p.  33S.  Sar  ies  frai'tioBS  CAntinaes  p^riodiqnes,  par  M. 
fran^ois.  ^  p-  424,  Note  sur  Uno  notivelle  a|iplirati(iri  ciirieuüei 
la  ptTKiütaiice  iletn  impresxions  de  la  rt^tint;,  |iar  IM.  J.  Plateau.' 
p.  42H.  Note  8ur  la  preparalion  de  l'oiyde  de  colialt  pur  et  «sr 
l'alufii'inate  de  cobalt,  uar  M.  P.  Loiijret.  —  p.  5Ö0,  Sur  l» 
pcoprietes  dont  jouissent  les  produits  infinis  qui  expriment  ie^  no- 
nea  des  Dnmhres  entlera,  nar  M.  Schaar.  —  p.  S88.  Deaiietne 
note  sur  de  nouvelles  applicat'ions  curieuses  de  la  perKistance  des 
impressions  de  la  reliiie,  p.  M.  Plateau.  —  p.  bl3.  Eiperieii' 
ces  comparatives  sur  la  force  et  la  constance  du  courant  pcodnlt 
par  differnntes  piles  voltalques,  cniinues  eous  le  num  de  Batleries 
a  courant  constant,  par',  P.  Louyet.  — 

Ausser  diesen  Ejri'^seren  Aufsfitzen  enthalten  auch  diese  bei- 
den Bünde  »ieder  viele  interessante  kleinere  aislronoinische  unJ 
m e lern rn logische  Notizea,  baupt^sSchlich  von  Herrn  Quetelel. 


Preisaufgabe  der  K<"nigl.  Sac.  der  Wissenschafteirr 
zu  Kopenhagen.  Eine  vollständigere  Untersuehung  als  ^tp 
jetzt  vom  matbe inatischen  Stlindpunkte  aus  geschehen  ist,  der  Lebi  F' 
von  dem  Widerstände  einer  Flüssigkeit  ge^en  einen  in  derMlb» 
sich  bewegenden  fetzten  KArper.    Termin  Ende  August  1S5I. 

«st 


? 


Uli. 

lüiterarlischLer  Bericlit« 


Arithmetik. 


i  (l'Ai^ehre  siiperieure,  piofessä  ■ 
ices  de  Paris;  par  M.  J.-A.  Serr 
IC  Planche.  7.  Fr.  50  C. 


t.  Pa 


,  Dieaee  ons  leider  noch  nicht  eu  Gesicht  gekommene  Buch 
Vrrd  aber  in  (lany.ltsiscben  Zeitschriften  sehr  serühmt,  und  ver- 
lient  daher  den  Lesern  des  Archive  empfohlen  zu  werden. 
Die  meisten  ErscbeiDungen  auf  dem  Felde  der  matheni  all  sehe  d 
Literatur  in  Frankreicb  beschränken  sich  gegenwärtig  auf  neue 
aussahen  älterer  Werke  von  Monge,  Lngrnnge,  Laplace, 
Lacrnix,  u-  p.  w.;  desto  erlretilicher  ist  es,  hier  wieder  ein- 
mal einem  arlisseien,  der  allgemeinen  Beacbtang  sehr  werlhe« 
Original»  erke  von  einem  auch  durch  andere  e i gen thiim  liehe  Ar- 
Iwiten  schon  längst  rühmlich  bekannten  Verfasser  zu  begegnen. 


Aufsi 


zki. 


ng  der  reellen    ui 
igleichung     höher 
,  Vorworte 


dlungen,  gesammelt  und  durch  Su 
on  W.  Haidini>er.    III.  Ban 
1849.  4".    1.  Thlr. 


nären  Wurzeln 
es  von  Simon 
h.  C.  Schulz  T. 
:haftlichen  Ab- 
cription  heraus- 
2.  Abth.  S.  109. 


lerr  Prof.  Schulz  von    Strassnitzki  hat  in  der  im  Lite- 

hen  Ber.  Nr.  VI,  S.  UO.  angezeigten  ausgezeichneten  Schrift 

^rner's  Methode   zur  Auflösung    der  numerischen  Gleichungen 

^Vir  deutlich  erläutert,  damals  aber  sich  auf  die  reellen  Wurzeln 

r «  Gleichungen  beschränkt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung,  welche 

~Kentlich    aus     zwei    Theilen    besteht,     wird    dagegen    die    ge- 

pite  Methode  auch  auf  die   imaginären  Wurzeln  der  Gleichutt- 

P>erweitert.     In  der  ersten  Abthetlung  giebt  UettPtoL  St^'w.X* 


p 
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¥0(1  StraFisnitzki  ein  Mittel  an,  rnn  den  Ott  der  imaeinSren 
Wiirxelii  XU  liii<len,  oder  c)t<:äelben  zu  trennen,  nesbalb  auch  der 
■TNle  Abschnitt  Trennung  der  inia^inflren  Wurzeln  uher 
b<:hrieben  ist.  Die  in  der  zweiten  Abtbeilune  gelehrte  Anfsu- 
chung  der  imaginär'Mi  Wurzeln  gefaürt  dagegen  canz  Berrn 
Spitzer  an,  welcher  sich  heiderßivision  der  im^inärenC^elläcieateD 
durch  einen  einrachenKunstgrifffaalf.  Wir  empfehlen  diese  Sclirtlt. 
ebenso  wie  die  frühere  des  Herrn  Professor  Schul«  ronStrasi- 
nituki  der  Aufnierksainkeit  der  Kenner  recht  sehr,  und  sind  dn 
Meinung,  dass  wir  jet^t  in  den  beiden  Schriften  der  Betrei 
Sehulx  von  Strassnitzki  und  Spitzer  zusammen  '. 
vollttlSndige  und  genügende  Anleilun';  zur  Auflösung  der  numc- 
ri^^chen  Gleichungen,  sotrohl  rftckatchtlich  der  reellen,  als  t 
racksiehtlich  der  imaginären  Wurz«iff  besitzen ,  die  zugleich  t\ 
sehr  grossen  Keic!  thum  rolUtändig  ausgerechneter  Beispiele  fl 
hält,  tvelche  natürlich  bei  dem  vorliegeoden  Gegenstände  j 
besonAeter  WictitiekeM  anJ-  um  »a  venlwvEtBcber  sind,  weif 
genaue  und  surgfallige  Ausrechnung  derselben  nnlhnendig  ( 
grossen  Zeitaufwand  in  Anspruch    nehmen  mussl«: 

Sammlung  mathematischer  Tafeln.    At 
rbeitete    Auflage  "  " 


Stereotl 


Vega  grosseren  l9g»rithniseli  -  tr1g«n  eme 
fein,  herausgegehen  von  Dr."  J.  A!  tfülssc, 
Ausgabe.  ZweiterAbdruck.  Vermehrt  mit  de 
Tafeln  fi)r  Addition  ur>d  Subtraction  der  L 
Leipzig.  1810.  8.  3  Tbir.  15  Sgr. 

Der  erste  Adruck  dieses  sowohl  seinem  Inhalte  als  t. 
äiidseren,  dem  deutschen  Buchhandel  und  der  deiitsühenTjjt 
phie  wahrhaft  Ehre  machenden  Ansstallung  nach  ausgczeicbn 
VVerks  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  I.  S.  4  angezeiirt  worden. 
Einrichtung  der  Tafeln  I — XI  ist  ganz  nnvethndcrt  gebliel>en  1 
aus  unserer  Irfiheren  Anzeige  hinreichend  bekannt,  wobei  irltjj 
doch  auch  jetzt  nicht  den  Wunsch  onlerdrückeii  klinnen,  dan 
dem  Herausgeber  eefalleo  haben  milchte,  in  der  IrigononietiiBÄ 
Tal'al  wie  bei  Callet  und  in  mehreren  englischen  Tafeln  ifie^ 
kel  von  10  XU  10  Secunden  fortschreiten  za  lassen,  was  bei] 
meisten  Reirhnun^en  doch  eine  sehr  grosse  Erletchteruif^  g 
und  die  Sicherheit  der  Rechnung  iiesenflich  fßrdert,  wenn  .1 
auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  Ist,  dass  man  namet 
M  manchen  astronomischen  Rechnungen  in  neuerer  .Zeit  dnl. 
brauch  kleinerer,  selbst  nur  bis  auf  eine  geringere  Anzahl^ 
l>e<;imahsteMcn  berechneter  Tafeln  mit  Recht  etupfotilen  hat;  bA 
kfeirlere  Tafeln  besitzen  ivir  aber  schon  eine  grosse  AotaUJ 
derh  im  Gegenllieil  eine  grössere  von  Hl  zu  10  Secunden  f 
schreitende  Tafel,  deren  die  französische  nod  englische  Ltta 
mehKrA  sehr  trefQiche  besitzt,  in  einer  neuen,  auch  Suüti 
sctiiin  ausgestatteten  Ausgabe  uns  wolil  noch  ganz  fehlt,  wda 
Herr  Uiilsse  sich  gewiss  ein  besonderes  Verdienst  ertrorbenirl 
ben  wfirde,  wenn  er  seiner  Tafel  die  erwähnte  AusdehnunB  fTi," 
geben  hätte  oder  späterhiu  noch  zugeben  sichgetaUeuliesse.  Pui||j]'' 
würde  freilich  das  i3och  bis  auf  zwei  Bände  aogewacht^  sein,  •wl  |i' 
wir  aber  für  ganz  zweckmässig  gebalten  haben  würden ,  wenn  J^/  j^' 
/ogaritfamiscUen  unA  tiVgonom^üscV««  T^vln  in  den  ersten,  dkf  >"' 
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K'ieeD  Tafeln  in  den  meiteli  Bind  gebracht  wM4en  'fttSren, 
eläie  baiiie  Bünde  dann  auch  hätten  einzeln  verkäuflicli  sein 
Sssen ,  damÜ  ein  Jeder  sich  nach  seinen  Bedürlriissen 
II  dcti:  Beaita  dea  einen  oder  des  andern  Bundes  bftlte 
ttzen  können,  iadeni  jedenfalls  die  iloganthmJBch - trigonometri- 
lhe  Tafel  auch  bei  Weitem  am  meisten  gebraucht  wird,  die  übri- 
äÜ  Tafeln  dagecen  n«r  in  einzelnen  Fällen  Anwendung  finden, 
A  bloss  zum  rSachschtagen  mehr  vereinzelter  Resultate  dienen. 
ie Tafel  XII.,  welche  die  sogenannten  Ganssischen  oder  Adilitions- 
i  fiufatraction»-Luc;arithmei>  etitfaSlt,  hat  in  dem  neuen  Abdruck 
e  ganz  veränderte,  und  in  der  Tbat  sehr  vervollknmninete  und 
eiterte  j^innchtung  erhalten.  Uieselbe  ist  von  Herrn  Zech  in 
Hngen  berechnet,  und  sehr  xweckmässig  ist  es,  dass  diese 
feL  auch  einzeln  unter  dem  besondeieu  Titel: 

fein  der  Additione-   und  Snbtractions  Logarith- 

•n.  l'fir  sieben  .Stellen  berechnet  von  J.Zecb.  Aus  der 

-  UQIsse'scfaen  Sammlung  besonders  abeedrnckt. 

ig.   1849.  8.  1.  Thir.  15.  Sgr. 

;edruckt  worden  und  abgesondert  von  den  übrigen  Tafeln  ver- 

iflich  ist     Die  Einrichtung  dieser  Tafel   scheint  uns  zweckmKs- 

zu  sein,   und  sie  hat  jedenfalls  Vorzüge    vor   den    bislierigen 

fein   dieser  Art,   namentlich  auch  vor  der  Matthiesen'chen   Ta- 

,  Welche  bisher  die  rollständigste  war. 

1  Wir  wünschen  dem  verdienstlichen  Werke  recht  weite  Verbrei- 
t  und  eitrigen  üebraiich. 


Oeometrle. 


J*«hrboch  derGeometrie  zum' 
eil  Schnlen  und  für  Individue 
Ie,    der  Mess-  und   Baukunst 


vidi 


uiche  auf  Üffeüt' 
:  sich  dem  Forst- 

rWisseii- 


adlinige  Trigono 
I  Anfangsffröndei 
ebTiung.  Verfaa: 
'OekeuTirand.  Vier 


eorctische  Geom 
trie  und  Po  [ygonoinetrie,  ni 
er  Diff erenxial-  and  Integ 
von  Georg  Wickler,  Edle 
Auflage.    Wien. 


1849.6.  2.  Thlr. 
j^pteses  ganz  elementare ,  überall  besonders,  für  den  praktischen 
trancli  '.berechnete  Lehrbuch  der  Geometrie  u.  s.  w.,  vtelclies 
~i  Einiges  aus  der  Üifferenzial-  und  Integralrechnung,  besoo- 
^^^  mit  Rücksicht  auf  die  allereinf'achsten  Anwendungen  dtee«c 
Bsenschaflen  enthalt,  ist  aus  seineu  früheren  Auflagen  binrei- 
!|)]1  hejtannt,  kann  aber  Praktikern,  namentlich  Forslleuten,  die 
'/Aa»  für  ihren  praktischen  Beruf  Allernolh wendigste  kennen 
en  wollen,  ohne  in  irgend  einer  Beziehung  eine  höhere  mar 
ffft^che  Ausbildung  zu  erstreben,  seiner  grossen  Deutlich' 
-in^,  einfachen  Darstellung  wegen  allerdings    vr(tb\   «mpfoUvB 


Jpi^ 
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Elemente  Jer  analytisrhen  Geametrie  im  Rsain« 
itiu  schierwtnkÜKeii  (yoord  inüten8yst«me  von  Dr.  G. 
S.  Ohm,  Rector  der  polytechnischen  Schul*  in  Nürn- 
berg, Professor  der  Physik  und  Mathematik  an  der 
gleichen  Anstalt.     Nürnberg.  1 1*49.  4°.  4.  Thir. 

Das  volie<;ende  Werk  bildet  den  ersten  Band  eines  aus  meh- 
reren Bänden  liestehendeu  Werks,  ireluhes  der  Herr  Vf.  uot«r 
folgendem  Titel  herauszugeben  beabsichtigt: 

Beiträge  sur  Molecular-Pbvsik  vüb  Dt  G.  S.  Ohm, 
Närnherg.1849.  4». 

Der  biE  jetzt  erschienene  erste  Band  ist  aber  durchaus  fein 
matbeinatitichen  Inhalts  und  bildet  ein  für  sich  bestehendes  Gan- 
zes. Um  es  kurz  zu  sagen,  so  enthält  dieser  Band  ein  sehr  tiHI- 
ständiges  Sjslem  der  analytischen  Geometrie  für  das  allgemeu* 
schielH'inklige  Coordinalcnsystem.  Wie  wicblig  die  Ansfiibrau 
der  analytUchen  Geometrie  in  dieser  vollständigen  Allgemeinheit 
för  die  allgemeine  Molecular- Physik  ist,  sieht  Jeder  sogleich  ein, 
wer  mit  diesen  Gegenstanden  nur  einigermassen  bekannt  ist,  und 
Niemand  mehr  kann  rnckeicbtiich  dieser  grossen  Wichtigkeit  nil 
dem  Herrn  Vf.  ganz  einerlei  Ansicht  sein  wie  der  Herausgeber 
des  Archivs,  der  selbst  früher  schon  einige  Versuche  von  guit 
Ähnlicher  Tendenz  gemacht  hat,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlaof;: 
ZurKrystallo^uphie  und  analytischen  Geome  trie.  Er- 
ster Beitrag  (BeitrSge  aur  reinen  und  ang  en-andteu 
Mathematik.  Tbl.  I.  Brandenburg.  1838.  4".S.  149.  Nr. 
V  III.)  und  in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie- Tbl.  I.  Leipzig,  wo  die  Theorie  der  geraden  Li- 
nie in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die  Theorie  der  Ebene  skh 
auch  ganz  allgemein  für  jedes  beliebige  schiefwinklige  CoordlDB- 
tensyslem  durchgeführt  findet.  Er  hat  sich  daher  UDgcmeio  er- 
freu t  über  die  in  dem  Tor^iegenden  grossen,  wichtigen  und  bcEö- 
nen  Werke  gewonnene  grosse  Menge  merktvi'irdiger  Resaltate 
und  die  in  demselben  durchgehend»  sich  kuud  gebende  grosse 
Eleganz  der  analytischen  Eutwickelung  und  Diiri«t«IIiing.  UieHS 
Werk   (st    daher    die   erste  volUtä^dise  anal^-tische  Geometrie  in 

Süsster  AllgemeinheiC,  d.  b.  für  jedes  beliebige  scliiefttiakliga 
oordinatensystem,  und  jedenfalls  eine  der  bedeutendsten  neuen 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  LiteraAlb 
welche  von  allen  Mathematikern  und  Naturforschem  sorgföll'  "" 
beachtet  zu  werden  sehr  verdient,  und  auch  jüiigeren  Matl 
kern ,  die  bereits  einen  Cursus  über  analytische  Geometrie 
haben,  Behufs  ihrer  weiteren  Ausbildung,  »ehr  zum  sorgfSIt^ 
8tudinm  empfohlen  werden  mnss.  Die  üeoerschriften  der  einzell 
Abschnitte  sind  folgende:  t.  Darstellung  der  Punkte  und  Richfini 
gen  im  beliebigen  Coordinatensysteme.  (Projectionssysteme.  Conr 
dinatensysteme.  Doppelsysteme.  Besondere  Lagen  der  Rici- 
tungen  oder  Punkte.  Besondere  Coordinatensysteme.  Projeelio- 
nen  durch  Coordinaten.  Verstellung  der  Coordinatensystene' 
Central  CO  ordinaten.  Reduction  der  Projectionszahlen.)  ft.  Toll 
der  Ebene  und  Geraden  im  beliebigen  Coordinatensysteme.  i" 
Die  Curve  und  Fläche  im  heliebisen  (Koordinatensysteme  (Ebf 
Ourven.  Krumme  Flächen.  Doppelt  gekrümmte  Curven.).  IV.  Vi 
Jen  verschiedenen  Gestalten  der  Gleichungen,  in  denen  die  kni*] 
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men  Linien  oder  Plftchrti  iler  zweiten  Ordnung  an  verF^chiedenen 
Coordinatensystem^n  eich  darstellen  laseen  (Ebene  Curven  der 
zweiten  Ordnung.  Krumme  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Ein- 
fachste Gleichungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.) 

^ir  nünschen  sehr,  dasa  dem  von  uns  hochgeachteten  Herrn 
!cht  bald  die  nülhtge  Müsse  zur  Herauscalie  des  zneiten 
Sandes  seines  ausgezeichneten  und  an  neuen  Resultaten  reichen 
Werkes  zu  Tbeil  werden  müge,  welcher  die  analytische  Mechanik 
«iner  gleich  allgemeinen  Behandlung  wie  im  vorliegenden  Bande 
die  analytische  Ueumetrie  unterwerfen  wird.  Der  dritte  Band 
wird  den  eigentlichen  Untersuchungen  über  verschiedene  Gegen- 
jitfinde  der  Mnlecular- Physik  gewidmet  sein. 

Es  gewährt  eine  grosse  Freude,  namentlich  in  jetziger  Zeit, 
mit  80  grossem  Fleisse  und  so  grosser  Kraut  und  Mühe  aus- 
irbeiteteH  Werk  wie  das  hier  besprochene  vor^sich  liegen  an 
ten,  BD  dessen  Vollendung  wenigstens  in  einem, 'und  zwar  sehr 
Wichtigen  Theite,  wir  dem  Herrn  Vf.  von  Herzen  Glück  wünschen. 

G. 
Quelques   Th^cremes    generaux   d'un    grand  usagc 
ns    les    hantes    Math  eroaliques;    par  M.   Breton     (de 
lamp).      Paris   184».    4".    (Extrait   du    Journal    de    Ma- 
b^matiques.    T.  XIII.  1848.) 

Mehrere  Mathematiker  haben  sich  in  neuerer  Zelt  mit  den 
Hieoremen  von  Stewart  beschäftigt,  die  sich,  64  an  der  Zahl, 
n  der  seltenen  Schrift;  Sume  general  theorcms  of  consi- 
lerable  use  in  the  higher  parts  of  niathematics 
ly  Matlew  Stewart*).  Edinburgh.  1740.  heschäftigt . 
A  Stewart  nur  fönf  dieser  Theoreme  bewiesen  hat,  und 
ich  unter  denselben  auch  einige  falsche  oder  einer  Einschrän- 
mng  bedürfende  beünden.  Diesen  Theoremen  von  Stewart  ist 
mcb  die  vorliegende,  aus  Liouville's  Journal  de  Malhema- 
iqnes.  T.  XIII.  besonders  abgedruckte  Abhandlung  gewidmet, 
md  e»  ist  zu  wünschen,  dass  auch  deutsche  Mathematiker  diesen 
tStzen  von  Stewart  ihre  Aufmerksamkeit  schenken,  und  diesel- 
iMi' einer  gvundlichen  Untersuchung  unterwerfen  müchten.  Das 
'rchiv  würde  dergleichen  Untersuchungen,  welche  die  mehr  er- 
Ihnteu  Sätze  gewiss  sehr  verdienen,  gern  aufnehmen.  Die  Ab- 
idlueg  des  Herrn  Breton  de  Champ  hat  zunächst  nur  den 
Uveck,  die  Falschheit  der  drei  Fundameotalsätze  Stewarts  nach- 
mweisen,  und  zu  zeigen,  dass  dieselben  nur  in  den  in  ihren  Co- 
wJlaien  ausgesprochenen  besonderen  Fällen  richtig  sind.  Uns 
icbeint  eine  weitere  Untersuchung  auch  nach  der  vorliegeuden 
Itrbeit  noch  ganz  zeilgemäss  zn  sein. 


ii 


Trigonometrie. 


Praktische  Qeoinetrie. 


Lehrbuch  dttr  praklischei 
*on  Dr.i^iia»  Leiuoch,  Prof.  ki 
EnthaltehÜilVlessuiif;  der  Lin 
buDg,  Rectificatiaa  und  Gelir 
Mit  5  Kupfertalcl 
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Vermessung.    Theorie    des    HUhei 
1.  Mit  SKuiifertafeln.  Wien.  l'l?4Ö,| 


_.  Nivellii 

—  2  Thlr.  20.  Sgr. 

Ein  recht  deutlicli  verfusstes  Lehrbuch,  in  dem  sich  nament^ 
lieh  auch  die  Beschreiliung  mancher  weniger  bekannter  kleinerer 
Instrumente  befindet,  von  denen  man  üfters  ^wecbmässlge  AnnrfTir- 
dangen  mnchen  können  wird. 


1-;^  91  e  ch  a  n  i  k. 

T  Leiirijuch  xler  Med.unik.  VonÜr.  J.P.ßtocb.  Erste 
AhtheiluDK-  l]äechanik  der  festen  KSrper.  Berlin  und 
Chrifltiaiiia.  J849.  8.    i  Thlr.  20  Sgr. 

'  Diese»  neiib  L«hrbtlch  der  annl^fisi^heD  Mechanik  enthtiH  in 
Mf^er'hia  jetzt  v«Hie!;eklden  ersten  Abtheilun^  anf  einem  Terhltt- 
nfssmäs^i»  not  kleinen  Kuume  eine' .sieh  ditreh  ßi^enthümlieti- 
kc'A  auszeichnende  Dais^ellang  der  H^iuptlehren  der  Mechanik 
feistbr  KOrper,  und  A'erdient  Kur  Beachtung;  recht  sehr  eninfxhfen 
zu  werfleb,  da  es  auch  viele  mit  lyesonderer  analytischer  hlegani 
durcbgeliilirte  Beispiele  für  die'  ungemeinen  Lehren  und  AetreH' 
düngen  derselben,  namentlich  bei'm  Sihwerpunkte,  den  Trägheit»- 
momenten.  u.  s-  w.  enthält.  Leider  müssen  wir  uns  ausser  dieser 
allgemeinen  Emplehlung  des  verdienstlichen  Werkes,  bei  dein 
noch  becunders  hervorzuheben  ist,  dass.es  von  einem  jüngeren 
seht  ausgezeichneten  nonvegischen  Mathematiker  in  sehr  fiiesse" 
der  deutscher  Sprache  verfasst  imrden  ist,  und  das  um  so  ver 
dienatlicher  ist,  weil  die  deutsche  malhematische  Literatur  out 
«flkr  wenige  Werke  (iber  analytische  Mi'chanik  besitzt,  begnäpe")  I 
Hen    Inhalt   desselben    im    .Nachstehenden    vidlstjjndig  RNiiugemHU  f 


9Mer  Abicknitt.  Gesetie  de»  Gl  eithcewichts  utiü  der 
leiveguag.  Cap.  I,  Wirlcu  heb  weise  und  Maaas  der  Krfifle.  Cap. 
I.  ZusammenKetzunE  und  Zerlegung  der  auf  einen  Punkt  wir- 
enden Kräfte.  Cap.  III.  Statik.  Bedingungen  des  Gleicbgenicfals 
ines  Systems  mit  einander  verbundener  Punkte,  deren  Verbin- 
!ungen  durch  vnn  der  Zeit  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
hreii  Coordinaten  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  IV.  Anwen- 
:ungen.  n)  Gleichgevcicht  eines  Punktes,  b)  Gleichgewicht  eine« 
isteo  Körpers,  c)  Gleicfagetvicht  hiwsamer  Systeme.  (Hier  auch 
i>n  den  Kettenbrücken).  Caii.  V.  Reductiun  der  Kräfte.  Cap.  VI, 
'entralpunkt,  CentrallinieunilCentralebene  der  Kräfte.  Cap.  VII. 
Lnwendung  der  Theorie  des  Mittelpunktes  paralleler  KrSfte  auf 
chwere  Körper.  Cap.  VIII.  Annendung  der  Theorie  der  Cen- 
rallinie  anf  schwere  magnetische  Kürper.  Cap.  IX.  Dynamik. 
iesetze  der  Bewegung  eines  Systems  mit  einander  verbnnde- 
ler  Punkte,  deren  Verbindungen  durch  von  der  Zeit  unabhäligige 
iletchungen  ausgedruckt  werden  können.  Cap.  X.  Gesetce  der 
tewegung  eines  Testen  Kiirpers.  a)  Bewegung  des  Schwerpunkts 
lines  freien  festen  Kiirpers  oder  eine»  materiellen  Punktes,  li) 
rrä^heit^momente  und  Hauptasen  der  Kürper.  c)  Gesetz«  der 
elatiFen  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  Bezug  auf  ««inen 
ichwerpunfct.  —  Man  sieht  hieraus,  wie  viel  Lehrreicliefi  in  diesem 
ie§onders  auch,  viie  schon  erinnert  worden,  durch  Originalitfit  der 
>arAtellun«  eich  ausaeidin enden  Buche,  dessen  Forlsetzung  ivir 
nit  Verlangen  eut^gen  sehen,  enthalten  ist.  Besonders  nuch 
Qr  die  Anwendung  in  der  malheaiatiachen  Physik  ist  dieses  Buch 
on  Wichtigkeif;  weniger  scheint  auf  die  Anwendung  in  der  phy- 
lisehen  Astronnmic  oder  Mechanik  des  Himmels  bei  AbfassnUg 
Hselben  RScktticht  genommen  zu  sein.  i  ' 


Praktische  Sf  chanik. 

['Theorie  der  Dampfmaschinen  vom  Grafen  F.  M. 
on  Pambour.  Aus  dem  Französischen  übersetit 
i  mit  Anmerkungen  und  einem  Anhange  begleitet 
"      A.  L.  Crelle.     Berlin.  1849.  4.     GThTr.  \ 

TDurch  Üebersetzung  dieses  wichtigen  Werkes,  welche«  in, 
_jginal  50  Francs,  also  in  Deutschland  16  bis  17  Thaler  kostet, 
)tßX  sich  der  Herr  üebersetzer  jetietifalls  ein  grosses  Verdienst, 
Damentlich  tun  die  Besitzer  seines  Baujourtials,  In  dßm  die  Iner 
als  besnutleres  Werk  vorliegende  üebersetzung  zuerst  erschienen 
ist,  erworben.  Aber  auch  wer  das  Baujournal  nicht  besitzt,  er- 
faSIt  die  Cebersetjjiing  nun  zu  dem  höchst  massigen  Preise  Ton 
6  Thir.  Die  Berichtigungen,  Anmerkungen  und  Zusätze,  welche 
der  Üebersetzung  der  Herr  Uebersetzerl  beigeliigt  hat.  verlei- 
ben derselben  noch  einen  besondeni  Vorzug  vor  dem  Origiitale, 
'tnd  empfehlen  wir  daher  diese  Üebersetzung  alU-n  denen,  welche 
*ich    für  das  Dampfnianchinenwesen  intf ressiren .  angelegentlichst. 


724 

Rapport  et  Memoire  «ur  !e  nouveau  Systenio  il'ectuse  »  flot- 
t«ur  de  M.  D.  Girard;  piir  iVI.  Poncefet.  Paris.  1841  4". 
6  Fr. 


•'  Astronomie. 

Das  so  eben  erschienene. 
Krcäiizuiig;«liett  zu  ilen  astro  iioniischen  Nachricbten. 
VonilJarsiis(;elmr  der  astronomischen  Nachrichten.  Al- 
tena. 184(J.  4.     :)  Thir  10  Sgr. 

enthält  unter  vielen  anderen  wert  h vollen  Äursützen  einen  AufsvtL 
auf  den  wir  der  grossen  Wichtigkeit  des  tiep;nnstandes  nnd  dM. 
allgemeinen  IntcresKes  tvecen,  welches  derselbe  nothwendi^  V , 
Anspruch  nehmen  mnss,  die  Leaer  des  Archivs  besonders  '* 
nerksam  muchen  miisfien-    Dtex  Ist  der  Aufsatz: 

-Entdeck 

In  diesem  Aufsnlxe  wird  mit  ungemeiner  Klarheit  und 
grüssten  Sachkenntnii^s  die  Geschichte  der  Neptuns- Entdeckiu^ 
von  ihren  ersten  Anlangen  an  erzählt,  und  mit  ^rnsser  Deullicb' 
Wit  der  Weg  rnllstannii;  nacligeivieseii ,  tvelcner  za  derselhtn 
führte  und  cousequenter  Weise  nothtvendi^  führen  musste,  inabe- 
sondere auch  u.  Ä.  ermähnt,  dass  Bessel  während  seiner  ^ft 
Wesenheit  in  Englajid,  bei  einer  Unterredung  mit  Herschel  [la^ 
Juli.  184:2.)  auf  den  Grund  eigner  Untersuchungen  versicherter 
dass  die  Gesammtheit  der  Urnnuiiibeubachtungen  durch  die  Stö- 
rungen der  altern  Planeten  allein  nicht  dargestellt  werden  kcinntea 
nnd  Herschel's  verinuthete  Einuirkun^  eines  annoch  unbeknno' 
ten  Planeten  bejahend  mit  dem  Hinzulugen  erwiderte:  „dass  V 
diese  Untersuchung  nnch  nicht  vnieenomroen  habe,  allein  \ona- 
nehmen  gedenke"  auch  nnterni  12.  Nwember  184J.  an  Herscbei 
Hcbrieb:  „en  äouveuir  de  notre  conversation  de  Collingnood 
je  V0U8  aniionce,  que  je  n'oublie  pas  Uranus."*)  Ausser  der  all- 
gemeinen Erzählung  der  Entdeckung  dea  Neptun  sind  aber  aucli 
in  diesem  hüchsl  lehrreichen  Aufsätze  die  Ansprüche,  welch« 
Franicreich  (L  everrier*')),  England  (Adams)  und  Deutscbluid 
(Galle)  an  dieser  Entdeckung  zu  machen  haben,  mit  der  grü««* 
ten  Umsicht  und  tiefsten  Sachkenntntss  gewürdigt,  so  dasa  irir 
den  hochverehrten  Vf,  diese.s  Anfsatites  nur  betnindem  ktinnen. 
wie  es  ihm  mßglich  gewesen  ist,  in  seinem  hohen  Alter,  vM 
nachdem  er  eine  lange   Reihe  von  Jahren  durch   die  wichtigst« 


•)  M.  ver^.  Archiv.  Tbl.  XIII.  Heft  2.  S.  U6. 
•*)  Dan*  in  miillieraatischpr  Rücksicht  bnupUäuhlich  die  In- 
beliriinp:  de«  Stärun^aproblenis,  die  wohl  Leverrior  Hllein  gf  I 
bäreft   riiirfte.  oder  weni|c«tena  Ton  ihm   inent   veraarhl  wortlen 
Wichtigkeit  ial.   wir*  wül  Her\v\  Yiwraiw*  hetxorgehiiben.   ^ 
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SUaUSmIor  dem  Studium  der  Astronomie  wohl  grüsstentheils  ent- 
fremdet geii'esen  ist,  und  zu  demsellien  Dur  erst  seit  wenigen 
Jahren  nieder  die  n'ithigc  Rulie  gitfundeD  hat,  alle  neueren  Ar- 
beiten auf  dem  Felde  dieser  Wissenschalt  in  einer  solchen  Aus- 
debiiung  and  mit  einer  so  tieren  Erfasnuiig  zu  verfolgen.  Wir 
niachen  deshalb  nochmals  die  Leser  des  Archivs,  die  sich  für 
die  i^enannte  wiclitipe  Entdeclcung  interessireii  —  und  wer  sollte 
dies  nicht!  —  auf  di^  vorliegende  Abhandlung  dringend  aufraerk- 
sam ;  denn  nirgend«  werden  sie  sich  eine  so  gründliche  Kenn tnis's 
nod  so  richtige  Einsicht  in  die  Lage  der  Sacbe  verschaffen  kiin- 
neii  wie  hier. 


P  b  y  8  1  k. 

Repertnrium    der   Physik,     Eine  Zusammensletluni:;   der   i 
Sr^  Fortschritte  dieser  Wissenschaft.      Band  VIII,  Enthält: 


unlsmus,    von    W.  Beetz.   —    Akustik;  von    A.    Seebeck.   - 
|fit  zwei  Figurentafeln.     Berlin.  1840.  8.    3  Thlr. 

A  Treatise  on  lleat.  Part  I.  The  Thermometer;  Dilatation 
Cbange  of  State;  und  Lavvs  nl  Vapours.  By  tbe  Rev.  Rober 
W.  Dlxon,  A.  M.,  Fellow  and  Tutor  of  Trinify  College,  Dublin 
und  Erasmus  Smith's  Professor  of  Natural  and  Bxperimental  Phi 
locophy.  (So  eben  erst  erschienen.    Price  12s.  6d.) 

£tudes  snr  1' A prostat! on.  nar  M.  Edmond  Marey 
ris.  1847.  S«.     10  Fr. 


Vermischte  Schriften. 

Aus  den  Abhandlunireo  der  mathematisch -nhj-sis eben  Klasse 
An'  Klinißlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  liegen  uns  besonders  abgedruckt  vor; 

A.  Seebeck:  U  eh  er  dieQuerschwingungen  gespann- 
tsT  ..und  nicht  gespannter  elastisch  erStäbe.  Leipzig. 
,1849.   10  Sgr. 

C.F.Naumann:  Ueber  die  cycl  ocentrieche  Con- 
.diospirale  uud  über  das  Windungsgesetz^  von  Plaoor- 
Ifcia  corneus.     Leipzig.  1849.     10  Sgr 

P.  A.  Hansen:  1.  Allgemeine  Auflösung  eines  beliebi- 
gen Systems  von  liueariscben  Gleichungen.  II.  Ueber 
ole  Entwickelung  der  GrOsae 

>«tih  den  Potenzen  von  «.     Leipzig.  1849.      12  Sgr. 


p 


liache    UehaBitln^ 
se.     (Ein    aehr  tel 
olcheii ,  welche  i 
iden  wollen,  sehr» 
sich  von  e'rnem  solcben 
der  Matbeinatik  sehr  das 
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A.  F.  MlihiuH:   Ueber    die    Gnindfornieit    i 
der  dritten  Ordnung.    Lei|>2ig.  IS4!I.     24  Sgr. 

Dos  erste  Heft  der  SUzungslierlühte  tob  184^  enthält: 

W.  Weher:  Bemerkungen  sn  Neumanns  Theo 
dacirter  StrUnic. 

Ijehtuan  n  :   U  eher  einige  quantitatii 
die  ^en  Vardauungsprocess  betreffen. 

Feuhner:  Ueber  die  mnthemi 
organischer  Gestülteii  und  Proce 
eher  und  lesenswerlher  Aufsatz,  den  wir 
angegebenen  Richtung  die  Malhemalilcanwi 
achtung  empfehlen.  Üer  Herr  Vf.  reilet,  w 
Manne  ertvarten  Hess,  im  Atlgemeinei 
Wort.  Auf  S.  57.  findet  sich  in  einer  Note  die  foli^ende  interes- 
sante Itenierkiing,  die  Mr  den  Lesern  ^es  Archivs  vollstäD^ü 
miHheilen : 

„Da  vielleicht  Jemand  Veraniassun);  uehnien  könnte,  die  Tia 
aus  fähr  lieh  ereil  ü(iti:rsuchungeii  in  Beziehung  auf  ihre  Gestalt  «n 
unterwerfen,  8i>  theilc  ich  die  von  Steiner  aufgefundene  Fotnwl 
nach  seinen  mir  mfindlicb  gegebenen  Notizen  gelegentlich  tnil. 
Seien  a  und  n  di«  Rndii  vectorts  einer  Ellipse,  c  eine  constante 
GtGifittf  "o  ifrt  dte  Gleichung  der  Ellipse  bekanntlich  u-|-i'=n 
die  der  Eieorve  aber  ist  «-|-mp:=e,  wo  m  auch  eine  Constuiite 
ist.  Llle  Eicurte  unterscheidet  sich  also  bloss  darin  vod  der 
Ellipse,  dass  statt  der  Summe  der  beiden  Itadii  vectores  di« 
Summe  des  einen  und  eines  bestimmten  Verbal tnlsstlieiles  rani 
andern  eine  constante  Grosse  ist.  Jenachdeni  m  und  c  und  ii«r 
Abstand  der  Brennpunkte  verschieden  getiähll  werden,  eotstehmi 
verschiedene  Eicurven,  und  nach  diesen  verschiedenen  con^ttanleo 
Wertben  würden  sich  dann  miiglichcrweise  die  Vogeleier  unter  ver- 
schiedene Klassen  stellen.  Steiner  sagte  mir,  dnss  er  dorcb  i 
Tatonnement  die  Couicidenz  eines  Eies  ( wenn  ich  nicht  im,  I 
Truthabneies)  mit  einer  unter  diese  Formel  gebitrigen  Curvä  (mt  I 
ich  mich  zu  erinnM'fl  staube,  ftir  den  Wertb  m=2)  bewährt  habe,  l 
Umfassendere  und  methodisch  angestellte  Versuche  würden  idiei 
sehr  erwünscht  sein.  Transforniirt  man  die  obige  Gleichung  lüi 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  stellt  sich  der  vierte  Grad  der  Glt'i- 
chung  leicht  heraus." 

I  mathematical   Jos^BllJ 
F.  R.  8.  £.   VergL  If** 


The  Cambridge  and  Dubll 
Edited  by  W.  Thomson,  M.A 
rar.  Bericht.  Nr.  XLIX.    S.  688. 

No.  X\i.   On   Attractionti,    and    on    Clairaufs   Theorem,  i 
G.  G.  Stokes.     Contiimed.   —     Notes  on   Hydrodynamik.    * 
—  On  Waves.  By  G.  G.  Stokes.  —  On  the  Problem  to  OoUbA 
in  Magnitude,  Position,  aod    Figurc,    iho  Surface   of  the  Skdh^ 
Order  with  passes  trough  Nine  given  Points.  By  Richard  To»«  i 
send.  —  OntheTripleTangenlPlaDesloaSiiTfaceoftheThirdOld«>^ 
By  theRev.  George  Salraon.  —  On  the  Svmbolical  Value  Bfft«|) 
lniegrn\  fx-^Sx.     By  the  R  e v.  Wlllif 
Wplication  ofGeomeiTy    of  Three    Uimensions   fo    a-Mfln«P'<'"P 
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m:  By  ti.  VV.  He  am.  —  Noto  nn  the  Motion  of  Rotation  ot 
lolid  öl  Kevolutioti.  ß^  Arlliur  Caviev.  —  ün  a  ^yatenw 
Cquatioiö  conaected  witii  Maifatti's  [ftobfeni,  arul  on  aiiotheT' 
ebraical  System.  Uy  Arthur  Cayley.  (Diese  Abhandlung 
MtBibhtist  tiorrn  C.  Adam»  Schrift:  Das  MBlt'atti'eche 
HWen  neu  get3st  von  C.  Adam».  Winterthur.  18401« 
R'«'.  Literar.  Ber.  Nr.  XXX.  M.  451.).  —  On  the  Mathemittlii 
Iftienry  of  Electricity  !ii  Biiullihrjum.  V.  Effecte  er  Etectrical' 
■tave  on  Inlernal  Spherical,  and  An'  Plane,  Conditcting  SurtiK 
B^By  Willirtm  Thomson.  -  Math^niatical  Noten:  On  th>i 
■cnt  Pubhslied  Uemnnstrations  of  PaKeal's  Uexai.n-amine.  ti^ 
Pn'ns    Weddle,  —    Oomparison  nf  Expression»  lor  Circnlan 

""illlptic  Knuutioiis  in  Continiied  Fractiona.  Hy  0,  J.  IVIalni-l 
I—  Sur  l'Intai^ation  des  Equutions  Itifförentieües  Liiiäaires/ 
I.' J.  MalmsF^n.  ) 

No.  XXll.  will  be  publi^hed  on  the  Ist  of  February,  ]»50.><' 


icUt«  d«r    Icaioerlichen   Akadomie    Jeii, 
»u   Wiön.  (S.  Literar.    Ber.   i>ir.  XLlXj 


titka 

w 

fctirgang  IH49.  F«b,ruar-Heft.   S.  57.    Hauer,   Bericht 

1«  van  den  Regierulisc"  vetschieilener  Staaten  unternomme-^ 

^beiten  zur  geologi sehen  Durchforschung  de<;  Landes  (Eng-' 

^,—    S.  ÖS.    Fortsetzung  des  vorhergehenden  Berichts,  Kus8-j 

.(ind    Frankreich  belreffi^nd.      Wenn     auch    weniger    in    delj) 

_j  'unserer    Zeltschrilt     gehörend,     fuhren    >vir     die     teidek' 

■fgehenden    Berichte    ihres    alli^emein    interessanten     Inhalt: 

p  hier    doch    an.  -  S.  155.  Etti  ngshausen.    Bettrag  zuTil' 

ejse  des  Lehrsatzes  vom  l'ürallelo  gram  nie  der  Kräfte.  —  Wir 

^,- diesen  Beilrag  zu  den  Bewciseu  des  Satzee  vom  Parailel»j 

le    der  Kräfte  für  so  bemerkenswerth  ,  dass  wir  das  Wesen(-_ 

braus  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  uiittheilen  wollerir  * 


I  überreicht   nachstehenden  Bei,«)'  , 
atzes  v«m  Paralieloigraaiq: 


tofesBoc  V.  E  (ti  n.gshau 
Rb'tn  B&weisedesLel 
SrM't«: 

[ie  Zusammenstellung  der  Materialien  zu  einem  Lelirvortrn^  ^ 
l&Iytischen  Mechanife  lenkte  meine  .\ufmerksamkcLt  kürKÜclf 
"        '  ;rflhrnng  l'iir    den   Lehrsatz    vom'  Parallel*" 


!  der  Kräfte.  Offenbar  verdiepes  streuge  u"*^ '''^^,f^^  ^^"^'< 
.!._      i__  ij__    ._    ■_    viiitiibrliche  voranssetzun'gf  "     '" 


ider  , 


liehen  den  Vi       ^, 

irtige  Hitrsmitlel  angeivendet  werden.  Darum  halte 
[stens  in  einem  streii^ivissenscIiafHichen  Lchrgebändi 
[gemessen,  die  Zusaniinernetzung  der  Kräfte  auf  die  Ziisam- 


cht 


I  gründen ,    denn  die» 


Vore 


tzung  der  Bewegungen  zu  gründen, 
it  zu  einer  Annahme,  deren  man  auf  dem  i 
nicht  bedarf.  Eben  so  haben  in  meinen  Augen  die  Be- 
)l'einen  geringeren  Werth,  in  welchen  die  ZusamnKnaetznng 
hn  einem  gemeinschaftlichen  Angriff^unkte  angebrachten 
V  aVB  ihrer  Wirkungsweise  an  einem  Hebel  oder  an  einem 
me  unveränderlich  mit  einander  verbundener  Punkte,  aaf  die 
•die  orsprünglich  gegebenen  Kräfte  versetzen  kann,  ersiihlw 
'I  die  Hesultirende  zweier  auf  einen  Pnnct  wirkender 


Kräfte  schon  get^ebeo  ist.  wenn  aucli  nur  dieser  einzige  Punkt 
«xistirt;  daher  die  Vorstellung  anderer  mit  ihm  verkoiluf^er  Punkte 
durchauij  nicht  von  der  Natur  der  Sache  geboten  erscbeint. 

Wir  besitzen  mehrere  durch  die  scharfsinnigsten  Wendungen 
sirh  aus  zeichnen  de  Beweise  für  den  Satz  vom  Kr^nenparatlelo- 
granini,  gegen  »eiche  die  so  eben  ausgesprochenen  Vorwurf» 
nicht  t^ellciid  gemacht  nerden  können,  ti-elcbe  Beweise  daher  aU 
genilgend  scharf  betrachtet  werden  ra£iee«n.  Meines  Erachleru 
ftihreti  diejenigen  am  kürzesten  zum  Ziele,  tvelche  mit  der 
Zuaaniinensetzung  zweier  unter  einem  rechten  Winkel  aui 
einen  Punkt  wirkender  Kräfte  beginnen.  Die  Grusse  der  Resul- 
tirenden  ergibt  sich  sogleich  durch  eine  höchst  einfache  bcIkid 
vor  hinger  Zeit  von  Lambert  erdachte  Betrachtung,  deren  sieb 
auch  Laplace  in  der  Mecanir/ue  Celeste  bedient.  Zur  Nacbwei- 
Kung  der  Richtung  der  Kesultirenden  aber  betreten  die  zwei  ^ 
nannten  grossen  Mathematiker  gänzlich  verschiedene  Wege,  und 
dabei  nimmt  der  Brstgenannte  bloss  die  Elemente  der  Mathema- 
tik in  Anspruch,  während  der  Andere  den  hüberen  Caleul  ge- 
braucht Ich  habe  in  meinen  Anfangsgriinden  der  Physik  vermidil 
dem  Lam  bert' sehen  Beweise  durch  eine  eigen thümliche  Ein- 
kleidung eine  noch  grössere  Einfachheit  zu  geben ;  mittelst  Aa 
von  mir  gewählten  Construction  lässt  sich  aber,  wenn  die  Zuhilfr- 
nahnie  des  höhern  Calciils  gestattet  ist,  eine  Deductton  7.»  Stande 
bringen,  die  mir  besonders  geeignet  scheint  in  einen  Lebrcure 
der  Mechanik  aufgenommen  zu  werden,  dem  der  Vortrag  der  DiF 
ferenzial-  und  Integralrechnung  vorangeht.  Diese  Oeduction  irtS 
ich  nun  auseinander  setzen. 

Es  handelt  sich  hier,  wie  gesagt,  bloss  um  die  Angabe  fn 
Richtung  der  Resultirenden  zweier  unter    einem  rechten  WnM 

auf  einen  Punkt  wirkender  Kräfte. 

Da  bei  gleichmüssiger  Vervielfältigung  der  Kräfte  die  Rs- 
sultirende  sich  ohne  Aen^erung  ihrer  Richtung  in  demselben  Mas«  / 
vervielRiltigt ,  so  wird  die  Lage  der  Geraden,  lüngs  welcher  diel 
Resultirende  wirkt,  lediglich  durch  das  Verhältnis^  der  Krüße  hfrt 
stimmt.  Sind  also  P,  Q  die  Grössen  der  beiden  Kräfte  und  1*1 
zeichnet  a  den  Winltel,  den  die  Richtung  ihrer  Resultirenden  ^r. 
mit  der  Richtung   von  P  bildet,   so  ist  a  eine   gewisse  Functinl  'S 

des   Quotienten  -^  und  man  kann  daher 


"=/(!) 


Man  denke  sich  an  dem  gegebenen  Angriffspunkte,  senkM 
gegen  die  Richtung  von  £  und  nach  der  beite  hin,  aaf  ffsl^j^ 
die  Richtung  von  Q  tiegt.  irgend  eine  neue  Kraft  S  angflhitgjf^ tu 
und  bezeichne  den  Winkel  ziiLscIieu  der  Richtung  der  RÜaUM^I''''"'' 
den  U  der  awei  Kräfte,«  und.S  und,  der  Richluug  von  B  aa%yvr  . 
so  ist  auch  .iii-'i    ..'>'  .1-       .  .1  '  ..Uli.  .  -|% 
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Die  Kraft  5  kaöD.  üb  die  Resultirende  zweier  Kräfte  betrach- 
tet werden,  wovon  di^  eine  O'  nach  4er  Richtung  von  Q  und  die 
sweite  P*  der  Richtung  von  P  gerade  entgegengesetzt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  U  als  die  Kesultirende  von  P,  Q  und  <S>.Qiit- 
bio  auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  Angriffs- 

Enkt  unter  einem'  rechten  Winkel  wirkenden  Kräfte  P —  P  und 
-f  Q*,  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resultirenden  mit  der 
dbtviig  der  «rsten  Kraft  den  Winkel  n+ßi  demnach   besteht 
dfe'i^eicfhd&g  '■  '. 

Die  Richtungen  der  Kräfte  S,  Q",  P*  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Richtungen  von  R,  P,  Q,  mithin  stehen  erstere 
Kräfte  in  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  h.  es  ist 

PiQ^zQ'iP^zSiR 
worans 


P= 

Mut 

Dies« 

gibt 

1         !       < 

»11  II,:  ] 

'." 

Q+Q' 
P-P'- 

PS 
p_QS- 

Q.S 

p  +  n 

,     Q  S 

^-p  n 

Es  sei  nun  zur  Abkürzung  p=a:  und  -ö=y»    so   wird    nach 
l:tabigen  Gleichungen 

«=nx).  ß=f(y)  und  «+/»=/'(f^J-y) ' 
■Qiäiin 

^  Diese  Gleichung  ffifart  -zur  Kenntniss  der  Form  der  Function 
Zo  diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gleichung,  indem  man 
mal  die  eine,  das  zweite  Mal  die  andere   der   beiden  von  eiii- 

— -Uhr  «ffabhängigen  Grossen  xiy  als  veränderlich  behandelt;  man 


''  '  Da  mischen  z  itnd  j/  kein  Zusammctibang  obvvsltet,  m  kuD 
diese  Gleichung  nicht  bestehen,  worern  nicht  jede  Sdite  dersel- 
ben sich  auf  eine  und  dieseihe  hextändige  Grösse  redacirt.  Ei 
ii«i  A  diese  CoDstante,  so  ist 


mithin 

Denkt  ninn  sich  die  krufl  f^  hin>vesi;cnoinmen ,  so  rälll  ^ 
mit  /'  ziisanuiien  und  i<  geht  in  0  über,  t'nr  x=t^O  hat  man  ibo 
/'(.r)  — 0,  daher  veri^chnindet  die  durch  die  Integration  eingeiiihtlt 
Conblaiile  und  Ca  bleibt 

A;c)  =  4arc.tang.j. 

I.Ssist  man  aber  P^O  sein,  ivodurch  R  mit  Q  zasammenfSIII, 

■o  uird  a:=:     ,  niithih    geht    bei    der    hier     gemacbten    Annahme 

xi^x    die  Fuiicliiin  f(.z)  in  ^   über.     Diegs  gibt 

^  =  ,4.arc.  lang.=D  =.^.|, 
>v'oraii3  A^l  fnli^t.     Hicdurch  erhalt  man  endlich 

/'(jr)^arc.  taiig,:f, 
d.i.  ß^arc.  tang.  jjoder  taiig.o:=p. 

welches  Resultat  auf  die  mit  der  Darstellung  des  KräftenpaiaJIelo- 
^ammes  verlcnöiille  fonstruction  der  Kiclitnng  der  ResmtiremleP 
der  Forhandeneit  Ki'dfte  föVrt.  "  , 
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I  dieser  Ueductioa  isl^  .  Wfe  maa  sieht)  zur  Besliiiiniuiig 
,4*1  Richtung  der  ResuUircnden  der  gegebenen  Krälte  die  Keitiil- 
I  aüfi  der  CirSsse  dieser  Resnlüreniten  nicht  ertnrdeHich.  Es  ist 
I  also  gleichmütig,  ob  Her  Vortrag  mit  der  BestinimunE;  der  Grueu» 
I  oder  der  Richtung  der  Resultireodeii  be<>iriiit. 

rga«g  1849.  März-Heft.  S.  159.  Stami.Cer:  Ucl>er 
1  Gebranch  der  iXiveilit-lnstrunieute  au»  der  Werkstätte  des 
polytechnischen  Iniütituts  auf  ivisseiischartlichen  Reiseru  — 
|lS.  17Ö.  Schnitter:  Commissionsbericht  (d.  H.  ßaujngaitnef,  Et- 
^ng8hauii;eM,  Knnzek,  Stampfer  und  Schrüfter)  ßber  die  in  der 
TBtetr.  Monarchie  von  Seite  der  t.  Aliaderaie  zu  veranlassetideii 
J^teorologiscben  Beobachtungen.  —  S.  20S.  Stanprer'H  Kle- 
inode der  VisiruDg  der  Fässer  vom  b.  k.  Mijiisterium  für  Rariilel 
_  :.  der  Akademie  zur  Begutachtung  zugewiesen.  —  S.'J~21.  Stanip- 
■Tei':  Vorschlag  eines  Barometers,  ireichcs  den  mittlere  Barome- 
VMrstaml  für  beliebige  Zeitperioden  angibt. 
fc'  Jahrgang  1849.  April-Helt.  S.  '227.  Stampfer:  Dar- 
Mtellung  einer  müglicbst  brauchbaren  geometrischen  Vii^irmetbode 
[jflr,  Fässer.  —  S.  2i7.  Eoguslaw  eki:  Schreiben  an  die  Äkarfe- 
i  (die  vorlaußge  angenäherte  ParallaEenbestimmung  der  Suniie 
betreffend}.  —  S.  '249.  Doppler;  Ueber  eine  bixher  noch  unbe- 
batzte  Quelle  magnetischer  Ueclinationsbeobachtungen.  —  S.  261. 
Xo  lumbus:  Magnetisches  Observatorium  zu  Linz  und  Kircb- 
Bcfalag.  —  S.  267,  Pierre:  Ueber  das  Spannkraft-Maximum  der 
i)fimp(e  in  der  Luft.  -  S.  273.  Prechtl:  Ueber  sein  Werk: 
LUntersuchung  über  den  Flug  der  Vügel."  —  S.  276.  Prettner: 
Meteorologische  Beobacblung'en  zu  Klagenfurt.  —  S.27Ö.  Stein- 
"«il:  Ueber  seine  neueren  Arbeiten  zur  Brzielung  genauer  Nor- 
nlgewichte.     Ueber  das  Centrifugal-Wurfgesehoss. 

Jahrgang    1849.  Mai-Heft.    S.   391.    Stampfer:     Ueber 
In    Preussen  übliche   Visir-    Methode    für    Fässer.  —  S.  295. 
irtner:    Ueber  die  Leitkraft  der  Erde  für  Electricität.  — 
;  Sn^v.  Ettingshauaen:    Berieht   Über    Peches  Abhandlung 
r  Integration   irrationaler  Differentialformeln.  —  S.  322.  Dopp- 
er: Ueber  ein  Mittel  die  Brechung  der  Scballgtrahlen  experimea' 
eil  nachzuweisen  und  numerisch  zu  bestimmen.  —    S.  347.  Kreil: 
^tnaiidlung  Ober  den    Einftuss  der    Alpen   auf  die   Aeusserungeu 
Ber  magnetischen  Erdkraft. 

AttSKUg  aus  den  Sitzungs  -  Protokollen    des    Natur- 

sehaftlicfaen  Verein»  In  Hai  le.    (Erstes  Jahr  vom 

f  Jnui  1848  —  Juni  1849.)  Mit  einer  lithogr.  Tafel.   Halle. 

Diese    ^tzungs berichte    einer    naturwisseutichaft liehen   Privat- 

Besellschaft,    ivelche   neben  der   Slteren    natnrforsch enden  GCself- 

cbalt  in  Halle  sich  gebildet  hat,  gehen  ein  sehr  erfreuliches  Bild 

►«>n  dem  Wirken  dieser  Gesellschaft  ond  verdienen  allgemein  beachtet 

■  werden.  Esistindiesen  Berichten  ausser  vielen  interessanten  klei- 

inNotizenauf  S.1— S.  14. und  S.  15— S.21.  auch  einegrössereAb- 

PAiuDung   des  Lehrers   Herrn  HelUvig    Aber    die  Gesetze  der 

Jottstellung  abgedruckt,  nclchc  auch  in  mathematischer  RQck- 

*jht   vieles  Interessante  darbietet,   und  Jedem   empfohlen  werden 

iver  sich  in  müglichster   Kiirze    eine   genügende   Kanntniss 


IdvrlnaMier' Abhandlung   beHprocheoen  niatlieiii&twcl. . .     

der  Blattelelluiiif,  eine  Lehre,  zn  der  belianntticb  C.  Schimpet, 
A,  braun,  ü.  F.  Naumann  a.  A.  den  Grund  getegt  haben,  fe^ 
•M-'haffen  will. 


The 


in  Journal  of  Sc 
^sors  B.  Silhman 
na.  Second   N«ri( 


,   Coi 


cnce  and  Ar; 
and  B.  Silin 
«.    Vol.  VI.  November, 


(I  by  Profe 
and  Jam«e  D.  LI 
1848.  New  Heai 

JII.  On  tbe  Orbit«  of  the  Aslerojda;  hy  B.  A.  Gould.  —  V 
ObjectioDS  to  tbe  Theories  «everally  of  rranldin.  Dufay  and  i 
pire,    with  an  Effect   to  Explain  Electrical   Phenomena    by  St 
c»l  ur  Undulalory  Polarization;  by  Prof.  Robert  Hare.  —  XI 
On  a  New   empirii-al  Fornitila    for  aKcertaininp;  tbe  Tension  orVi>' 
ubr    of  Water    at   any  Teinperature;    by  J.   H.   Alexander,  r' 
XXIl.  Kesnits  of  Anaivtical  Researches  in  tfae  Neptunian  Thean 
of  Uranus:  by  Enoch-p.  Burr.  -  XXIX.  ( Fortsetzunj;  tob  JK, 
XIX.).  —  XXX.  Considerations  on  the  DivieibilUy  of  Mf^itudc]' 
by  i.  H,  A'lexaade~ 

Die  Qlirigen  Abhandlungen  nind  grüsetentheils  cbemisciiai 
und  ßeologiscben  Inhalts  und  grhOreo  daher  nicht  in  den  Kn^ 
des  Archive. 


■-    '  Inslilut  national  de  France. 

Grand  prix  ile  Mal/iematir/uci  a  decerner  en  IS50. 

1.  lies  travaux  recents  de  plusieurs  geametres  ayant  ramen* 
l'attention  sur  le  dernier  Ihänrenie  de  Fermat,  et  avance  notable- 
meut  )a  question,  nieme  pour  le  cas  g^neral,  lAcadäiDie  proposr 
de  lever  Ics  derni^res  dilücultes  qui  reeteot  sur  ce  sujct.  Elle 
met  done  au  lontnurs  pour  le  grand  prix  de  Mathematiqaes,  a 
decerner  en  1880,  le  problime  suivaut: 

Tronrer  pour  un  exposant  entier  tpielconque  n  le» 
n  nouibres  entiers  et  inegaux  de  l'^quation 
:tu  prouver  ([u'elle  n'en  a  pas. 
onsiätera  en  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de  troi! 
Les  IVlemoires  devront  elre  arrives  au  Secrelarlat 
i  uvant  le  l'^'  octubre  1N50.  Ce  terme  est  de  n- 
noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  un  billel 
le  seru  ouvert  que  si  la  piece  est  couronaee. 


Solutions  € 
.T"  +  ^''=:», 
Le  prix 
mille  francB. 
de  l'Acudemi 
gueur.  Les 
cacbete,  qui 


( 


Intelligenz  -Blatt   :l± ,. 

'^I^inei-t'sclicn  :^rcliive  für  iskkikkiß^ 
|ni^||\H  lind  Physifc; 


■,('f^''' '■■■  ■'■'■'Breuestes 

"'  Lehrbuch  der  Chemie. 

Im  Verlage    der  UiiterzeicJiaeten    ist  crschiei 


allen 


.     _...      _..  ^_    __.    UiiterzeicJiaeti 
Buchhandlutigen  ?.u  erbalten : 

liehrbucli  der  Chemie 

}iir  Universitiilen,    Gymnasien,  Real-    und    Gewerbe- 
schulen, sowie,  fiir  den  Selbstuaterricht 

»l**^l.ii«<»'^    n*  V.  He^pnault,  n 

ISttt'T:USUtfßitd  «In-  Arniteiuie .  il«r  WUHeaacbnftcn.  , .,      -..(n 
lllli  i'/[ini..     '  U^bevsetat  von  .> 

■  iiili<i:i'  V*K-  Baedeker.  ,' 

"Lief.    l-IO.   S"  fteh,    Jede   Lief.    (2   Sgr.      ^''' 
jilpf.  1— 5.,I.Ahtlieilimg:  Metaltoirfe.  Mit  28V  In  <1m '^Wr-em- 
gedruckten  Holzschnitten  der  pafiser  Ori^inalaüxgBbe.  9  Rtlilr. 
Uef-  0—10.    IL   Abtheiluiig :    Metalle.     Mit    199    >a  4e(i   Text 
eingedr.  MolzscIinUten.  2  Rtblr.  '  '  ,' 

Nach  5ftti  UftKelU  namkalter  Münner  von  Fach  wird  dies 
Werk  nicht  bloss  denk  schon  weiter  vorgerückten  Studireiiden, 
der  durch  SeU)stsCi[diuni  tierer  in  die  Wisseiischart  eindringen  nill, 
Vondern  fibertiaupt  jedeiD  Chemiker,  namebtlicb  jedem  Leerer  der 
^Chemie  und  auch  dem  Gewerbetreibenden,  Bchou  durch  idie  .vor- 
teffticlien  Abbildungen  eioer  grossen  AneaUl  Tjtn  Af^tarat^p^  .dwci 
lieklare  Darstellung  der  ]ihj«ikalischen  und  ki>'&tal1oäi:.jyerbälf- 
I^Se  etc.  von  In  tßr esse  und  Nutzen  sein.  £t>  ist  das 'neueste 
chemische  Werk  und  hat  daher  JedenfalU  den  Vorzug,  jetzt  das 
vollütändigste  und  dem  zeitigen  Standpunkte  der  WissenschaR 
•Bteprechendate  zu  sein,  wie  auch  der  Name  des  berühmten  Ver- 
*  ■  «s  Bürgsebaft  för  den  Werth  des  Werkes  überhaupt.. bietet. 
Dunker  und  Humblot  in  Berfiii- 


'U^eo^DHwd  durch  allcßuchandlung^n  zu  haben: 

IB  Bt  «^r  n  D  d  r  I  s  s 

.jiii,iiiI-.-);i  uMr 

liölierenAnaly  sis 


Es  ist  en 
-31 


gr.  8.  IM9.  6ro«A.    TA/r.  L     10  Sgr. 
,1 .  JT,  C.  Kriegertche  Buckft.  i 


•rf  Ot    ll  £  1  __ 


Im  Verlac;«  ikti  Uiilerzeiijineten   ilt;  ao  fhai  lerschieneo  vtd 
in  allen  BucliFtatiiliiiif!»u  m  hiüieni     '    !  ' '     V '*  , 

Die  

luL^pumente  uiid  Werkzei 

der 
hiihcrei)  und  njedern  Messtcnnst 


der  geoiiictmchen  Zeichnenkunst, 

ihre  Theori«,  (Joastructiou ,  (lehraiich  iind  PrOfung. 
,  2um  (.'iitetricht  und  Selbststadhiitl  ' 

"'"•■  '"    '  '   ■        '  Irearbeitet  '      f-    :    .  /   f  ' 

vgl)  C.  F.  ScbneMler, 
'  ""^i^  ('i*n-ln|[enlont. 

Hin  Band  von  It  Itog^n  in  er.  S.  mit  213  in  den  Texf  einst- druck- 
ten   Holzschnitleii.      I'rels  elegant  gebettet    1  Thir.    IB  Ngr.  oivi 
i  ti.  15  V.T.  C.  M.  nder  2  tl.  42  Ur.  rbein. 
Ein  ansfülirlicber  Prnspectus  dieses  für 

Inypenieiire,  Topoj^rapben,  OiÜ eiere »Ueld- 
messer,  Iflarkscheider  nud  Mechaniker, 
für  Ban-,  Berg*-,  Por»t-  nnd  landwirth- 
srhaftlielie  Akademien  wie  für  Ulilitnir- 
und  Gevrerh-t^chiilen 

»Ififcb  tviubtigeii  Werkes  ist  tn  uilen  Buchhandlutigeii  ^inent^ettÜd 
Leipsigi  im  September  ISIS. 

-j.;i.^i.-,,.. ^,;.,-<^  ■!,,   „„„,  B.  e.  Tenbner- 

Bei  Vandenhoedt    und  Rnprecbt   iDGuttiage«   ist«' 
sphieiieo : 

I^istingr*  «V*  B.,  Vorstudien  zur  Topoiogie.  gr.  8l.  iOgGr 
Ültildlen«  CirAOlni^er,    1817.   1.  Abth.    matbemot  i '^ 
natunvisaL-iiscliafcl.  AWiandl.   Ä  Lief,   gr:  8.  3  T 


Bei  Flamnier  und  Hoffmann  in  Pforzheim  ib*  l_  „ 
erschienen  und  in  allen  litichhandlongen  DetiUchlaods  und  i 
an^rÜDzenden  Länder  eu  haben: 

Tafeln 
.    .  zur  Krlcichtoruitg  iiiici  Erspariing  der  aitf 

'"""    llasciunenbaii 

,  bezüglichen  und  ühnficher  Rechnungen 

f.     I  zunSchsl  fiir 

niecliaiiiker,  liig-enieiire,  Berg*  nnd 
HüttexUentc  etc. 

Carl  Holtzmann, 

GroHtrcrKnf^l.  liBdiadicr  Ilültraverwnller. 
Gross  8.     Geheftet.     Tbir.  1-  20  IVf>r.  oder  2  fl,  30  kr. 
I)eni_  Gesthäflsmanne    zeitraubende  Kechnungen  zu  erspar* 
"'"  '-"■■•■•"n,  weVAei  ii\t\vl  Vi^itVi  ?,enng  angeschlagen    weiiM 


kann,  «ler  sich  noch  steigert,  wenn  zugleich  grüssere  Sicherheit 
^gen  Felller  geboten  wird.  Eine  solche  Erspaniiss  gewinnt  einer 
possen  Zahl  tlifitiger  Männer  Zeit,  ihre  Krälte  nützlicher  /.u  vPf: 
fvenden;  sie  ist  eine  Bereicherung  der  Nation.  Der  Wunsch,  hiezii 
einen  Beitrag  zu  liefern,  »ar  <]ie  Veranlassung  dieses  W^rl^ebeni«. 


Bei  Job.  ¥.  Saerecke  in  Eisenach  \»t  ^gebeii  erschienen 

Clrundzüg'e 

einel^  "'Wissenschaftliehen  Darstellung 

der 

Geometrie  des  Maasses. 

Ein  Lehrbnch 
Dr.  Oflhar  SchlSmllcta. 

Erster  Theil.  ,^_ 

Geometrie      der     Ebene.       .,..', 

gr,  8.    1.  ThI.  ,,i'( 


.     In  Baumgärluers    Buchhandlung    zn    Leipzig  ist    »V- 
tie.n  erschienen    und   an  alle  solide  Buchhandlungen   versen«l«t 

rrundsätze  der  Meteorologie 

in  näherer  Beziehung  auf  Deutschlands  Klima     "i 

Von  Dr.  G.  Schübler,  Professor  an  der  ■'' 

Universität  Tübingen.  ' ,'"' 

Neu  bearbeitet  von 
»r.    Ct.    A.    J  a  b  n, 
acUn  der  aitroaniaigctieii  GeselUchnft  JH  Leipzig-,   orJentl.   Mitglicde 
natur  forschen  den  Siiclclät  ebendaselbst,   der  mathenititiiiL^ten  Gr^en'- 
nft  und  des  nalurwiasciiBchaft liehen  Vereins   in  Hamburg,  iiiwla  4«t' 
Binerikaniacben  ^hiloiophisclien  Sociotät  In  Pbiladelptiia. 
lit  9  Stahl-  und  Knpferstichen,  einer  vergleichenden  Ther- 
mometerscala,  mehreren  Tabellen  und  Holzschnitten. 
gr.,(8.    broch.    Preis  1  Thir.  J5  Sgr. 

ImyeVla'ge  der  kölfiuknnKtUn  buMiHaltdlilV  <"  ^''^»burg 
soeben  erschienen : 

ders,  Prof.    G.  M,,   Lehrbuch   der  Elementar  -  Geometrie    (Ör 
techn.  Schulen.     Is.  2s  Buch    fPlanimetrie  —  Stereome- 
trie) gr.  80    geh.  I  R.  3(>  kr.  oder  1  Thlr, 
■lliBle,   Leon.,   Sehnen  -  Tafeln    für    den    Kiidius    oder  r=;1000. 
■  Lei.-8«  broech,  48  kr.  oder  15  Ngr. 


llVlI.-.i'  iT''-       '■  i','li"i,\       ,,■  II'. y,.,!^     ,1    , 

'"'im  Verlage  der  ^M-tJetehneMn  1sfc'«Mb«n  «rscbicnen  ji 
durch  alle  Buch  h  an  dl  un  gen  tu  hexieben: 
h  i  e 

i::&perliueu£al  -  Pliysl 

I)  11  r  g  e  s  t  C  1  I  t 

••■  29  llüiographirten  Tafeln 

mit 

!itlj!pl>ysilKAU8clieiL    Apparat«!»^.    .^ 

iiniJ  '  ""j^ 

begleitet   von    einem    erbaut enitlen    Texte 
Vijii    ;''     '  i,t(|     . 
e  r  f,  t  b  e^ 
Director  der  ProTlhilnl - GeA'Di'bnfcbDle  in  [lag 

Preis  3  Th^ler.  

Da«  vorliegende  Werk  dSrlie  Snwoht  für  den  Lehrer  nie  den 
Sch3Ier  und  das  grosse  PublVkurri  eine  sehr  ivülkomniene  Erscliei' 
nung  sein.     Der  Verlasser  hat  sich  lieivüht,  i\ag  W«eeiUlicbe  Jef 
Physik  in  ungefähr  150  Sätüen  kurs  durzustelleh,    aus    denen  di# 
für  das  Studium  niithige  Ueberaii-ht  mit  der  gerini^steTi  Mühe  ^^e- 
Wonnen  wird.     Diese  Sätze  Bind  sellisl  da,  wo  es  thunlirh  nsr, 
nicht  auf  jnatheinatiachein,  We.iie,  bewiesen,  sondern    durch  dibd 
eherlei.  Versuche  veruiittuUt'  pnyslkalischer  A^i^ai'dte^  und   iurd 
Nalurerscheinungen ,  die  ohne  unser  Zuthun   erlul^en;'  h^^ündei 
Di^  Hilf  den  Kuiifertareln  dargestellfen  Apparate   sind   nieist  naiti 
der  Natur  aufgenommen  und  von  dem  Zeichner  mit  einer  sotclii^ 
Genauigkeit  und  Eleganz  ausgeführt,  du ss  alles    seither  Ersctie-^ 
nene   der  Art  dageKea   weit  zurückbleibt.     Wtrd  die   Absiebt  & 
Herausgebers  erreicht,   so  wird  das  Werk  dem  Lehrer  ein'Utdl 
buch    ieim  Unterrieht    nerden,  naibentMch   dem,   der   nicht  ein^ 
roIlslSodigen  physikalischen  Apparat  sur  DIspnsition  lial;  es  vn 
dem  Schüler  zum  INachstudirfn  dtftnen   und    ihn   stets  an  die  § 
seb^oen  Esperimente   erinnern,   gleicherweise   wird    es  dam  l 
tagen,  die  Vorliebe  fCIr  die  Naturwissenschaften  im  grossen  P 
likun  KU  mehren  u.  a.  w.       , 
UaM««r,  ün  Oct9bet  1840. 


Im  Verlage  der  Unterzeichnelen,  i.st  erschienen: 
Die 

su,..JUeJirQ  von  den  Transversalen ! 

in  ihrer 

»m  9hl'W)t.-.;iAttiBeBdHng  auf  die  PlarHiiiGiric. 
MiMMi>'  -      :     ,,         £i|,e  Erweiterung 

■MOI.^*  Mi,.,      J;uklidi?<;heii  GeometrJetf  '.  n 

C.    A  d  a  m  ■■ 

Mit  12  Kupfertafelu. 


fär  präkt'iBche   Baukunst,  In  ii'efsAoft^a    Repertorium ,  in  Ma- 
kgeffi^do^onBdiet.  ilevue,  j{i|^t«|Lermiani]!|i  .(jevtscher  JMo- 
nalschrut,  in  iJrunerl's  Archiv  and  In  Jahn's  JährLücflcrn  für 
■Philologie  und  hiibere  Pädagogik. 
pr         Professur  «•kittrup^er  (ig»  Äsirflbwrti?  ,!.■■ 

„Vorliegende  Strhrin  sstxt  dieElcnientp  ßiiklid'e  voraus  und  he- 
ginnt  mit  der  O)«ddktion  r«ifl  eyOlb^tierh  eintwickelterund  streng 
logiecb  genrdiieter  Sätze ,  tvelche  (iicb  uns  der  Verbindung  von 
Transversalen  mit  den  Dreiecken  herleiten  lassen.  Di  es  es  System 
von  Lehrsätzen  verbindet  in  Wahrheit  mit  der  Euklidischen  Strenge 
der  Beiveisluhrung  die  KeiclUialttskeit  der  analytischen  Entwicke- 
lung." 

Und  in  einer  später  lolgende*  Stelle: 
»yPir  eipfl  {ireit  dafnri  entf^rot,  ducch  Aufzüblang  .  der  QufUen, 
welcher  der  Herr  Verfasser  benutit,  und  die  er  in  seiner  Vorrede 
seihst  genannt  hat.  die  Verdienste  dieses  vortrefllicben  Werkes 
zu  schmälern,  im  Gcgenthvil  macbeo.  1^'ir  di^  Lejier  desswegen  dar- 
auf aufmerJuahi ,  löasB  sie  die  angefahrten  SciKifteii  lesen  und  mit 
der  des  Herrn  Adams  vergleichen,  und  wir  sind  überzeugt,  dass 
sie  nicht  nur  mit  uns  die  Vorzüge  dieses  letztern  zugestehen,  son- 
dern auch  den  Herrn  Verfasser  einstimmig  als  denjenigen  aner- 
kennen müssen,  welcher  auerst  jene  schijnen  neuen  geometrischen 
Theorien  der  auf  den  Ueliergang  von  den  Elementen  ins  weitere 
Cäbl^t^des  geometrischen  Forschen»  b^riffeqen  Jugend  st^ift- 
n  gemaeht,  und  ihrer  gektlgeu  Ij^ittH-icEetoog  aitinsäend  iäm- 
Ut  hat."  '*  '  "■     '^'        '     Mit.--    f   !i.(i 

u.^„ii  -  C.  Adams. 

liärmöiiischen  Verhältnisse 

Eii>  Beitrag 

zur    n  ,e  uern    Geometrie.,     , 
Mit  4  Kupfertafelii. 
i  Erster  Theil. 

g.  E°:  geh.  Preis:  2  thlr.  15  Ngr.  oder  4  fl.  30  Kk  rhein'l. 
'Vrol.'>1ji'tB:Bert  sagt  darfiber  ia  seinem  Ärcbivi  literarisaher 
«fi<At,VI,,3öO: 

,Wir  sind  der  Meinung,  dass  die  vorliegende,  vnn  uns  fvt!u8% 
^grüi^^J;^, , ^chrill  einem  wahren  Bedürfnisse  theihveise  abhelfe, 
nd  d^s  der  Herr,  Verfasser  alle  Ermunterung  verdiene,  aiif'dein 
Btreteli^n  Wege  rüstig  vorWärts  zu  schreiten.'*  —  > 

Und  zum  Schlüsse: 
?ir  glauben  daher,  dass  diesem  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Äebhabern  der  fefoerp  Geometrie  empl'nblen  zu  iv^ideti  verdient, 
fi4i«nch  wegen  ihrer  grossen  Deullichlicit  von  gtfindlich  vo^he- 
eiteten  Schülern  zu  ihrer  Meilern  geometrischen  Ausbildung  "mit 
rossem  VortheU  benutzt  werden  kann,  eben  so  \vie  des  Herrn 
'erfassers  früher   erschienene  Lehre  von  den  Transversalen."  ■— 


,.K  ..(  .«i.h,-H-,       ^^  Adain«.     ,    ,_,    ^.-..y,., 
,;H3|lp  merkvtlrdigsten  Eigehechmen 

des 

l^radlinif^en  nrelecks. 

"'   ■  '"  Mit  2  Knpfertafeln. 

't'.'i'  "S^-Ü^l'ti^-  ^"'*  ^  '*"'*''■  '^'''s  '^S:''-  «"l-  2  fl-  "'S  Kr.  rh- 

'^""^■*  "'|-^'*'(i>       c.  Adams. 

MALFATTISCHE   PROBLEBfc 

neu     gelost. 
^  Mit  einer  lilhoE;rnpliirten  Tafel. 

' '  gr.  4».  geh.  Preis :  15  N^r.  oder  54  Kr.  rhain. 


C.  Adams. 

C^eometrlselie  Anfgabei 

mit  besonderer  Rücksicht 

seomelrlsche  Construktion- 

Mit  11  Kupfeitafelu. 
«  gr.  8«.  geh,  Preis :  3  Tblr.  oder  5  fl.  15  Kr.  rheini, 

^'rvo'i"'    -..  .-  WiDterthur,  StelMer'sche  Buchhandinng. 

-  iriü*.  i.'.i  .  j  I,  ■ 


Im  Verlage  des  Unterzeichriefen  ist  erschienen: 

Das  Buch  der  Natur, 

die  Lehren  der   Physik,  Astronomie,   Chemie,  J 
ralo^e,  Geologie,  Physiologie,  Botanik  und  Zoi^o^ 

iimr^send. 
Allen    Freuudeji   der   Naturwissenschaft,    insbesondere 
Gymnasien,  Realschulen  uud  hüherea  Bürgershcnlen 

"'•!•:  Dt-  Friedrich  l^cliödler. 

■Olli  Viöftc    verbesserte     Auflage. 

){j|ut,^  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten,    Sternk«rtfll' 


und  einer  illuminiilen  eeoeaos tischen  Tafel, 
gr.  «".  Vclinpap.  geh.  Preis:  1%  Thlr. 


kii^,ii'>''  ■  '  '■'    V"  ■■"/■'Dil!"'',"'''  I    ■"  ..' 

nicbute  i'««!^: ""■meiuftil 

Erster  ünterrfcht  in  derCliemie,    ■  -"uiiiiJ 
'\\ii"(',    '■■.  versinolicht 

durch     einfache    Experimente. 
Zum  Schulgebrauch  und  zur  Selbstbelehruiig, 
insbesondere 

tür  angehende  Apotheker,  Landwirthe, 
Gewerbtrerbende  etc. 

«AB 

I)r.    J.    A.    S  t  tf  c]i  h  a  r  d  t, 

frnfniBornii  iltr  Krintgl.  X<-a(tsii|!c  tir  Puta(-  und  Lantw'mhe  ^th 

Tharnnrt  und  tvirnl^l.  SiichoUclii-r  .lpnthcbeiire>ianr. 

Vierte  verbesserte  Auflage, 

Mit  zahlreich«!  in  den  Text  ^gedrnckton  HolzschnitleD. 

»o.  VeliDjtap.  geh.  Preis:  2  Thlr. 

■    v.l.   j...  J.  H.  Hellmuih'» 

lliKöieiitar  -  Naturlehre. 

Dreizehnte  Auflage. 
.Nach  (lern  Tode  des  Verfaä^erK  zum  sechsten  Male  bearbeitet 

3.  O.  Fischer, 

Lehrer  am  Srhiillelirer- Sivininnr  in  NeuzellR, 

Mit  2Ö7  in  den  Text  eingedruckten  Üolüsihnitten. 

gr.  8".  Velinpaji.  geh.  Preis:  1  Thlr. 

Auf  6   Exemplare   ein   Freiexemplar. 

Welcher  Gebildete,  tvetche  LehrMistalt,  kann  eich  heute  noch 

ier  Ciiltiir  der  iNatitmieäeaschaften,  und  vorsugsiveise  der  Physilv 

nd  Chemie   entziehen?  Die  oben   angezeigten    drei  Werke  üeh- 

ten    einen    ausgezeichneten   Rang    für    den    Unterricht    und    das 

eibststudium    ein ,    und    n^e    Auflagen  derselben  sind   sich   von 

khr  zu  Jahr  geMgt.     Wir  enijifehlen  sie  drinsend  der  Beachtung 

Schulmänner  und  Derer,  Melche  Selbstbelehning  suchen. 

Braunschweig,  im  August  lä46- 

Friedr.   Viewe":  und  Sohn. 


n  Verlage  d^-s  Unt<?rxeichnelea  ist  erschieneji: 

li  e  li  r  b  a  ch 

der 

jeölogie  niri  Petrefactenkunde, 

Pheilweise  nach  Elie    deBeaumont's  Yurlesungen 
aii  der  Ecole  des  Qiines 

Dr.  C.  VoKt. 

Zwei  Bände.     Mit  16  Kupfertafeln  und  900  Illustrationen  in 
Holzstich. 
gr.  S**.  Fein  Velinpap.  geh.  Preis:  5  Thlr. 
Auf  diese  Arbeit:  ztreier  der   geistreichsten  Naturforscher  »a- 
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